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Pioneering results on the numerical modeling of the tearing instability in an open
trap with the electron beam (GOL-3, Budker Institute of Nuclear Physics SB RAS)
are presented. The reduced magnetohydrodynamics approach in 3-dimensional cylindrical
geometry had been used. To solve the problem a finite-difference code has been created.

Введение

Хорошо известная тиринг-неустойчивость изучалась многими исследователями с исполь-
зованием разнообразных физических моделей (кинетических, магнитогидродинамических)
в различных геометриях (плоской, цилиндрической, двух- и трехмерной) [1–11]. Постанов-
ка исследуемых ранее задач была связана с процессами, происходящими в космической
плазме либо в установках типа токамак, компактный тор, “Токовый слой” и т. д. В послед-
нее время выяснилось, что тиринг-неустойчивость может возникать также в открытых
ловушках с электронным пучком. Более того, эта неустойчивость играет существенную
роль в динамике плазмы в таких установках. В частности, по-видимому, она ответственна
за внезапное разрушение токовой структуры, сопровождающееся иногда значительным
разрушением внутренней поверхности стенок камеры установки ГОЛ-3 в Институте ядер-
ной физики СО РАН [12].

Подчеркнем, что тиринг-неустойчивость на установке ГОЛ-3 развивается в условиях,
имеющих принципиальные отличия от изучавшихся ранее случаев. Эти отличия состоят
в следующем.

1. На установке ГОЛ-3 необходимая для развития тиринг-неустойчивости конфигура-
ция магнитного поля с токовым слоем возникает в результате действия двух факторов:
наличие пучка (внешнего тока) и наличие сильного градиента проводимости плазмы на
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краю пучка. Градиент проводимости вызывается пучковой турбулентностью, возникаю-
щей в пространстве, занятом пучком [13].

2. Развитие тиринг-неустойчивости происходит на фоне упомянутых в предыдущем
пункте факторов. Изменения плазменной конфигурации, связанные с неустойчивостью,
становятся существенными уже на стадии пучка. Таким образом, неустойчивость разви-
вается на фоне большого градиента проводимости, который находится в непосредствен-
ной окрестности самого токового слоя. По существу, неустойчивость на стадии пучка —
это самостоятельный вид неустойчивости, имеющий мало общего с классической тиринг-
неустойчивостью. Кроме того, токовый слой, образующийся в результате действия упомя-
нутых факторов, является нестационарным. Развитие тиринг-неустойчивости происходит
уже на стадии его формирования. Подобные задачи прежде не решались.

3. Ранее изучались периодические по одной из координат задачи (токамак) либо процес-
сы, протекающие в неограниченной плазме. В случае ГОЛ-3 плазма ограничена с торцов.
Соответственно возникает необходимость изучения влияния торцов на течение. Заметим,
что особенности задачи, отмеченные выше в пп. 1 и 2, могут быть изучены в двумерной
постановке. Однако ответы на вопрос о том, какая мода будет доминирующей, и вопрос о
взаимодействии мод могут быть получены только при решении трехмерной задачи.

4. Магнитное поле на установке ГОЛ-3 является гофрированным.
В настоящей работе впервые приведены результаты трехмерного моделирования тиринг-

неустойчивости на установке ГОЛ-3. В частности, изучено влияние особенностей, отмечен-
ных выше в пп. 1–3, на развитие этой неустойчивости. В том числе исследовано влияние
торцов установки на развитие тиринг-неустойчивости и состав винтовых мод в возни-
кающем течении. Поскольку численное моделирование трехмерной задачи трудоемко, в
настоящей работе использована простейшая модель редуцированной магнитной гидроди-
намики. Заметим, что эта модель не может учесть гофрировку магнитного поля. В насто-
ящей работе предложен и исследован конечно-разностный алгоритм, использованный при
расчетах.

1. Постановка задачи

Так как в открытых ловушках продольное магнитное поле велико, будем описывать те-
чение плазмы уравнениями редуцированной магнитной гидродинамики [4], которые в ци-
линдрической геометрии в безразмерных переменных имеют вид
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Здесь V — скорость плазмы, которая в данной модели является несжимаемой и имеет
только полоидальные (r и ϕ) компоненты. Соответственно, вводятся функция тока Φ и
завихренность ω; H — полоидальное магнитное поле. В этой модели тороидальная компо-
нента (z-компонента) магнитного поля постоянна. В использованной в настоящей статье
нормировке Hz = 1; Ψ — вектор-потенциал магнитного поля; jz — плотность тороидаль-
ного тока, которая включает в себя как ток плазмы, так и ток пучка; jb — плотность тока
пучка; η и ν — безразмерные сопротивление и вязкость плазмы.

Для нормировки использовались параметры установки ГОЛ-3. Как уже упоминалось,
магнитное поле нормировано на величину его тороидальной компоненты, равной 50 кГс,
скорость — на скорость Альвена Va = Hz/(4πρ)1/2 = 3.5 · 108 см/с, где ρ = 1015 см−3 —
плотность плазмы, которая в данной модели постоянна. В качестве единиц длины исполь-
зовался радиус плазмы a = 5 см, времени — величина a/Va = 1.5 · 10−8 с и т. д.

Решение рассматривается в области 0 < r < 1, 0 < z < z0. В размерных величинах
z0 = 12 м. На границах z = 0 и z = z0 скорость плазмы полагалась равной нулю (Φ = 0).
В используемой модели при z = 0 и z = z0 для вектор-потенциала Ψ граничных условий
не требуется. Граница r = 1 полагалась идеально проводящей стенкой (Ψ = const) с
условиями прилипания для скоростей Vr = Vϕ = 0. Последнее дает ∂Φ/∂r = ∂Φ/∂ϕ = 0
или Φ = 0 и граничные условия для ω (условия Тома, см. далее).

В начальный момент времени плазма покоится (V = 0), а распределение магнитного
поля задается с помощью вектор-потенциала вида

Ψ = Ψ0(r) + Ψ1r
m(1 − r2) cos(mϕ − 2πnz/z0). (1.6)

Здесь Ψ0(r) — распределение вектор-потенциала, соответствующее равномерному распре-
делению по площади r < 4 см фонового тока jz = −5 кА, а Ψ1 — амплитуда возмущения.
Само возмущение, как легко видеть, соответствует винтовой моде с полоидальным но-
мером m и тороидальным номером n. Зависимость возмущения от радиуса выбиралась
из следующих соображений. На границе r = 1 величина Ψ должна быть постоянной. При
r → 0 возмущение должно быть регулярным, т. е. быть представлено в виде степенного ря-
да по декартовым координатам. Для этого необходимо, чтобы оно содержало степень r не
ниже m. Заметим, что при малых амплитудах зависимость возмущения от радиуса прин-
ципиального значения не имеет. Кроме того, использовалось также возмущение, в котором
Ψ отличалось от Ψ0(r) только в одном узле расчетной сетки, в котором Ψ = Ψ0(r) + Ψ1.

Плотность тока в пучке jb постоянна при r < rb = 2.5 см и соответствует полному току
пучка 30 кА. При r > rb пучок отсутствует. Такое распределение jb имеет место при t < tb
(tb = 600 или 9 · 10−6 с в размерной форме). При t > tb пучок отсутствует.

Сопротивление η при t < tb имеет следующее распределение:

η = η0 при r > rb + δ,

η = ηb ≫ η0 при r < rb,

η = ηb + (η0 − ηb)(r − rb)/δ при rb < r < rb + δ.

Ширина переходной области δ связана с размытием пучка и в представленных ниже
расчетах равнялась 0.25 см. В безразмерном виде η0 = 4.5 ·10−6, что соответствует спитце-
ровской проводимости при температуре 100 эВ. Величина ηb в 10 . . . 1000 раз превышала
η0. Увеличение сопротивления в области пучка соответствует турбулентному значению
проводимости, точное значение которого неизвестно.
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При t > tb сопротивление η = η0 во всей области, так как после выключения пучка тур-
булентность исчезает. Следует отметить, что температура плазмы в области пространства,
занятой пучком, за время существования пучка может существенно повышаться, превы-
шая 1 кэВ. После выключения пучка температура в области, где был пучок, уменьшается
до 100 эВ за счет теплопроводности на торцы камеры за время
примерно 50 мкс [13]. Это время намного больше характерного времени
(< 10 мкс) рассматриваемых в настоящей работе процессов. Высокая температура в отсут-
ствие турбулентности означает высокую проводимость плазмы. Однако развитие тиринг-
неустойчивости определяется проводимостью плазмы в окрестности резонансной поверх-
ности, которая находится вне пучка. Здесь температура не сильно отличается от 100 эВ,
а сопротивление — от η0. Поэтому в расчетах для простоты положено η(t > tb) = η0.

Заметим, что введение температуры существенно усложняет модель. Кроме того, точ-
ных формул и экспериментальных данных, описывающих передачу тепла от пучка к плаз-
ме, не существует.

Вязкость плазмы в рассматриваемом случае мала [14]. В расчетах полагалось ν =
const = 0.1η0. Конкретное ее значение при ν ≪ η не влияет на результат.

2. Разложение по винтовым модам

Одна из основных проблем, рассматриваемых в настоящей работе, — проблема соста-
ва мод возникающего течения. В случае винтовой симметрии, когда ∂/∂z = −R−1∂/∂ϕ
(R = 2πn/(mz0)), МГД-уравнения практически совпадают со случаем ∂/∂z = 0, но в ро-
ли Hϕ выступает величина Hs = Hϕ − (r/R)Hz [6]. Соответственно, если конфигурация
магнитного поля такова, что Hs имеет разные знаки по разную сторону поверхности rmn,
называемой резонансной, то развивается процесс пересоединения (аннигиляция магнит-
ных потоков разного знака, тиринг-неустойчивость). Условие существования поверхности
Hs = 0 можно переписать в виде q ≡ Hz/(HϕR) = 1. При q > 1 конфигурация неустойчива
по отношению к тиринг-модам. Расчеты показывают, что при параметрах плазмы, соот-
ветствующих установке ГОЛ-3, неустойчивыми могут быть возмущения с различными m
и n. Например, m = n = 1; m = 1, n = 0; m = 1, n = 2 и т. д. В случае периодических по z
граничных условий (токамак) возможно развитие (в том числе нелинейное) одной моды.
В случае открытой ловушки различные моды связаны друг с другом в силу граничных
условий. Поэтому встает вопрос о составе мод возникающего течения.

Для того чтобы характеризовать количественно значимость различных мод, заметим,
что в случае одной моды какая-либо величина f(r, ϕ, z) является постоянной вдоль линий
ϕ(z) = 2πnz/(mz0)+ const и периодичной по ϕ с периодом 2π/m. Поэтому можно говорить
о том, что функция f содержит в себе моду m, n вида

fmn(r, ϕ) = (mz0)
−1

m−1
∑

l=0

z0
∫

0

f

(

r, ϕ +
2πl

m
+

2πnz

mz0

, z

)

dz. (2.1)

В качестве амплитуды моды можно взять величину Amn = max
r,ϕ

|fmn|. Ниже в качестве

f используется ω, поскольку эта функция отлична от нуля только при наличии неустой-
чивости.

В примененном для решения поставленной выше задачи численном методе различные
функции f задавались в узлах равномерной сетки ϕj, zk. Вычислить fmn в точках ϕj
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можно следующим образом. Находим fp(zk) — дискретный фурье-образ по j, где p — номер

фурье-гармоники. Затем вычисляем величину f ∗

p = (mk0)
−1

m−1
∑

l=0

k0
∑

k=1

fp(zk)e
−ipalk . Здесь alk =

2πl/m + 2πnzk/(mz0), k0 — число точек сетки по z. Искомая функция fmn получается
обратным фурье-преобразованием по p функции f ∗

p .

3. Конечно-разностная схема

Рассмотрим конечно-разностный алгоритм, разработанный для решения поставленной за-
дачи.

Расчетная сетка была равномерной по ϕ и z с шагами hϕ и hz и неравномерной по
r. Поскольку наибольшие градиенты возникают при r > rb, сетка по радиусу сгущалась
именно в этой области. Функции Φ и ω вычислялись в целых узлах ri, ϕj, zk, а Ψ и jz — в
полуцелых узлах ri+1/2, ϕj+1/2, zk+1/2. При этом z0 = 0, zk0

= z0, ri=0 = 0, (ri0+1 + ri0)/2 =
1, ri+1/2 = (ri+1 + ri)/2, r

−1/2 = −r1/2. Здесь i0, j0 и k0 соответствуют числу узлов в
направлениях r, ϕ и z.

Пространственные производные, входящие в уравнения (1.1)–(1.5), аппроксимирова-
лись со вторым порядком точности естественным образом. Например, член ∂jz/∂z в урав-
нении (1.2) вычислялся в целых точках. Это делалось следующим образом:

(

∂jz

∂z

)

i,j,k

=
< jz >i,j,k+1/2 − < jz >i,j,k−1/2

hz

,

где
< jz >i,j,k+1/2=

=
(jzi+1/2,j+1/2,k+1/2 + jzi−1/2,j+1/2,k+1/2 + jzi+1/2,j−1/2,k+1/2 + jzi−1/2,j−1/2,k+1/2)

4
.

Исключение составляли члены (V∇)Ψ и (V∇)ω. Они аппроксимировались тремя различ-
ными способами.

1. Член (V∇)Ψ вычислялся с первым порядком точности по ближайшим узлам с учетом
знака скорости. Член (V∇)ω записывался в виде div (Vω) и аппроксимировался так:

div (Vω)i,j,k =
ri+1/2qri+1/2,j,k − ri−1/2qri−1/2,j,k

ri(ri+1/2 − ri−1/2)
+

qϕi,j+1/2,k − qϕi,j−1/2,k

2ri sin(hϕ/2)
. (3.1)

В центре координат при i = 0, где функции не зависят от индекса j, имеем

div (Vω)i=0,k =
2

r1/2j0

j0
∑

1

qri=1/2,j. (3.2)

Здесь qri+1/2,j,k = Vri+1/2,j,kω
∗, где ω∗ = ωi,j,k при Vri,+1/2,j,k > 0 и ω∗ = ωi+1,j,k при Vri+1/2,j,k ≤

0. Аналогично аппроксимировалась величина qϕ = Vϕω.
Подробно об особенностях аппроксимации различных дифференциальных операторов

в цилиндрической системе координат см. в работе [11].
2. При аппроксимации второго порядка с помощью центральных разностей для за-

вихренности использовались формулы (3.1) и (3.2), но в качестве qr (и, аналогично, qϕ)
использовалось выражение qri+1/2,j,k = Vri+1/2,j,k(ωi+1,j,k + ωi,j,k)/2.
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3. При аппроксимации третьего порядка с учетом знака скорости для завихренности
член, связанный с переносом, записывался как (V∇)ω. Производная ∂ω/∂ϕ вычислялась
в зависимости от знака скорости следующим образом:

2ωi,j+1,k + 3ωi,j,k − 6ωi,j−1,k + ωi,j−2,k

6hϕ

при Vϕi,j,k > 0;

−ωi,j+2,k + 6ωi,j+1,k − 3ωi,j,k − 2ωi,j−1,k

6hϕ

при Vϕi,j,k ≤ 0.

Аналогично вычислялись остальные производные, входящие в интересующие нас вы-
ражения. Эта аппроксимация обеспечивает третий порядок точности, причем остаточные
члены, например для Vϕ∂/∂ϕ, имеют вид −2|Vϕ|∂

4/∂ϕ4. Остаточные члены такого вида
слабо влияют на решение в области малых градиентов и эффективно сглаживают мелко-
масштабные возмущения.

Заметим, что при Vr < 0 и вычислении Ψ в точке i0 − 1/2 и ω в точке i0 необходимо
знать Ψ в точке i0+3/2 и ω в точке i0+2, где они не заданы. В этом случае использовалась
аппроксимация первого порядка. Поскольку скорость около границы r = 1 стремится к
нулю, это мало влияет на точность решения.

Заметим также, что при вычислении производных в центре координат полагалось, что

fi=−α,j,k = fi=α,j+j0/2,k. (3.3)

Кроме того, в центре координат r = 0 выражение (V∇)ω аппроксимировалось как

(V∇ω)i=0,k =
2

j0

j0
∑

1

Vri=0,j,k
∂ω

∂r
|i=0,j,k,

где

Vri=0,j,k =
Φi=1,j+j0/4,k − Φi=1,j+3j0/4,k

2ri=1

.

Здесь ∂ω/∂r|i=0,j,k записывалась так же, как и в узлах i 6= 0, с учетом (3.3).
Остановимся на граничных условиях для ω на стенке. Использовалось условие, анало-

гичное условию Тома, которое можно получить, разлагая Φ в точке i0 в ряд Тэйлора и
учитывая граничные условия на скорость и связь (1.3) и (1.4):

ωi0+1,j,k = −ωi0,j,k +
4Φi0,j,k

(1 − ri0)
2
, Φi0+1,j,k + Φi0,j,k = 0.

Аппроксимация с первым порядком использовалась только в методических расчетах,
поскольку она приводит к слишком большим численным сопротивлению и вязкости. Наи-
лучшей оказалась аппроксимация третьего порядка, с помощью которой получены основ-
ные физические результаты.

Производные по времени аппроксимировались с первым порядком (см. ниже). При ис-
пользуемом временно́м шаге, который ограничен устойчивостью схемы, такой аппроксима-
ции было достаточно. Уменьшение временно́го шага τ практически не влияло на результат.
Основная погрешность обусловлена пространственной аппроксимацией.

Рассмотрим алгоритм перехода с временно́го слоя tn на слой tn+1 = tn + τ . Он состоит
из следующих шагов и использует итерации (s — номер итерации, s + α — этапы внутри
одной итерации, причем f s+0 6= f s).
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1. При s = 0 полагаем ωs = ωn, Φs = Φn.
2. Находим Φs по ωs с помощью конечно-разностного аналога уравнения (1.4). При

этом используем разложение в дискретный ряд Фурье по j (координата ϕ) и прогонкой
по i (координата r). Напомним, что в данной модели оператор Лапласа двумерный.

3. Вычисляем

Ψs+0 = Ψn + τ

(

−(Vs∇)Ψs +
∂Φs

∂z
+ η(∆Ψs + jn

b )

)

.

4. Вычисляем Ψs+1/3 посредством уравнения

(τL1 − I)(Ψs+1/3 − Ψs) = −(Ψs+0 − Ψs).

Здесь I — единичная матрица, а L1 — конечно-разностный аналог оператора η∗∆, где

η∗(r, z, t) = min
ϕ

(η(r) + τ(∇Ψ)2).

Член с τ(∇Ψ)2 добавлен для улучшения устойчивости и ускорения сходимости итераций
по отношению к альвеновским возмущениям.

Данный этап алгоритма осуществлялся с помощью разложения в дискретный ряд Фу-
рье по индексу j (координате ϕ) и с последующей прогонкой по индексу i (координате r).
Индекс k (координата z) здесь выступает в роли параметра.

5. Вычисляем Ψs+2/3 посредством уравнения

(τL2 − I)(Ψs+2/3 − Ψs) = −(Ψs+1/3 − Ψs),

L2 = −Vr
∂

∂r
+

(

η + τ(∇Ψ)2 − η∗
) 1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

.

При реализации данного этапа использовалась пятиточечная (в случае аппроксимации
членов уравнений, связанных с переносом с третьим порядком точности) прогонка по
индексу i.

6. Вычисляем Ψs+1 посредством уравнения

(τL3 − I)(Ψs+1 − Ψs) = −(Ψs+2/3 − Ψs),

L3 = −
1

r
Vϕ

∂

∂ϕ
+

(

η + τ(∇Ψ)2 − η∗
) 1

r2

∂2

∂ϕ2
.

При реализации данного этапа использовалась пятиточечная циклическая прогонка по
индексу j.

7. Вычисляем ωs+0 посредством уравнения

ωs+0 = ωn + τ

(

−(V∇)ωs + div(Hs+1js+1

z ) +
∂js+1

z

∂z
+ ν∆ωs

)

.

8. Вычисляем Ψs+1/3 посредством уравнения

(τL4 − I)(ωs+1/3 − ωs) = −(Ψs+0 − Ψs),

L4 = ν∆.
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На этапах 7 и 8 в формуле Тома в граничных условиях для ω использовалась Φs.
9. Находим Φs+1 по ωs+1/3 с помощью конечно-разностного аналога уравнения (1.4).
10. Вычисляем ωs+2/3 посредством уравнения

(τL5 − I)(ωs+2/3 − ωs) = −(ωs+1/3 − ωs),

L2 = −Vr
∂

∂r
.

11. Вычисляем ωs+1 посредством уравнения

(τL6 − I)(ωs+1 − ωs) = −(ωs+2/3 − ωs),

L2 = −
1

r
Vϕ

∂

∂ϕ
.

12. Вычисляем ω в граничных точках с помощью формулы Тома по Φs+1.
13. Если максимальное по пространственным узлам значение функций |ωs+1 − ωs| и

|Ψs+1 − Ψs| меньше некоторого заданного числа, то полагаем ωn+1 = ωs+1, Ψn+1 = Ψs+1. В
противном случае возвращаемся на этап 2.

Каждый из приведенных этапов полностью аппроксимирует исходные уравнения. В
качестве un+1 можно выбрать любое us, s ≥ 1. Уже после первой итерации получается
схема, обладающая достаточным запасом устойчивости. В расчетах число итераций редко
превышало 3. При этом условие устойчивости можно приблизительно записать как τ <
Chr/VAp. Здесь C — число порядка единицы; hr — минимальный шаг сетки по радиусу;
VAp — характерная скорость Альвена, вычисленная по полоидальному магнитному полю.
Это ограничение на τ носит физический характер и не является обременительным.

Заметим, что выделение этапов 4, 8 и 9 связано с историей создания кода. По-видимому,
этап 9 можно опустить, а члены, связанные с вязкостью и сопротивлением плазмы, рас-
щепить только по пространству, добавив их в этапы 10, 11 и 5, 6.

Описанный алгоритм может быть достаточно просто “распараллелен”.

4. Результаты расчетов

Ниже для иллюстрации результатов расчетов будет использован вариант с возмущением
(1.6) при параметрах m = 1, n = 0, Ψ1 = 10−4. Здесь сопротивление плазмы вне пучка
η0 = 4.5·10−6, а в области, занятой пучком, ηb = 1000η0. Расчеты показали, что происходит
следующее.

Благодаря наличию пучка и градиентов сопротивления на временах t > 100 в отсут-
ствие возмущения (Ψ1 = 0), нарушающего аксиальную симметрию, возникает следующая
конфигурация (рис. 1). Плотность тока jz в области пучка близка к jb. В переходной
области на краю пучка находится токовый слой — узкая область пространства с большой
плотностью тока. Причем ток в слое направлен в противоположном направлении по отно-

шению к току пучка (jz < 0). На периферии jz мал, а изменения полного тока
1 2π
∫∫

0 0

jzrdrdϕ

во времени незначительны. Заметим, что подобная картина наблюдается и в эксперименте
[11]. Такое распределение тока соответствует конфигурации с резонансной поверхностью.
В нашем случае возможно развитие широкого спектра мод. При этом для большинства
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Рис. 1. Типичное распределение плотности тока к моменту выключения пучка (t = 600) в случае
отсутствия возмущения (одномерная задача).

мод радиус резонансной поверхности rmn больше rb, но находится достаточно близко к
краю пучка.

Благодаря наличию возмущения (1.6) возникает неустойчивость, приводящая к появ-
лению сильной асимметрии в распределении jz (рис. 2).

В развитии этой неустойчивости очень большую роль играет наличие градиентов со-
противления на краю пучка. Это связано с эффектом собирания тока, который будет
продемонстрирован на примере плоской задачи.

Пусть дано уравнение At = ηAxx. Тогда для величины j = −Axx имеем уравнение
jt + cjx = ηjxx + ηxxj, где c = −2ηx. Таким образом, наличие градиентов сопротивления
η эквивалентно сносу тока j со скоростью c. В случае нашей задачи эта величина очень
большая. Она влияет так, что распределение jz прижимается к точке r = rb +δ. При r > rb

величина η постоянна и описываемый эффект отсутствует. Наличие членов, связанных с
∇η, не только является причиной формирования конфигурации с резонансной поверхно-
стью, но и приводит к сжатию поверхности rb+δ возмущения тока jz, возникающего благо-
даря неустойчивости. В результате плотность тока достигает больших величин, а толщина
по радиусу возмущения становится чрезвычайно малой. На рис. 3 показана зависимость
величины jm = max

r,ϕ,z
|jz| от времени при различных параметрах конечно-разностной сетки.

Всплеск jm в начальный момент времени, а затем уменьшение этой величины связаны
с формированием аксиально симметричной конфигурации с обратным током на грани-
це пучка и постепенным его затуханием благодаря сопротивлению плазмы. Реально jm

достигается в области токового слоя (обратного тока). При t > 100 величина jm опять
растет, что связано уже с развитием неустойчивости и отклонением от аксиальной сим-
метрии. При t > 200 токовый слой становится настолько узким, что дальнейший расчет
не представляется возможным. Поэтому мы поступаем следующим образом.

Заметим, что возмущение концентрируется в окрестности нейтральной поверхности,
вблизи границы пучка. Другие области пространства возмущены слабо. Можно ожидать,
что дальнейшее развитие неустойчивости при наличии ∇η будет приводить только к уве-
личению плотности тока в этой окрестности. Магнитные потоки в результате пересоедине-
ния уменьшатся не намного. Поэтому в момент времени t = 200 выделяем составляющие
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Рис. 2. Распределение плотности тока в сечениях z = z0/4 (вверху), z = z0/2 (в середине),
z = 3z0/4 (внизу) в моменты времени t = 200 (слева) и t = 700 (справа).

функций Ψ и ω, зависящие от ϕ:

Ψ̃ = Ψ − (2π)−1

2π
∫

0

Ψdϕ, ω̃ = ω − (2π)−1

2π
∫

0

ωdϕ.
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Рис. 3. Зависимость jm от времени: в случае отсутствия возмущения (одномерная задача) —
кривая 0; в случае амплитуды возмущения Ψ1 = 10−4 для различных сеток (кривая 1 — число
узлов равномерной сетки по r, ϕ, z 200 × 64 × 32, кривая 2 — сетка в 2 раза реже, кривая 3 —
сетка в 2 раза чаще).

Рис. 4. Силовые линии поля Hr, Hs при m =
n = 1 (изолинии функции Ψ+(2π/z0)r

2/2) в
момент времени t = 760 в сечении z = z0/2.

Рис. 5. Линии тока (изолинии Φ) в момент
времени t = 700 в сечении z = z0/2: знаками
“+” и “−” обозначены области, соответству-
ющие Φ > 0 и Φ < 0.

Находим решение одномерной задачи (возмущение Ψ1 = 0) в момент времени t = 600,
которое обозначим как Ψ0 и ω0. Функции Ψ = Ψ0 + Ψ̃ и ω = ω0 + ω̃ используем в качестве
начальных данных для расчета течения после выключения пучка (t > tb = 600).

При таком подходе к задаче в момент времени t > 600 наблюдается достаточно рез-
кое падение максимума тока (рис. 3), что связано с исчезновением ∇η и, соответственно,
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Рис. 6. Распределение плотности тока в сечении z = z0/2 в момент времени t = 860.

уширением токового слоя.
Дальнейшее развитие тиринг-неустойчивости близко к классическому: магнитные по-

токи разных знаков взаимно уничтожаются, на картине силовых линий Hr, Hs четко вы-
деляется характерный остров (рис. 4), плазма втекает в токовый слой, где происходит
пересоединение, и вытекает вдоль него (рис. 5). В образующейся конфигурации внешний
поток меньше внутреннего. Поэтому в определенный момент времени возмущение выходит
на границу r = 1 (рис. 6), где затухает после полного уничтожения внешнего потока.

Остановимся на составе мод. В случае начального возмущения (1.6) с m = n = 1

эта мода остается доминирующей и в последующие моменты времени, хотя появляются и
другие гармоники. Только в момент времени t > 900, когда выходит на стенку камеры,
начинает доминировать мода m = 1, n = 0, но в этом случае влияние стенки велико и
обычные представления о процессе пересоединения не применимы. Заметим, что вблизи
стенки температура плазмы падает, а ее сопротивление растет. В настоящей работе увели-
чение η при r → 1 не учитывается. Изучение пристеночных процессов выходит за рамки
настоящей работы.

В случае возмущения (1.6) с m = 1, n = 0 в начальный момент времени отлична от
нуля только эта гармоника. Однако к моменту t = 200 амплитуды гармоник m = 1, n = 0

и m = n = 1 близки друг другу (рис. 7). При t > 620 гармоника m = n = 1 становится
доминирующей и остается таковой до момента выхода возмущения на стенку (t ∼ 900).
После этого начинает преобладать гармоника m = 1, n = 0.

Аналогичный сценарий развития течения наблюдается и в случае, когда начальное
возмущение задано в одном узле расчетной сетки.

Доминирующее положение моды m = n = 1 объясняется следующим. Анализ одномер-
ной конфигурации показывает, что мода m = n = 1 в сравнении с другими неустойчивыми

модами имеет наибольший как внутренний
rmn∫

0

Hsdr, так и внешний
0∫

rmn

Hsdr магнитные по-

токи. В случае других мод либо оба, либо один из потоков оказывается малым. Поскольку
наличие потоков разных знаков является причиной развития тиринг-неустойчивости,
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Рис. 7. Распределение ωmn (состав винтовых мод для завихренности) в момент времени t = 200
и t = 670 в случае начального распределения с m = 1, n = 0.

мода m = n = 1 доминирует.

В заключение остановимся на точности получаемых расчетов. Представление о ней
можно составить по рис. 3, где приведена зависимость jm от времени в случае различ-
ных пространственных сеток. Из этого рисунка можно сделать вывод о сходимости и о
неплохой точности расчетов. Заметим, что jm является локальной величиной и содержит
вторые производные по пространству. Поэтому зависимость от сетки именно этой величи-
ны достаточно показательна. При проведении расчетов точность контролировалась также
по другим величинам.
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Заключение

Расчеты позволяют сделать следующее выводы.
1. Рразрушение токовой структуры, наблюдаемое в экспериментах, может быть объ-

яснено развитием тиринг-неустойчивости. Время развития неустойчивости, полученное в
расчетах (порядка нескольких микросекунд), совпадает с наблюдаемым в экспериментах
[12] временем разрушения тока.

2. Развитие тиринг-неустойчивости начинается уже на стадии пучка. При этом боль-
шую роль играет градиент проводимости плазмы, связанный с пучковой неустойчивостью.

2. Доминирует мода m = n = 1.
3. Поскольку внутренний магнитный поток меньше внешнего, в результате развития

тиринг-неустойчивости плазма может выбрасываться на стенку камеры. Возможно, этим
объясняются эффекты повреждения стенок, иногда наблюдаемые в экспериментах [12].
Дисбаланс магнитных потоков невелик. Поэтому тепловая энергия теряется далеко не
полностью. Тем не менее возникает задача оптимизации параметров установки для избе-
жания этих выбросов.

4. Решение задачи показало необходимость использования адаптивной сетки, которая
могла бы отслеживать положение области больших градиентов (токового слоя). Усовер-
шенствование алгоритма в этом направлении, а также его адаптация к использованию
параллельных компьютеров и создание редуцированной МГД-модели, учитывающей го-
фрировку магнитного поля, предполагается в будущем.
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