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∞
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√
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∞
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ä«å-÷-ò-ñ N ≤ 1/ε1
�+ä�ê
ë�ô
÷-ï¨ç�è�ì
÷-ûmñ

ê
òßã-ä�è�ò-÷-ìV2 ��ì�ð
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√
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= |(lN , ϕ)| + |(c, ϕ) − Σ̃N (ϕ)| ≤ ‖lN | X∗‖ · ‖ϕ | X‖ + |(c, ϕ) − Σ̃N(ϕ)|. ��Ü �
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n | x = (x1, x2, . . . , xn), 0 ≤ xj < 1, j = 1, 2, . . . , n} .

�@ø·ôÆõ
ï�ä«å-÷-ï���ã·ð
ø
ú
ì
ò-ð�ôÈè�æ-ð
ò-ó�ò|ê
ë
ò-ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷�ô
X = X(Q)

÷-ûmí-ï�ë
ï�ñ
W̃ m

2 (Q) ÿ ê
ë
ò-ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷-òÛ ò-í-òbè�ï�÷�ô���ò-í-ë�ôbþÂò-÷�ô
ð
ð
ò-ïßê
ï�ë
ì
ò�ç2ì
õ
ï�ä�ø
ì
ñsì ä�ï¨ç2ì
ð
ì
õ
ð
ò-ö ñ�ôbå-ë
ì
ú
ï�övê
ï�ë
ì
ò�ç2ò-÷���ã·ð
ø
ú
ì%é
ñsì ì%þ
L2(Q)

��ò-í-ò-í�3�ï�ð
ð
ûmï!ê
ë
ò-ì%þÂ÷-ò�ç2ð
ûmï!ø#ò
å-ò-ë
û87|÷-ê·è�ò
å-æßç2òÃê
ò-ë�é#ç2ø·ô
m
åbô
ø%îßï!ê
ë
ì
ð�ôÆç�è�ï«î�ôbåÝê
ë
òbù

ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷
ã
L2(Q)

#�ß�ò-ë
ñwãÝ÷
W̃ m

2 (Q)
þÆôÆç+ôÆç2ì
ñüê
ò-ä�ë
ï¨ç2ä«å-÷-ò-ñKä�è�ï¨ç�ã�243�ï�ó�òÝë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷�ô�½

∥∥ϕ | W̃ m
2 (Q)

∥∥ =

[∣∣
∫

Q

ϕ(x) dx
∣∣2 +

∫

Q

∑

|α|=m

m!

α!
|Dαϕ|2 dx

]1/2

< ∞.

àÚò-ë
ò���òoì%þÂ÷-ï�ä«å-ð
òV�·õ%å-òoê
ë
ò-ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷-ò Û ò-í-òbè�ï�÷�ô
W̃ m

2 (Q)
ê
ë
ì�ã-ä�è�ò-÷-ì
ì

m > n/2
÷bè�òÆîßï�ð
òoò-ó�ë�ôÈùð
ì
õ
ï�ð
ð
ûmñ�ò-í-ë�ôbþÂò-ñ|÷cê
ë
ò-ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷-ò

C(Q)
ð
ï�ê
ë
ï�ë
ûm÷-ð
û87ß÷hþÆô
ñsûmø·ô
ð
ì
ìßø%ã·í�ô

Q
��ã·ð
ø
ú
ì
ö^#H��òÆî�ù

ç2ï�ä«å-÷-ï�ð
ð
ò�ï¨ç2ì
ð
ì
õ
ð�ôbé���ã·ð
ø
ú
ì%éµê
ë
ì
ð�ôÆç�è�ï«îÃì%å
W̃ m

2 (Q)
�·ìÝï�ïÚð
ò-ë
ñ�ô!÷

W̃ m
2 (Q)

ë�ô
÷-ð�ô!ï¨ç2ì
ð
ì
ú
ï�#
â�ë
ò-ì%þÂ÷-òbè�æ-ð�ôbé ��ã·ð
ø
ú
ì%é

ϕ(x)
ì%þ

W̃ m
2 (Q)

ë�ôbþ«è2ô
ó�ô
ï«å-ä¹é|÷�ä�7�ò�ç�é�3�ì
ö
ä¹é|ê
òeð
ò-ë
ñsïjë�é#ç¼�!ã·ë
æ-ï
ϕ(x) =

∑

β∈Zn

cϕ[β]e−i2πβx,
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óØç2ï

βx =
n∑

j=1

βjxj.

��ï�ë
ï«þjø#ò � �B�jì
ú
ì
ï�ð%å-ûá�!ã·ë
æ-ï cϕ[β] � å-ò-ó�ò�ë�ôbþ«è�òÆîßï�ð
ì%éµð
ò-ë
ñ�ôâ��ã·ð
ø
ú
ì
ì ϕ(x)
÷

W̃ m
2 (Q)

÷-ûmë�ôÈùî�ô
ï«å-ä¹é�ê
ò-ä�ë
ï¨ç2ä«å-÷-ò-ñ9ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷�ô
∥∥ϕ | W̃ m

2 (Q)
∥∥2

= |cϕ[0]|2 +
∑

β 6=0

|2πβ|2m|cϕ[β]|2,

óØç2ï
|2πβ|2m = (2π)2m

(
n∑

j=1

β2
j

)m

.

Û è�ï¨ç2ò-÷�ôbå-ï�è�æ-ð
òV�%ç�è�é�ê
ë
ò-ì%þÂ÷-òbè�æ-ð
ò-ö ��ã·ð
ø
ú
ì
ì
ϕ(x)

ì%þ
W̃ m

2 (Q)
ì
ñsï�ï«åÃñsï�ä«å-òÃò-ú
ï�ð
ø·ô

sup
x∈Q

|ϕ(x)| ≤ A‖ϕ | W̃ m
2 (Q)‖, A =

{
1 +

∑

β 6=0

1

|2πβ|2m

}1/2

.

�@ä�ì·è�ã ã-ä�è�ò-÷-ì%é
m > n/2

ë�é#çü÷µç+ô
ð
ð
ò-ñÔê
ë
ï¨ç2ä«åbô
÷bè�ï�ð
ì
ì�ø#ò-ð
ä«åbô
ð%å-ûU÷bè�òÆîßï�ð
ì%é
A
þÆô
÷-ï¨ç2ò-ñsòä�7�ò�ç2ì%å-ä¹é^�­ô�þÂð�ô
ø�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷�ô�÷�ê
ë
ì
÷-ï¨ç2ï�ð
ð
ò-ö�ò-ú
ï�ð
ø#ïÚç2ò-ä«å-ì
ó�ô
ï«å-ä¹é`ð�ô*��ã·ð
ø
ú
ì
ì

ϕ0(x) = 1 +
∑

β 6=0

1

|2πβ|2m
e−i2πβx.

�ßôÈè�ï�ï��bç�è�éßþÆôÆç+ô
ð
ð
ò-ó�òjõ
ì
ä�è2ôÚã#þ«è�ò-÷
N
ã-ä�è�ò-÷-ì
ñsä¹éeë�ô
ä�ä�ñ�ôbå-ë
ì
÷�ôbå-æ!ð�ô���ã·ð
ø
ú
ì%é�7�ì%þ

W̃ m
2 (Q)ø%ã·í�ôbå
ã·ë
ð%ã�2��jò-ë
ñwãÆè�ãX�2ê
òbè�ã·õ�ô�243!ã�2cä¹é�ø·ô
ø�ê
ë�é
ñsò-ï�ê
ë
ò-ì%þÂ÷-ï¨ç2ï�ð
ì
ï

n
ø
÷�ôÆç2ë�ôbå
ã·ë
ð
û875�jò-ë
ñwãÆè

å-ë�ô
ê
ï�ú
ì
ö^�mê
ò-ä«å-ë
ò-ï�ð
ð
û879ç�è�éKò
å-ë
ï«þÂø#ò-÷
0 ≤ xj ≤ 1

�
j = 1, 2, . . . , n

#áâ�ë
ï¨ç2ê
òbè2ô
ó�ô
ï«å-ä¹é^�Ùõ%å-òø·ôbîßç+ôbé ì%þ»ø
÷�ôÆç2ë�ôbå
ã·ë
ð
û876�jò-ë
ñwãÆèü÷ � å-ò-ñ@ê
ë�é
ñsò-ñVê
ë
ò-ì%þÂ÷-ï¨ç2ï�ð
ì
ì�ì
ñsï�ï«å ð�ô|ä�÷-ò-ï�ñVò
å-ë
ï«þÂø#ïë�ô
÷-ð
ò-ñsï�ë
ð
ò-ï�ë�ô
ä�ê
ë
ï¨ç2ï�è�ï�ð
ì
ï`ã#þ«è�ò-÷ ä��ßô
ó�ò-ñ
h
�.óØç2ï

1/h ÿ ð�ôbå
ã·ë�ôÈè�æ-ð
ò-ï`õ
ì
ä�è�òV#äã�ä�ð
òV�.õ%å-ò
ê
ë
ì � å-ò-ñ Nhn = 1

�­ôµ÷-ï�äÂôÝä�ò-ò
å-÷-ï«å-ä«å-÷
ã�243�ï�ö ø%ã·í�ôbå
ã·ë
ð
ò-ö¼�jò-ë
ñwãÆè�ûVê
òbè�òÆîÃì%å-ï�è�æ-ð
ûVì�ç+ô�2hå
÷�ä«ã·ñsñsïÃï¨ç2ì
ð
ì
ú%ã"½ N∑

k=1

|ck| = |
N∑

k=1

ck| = 1
#ª¤�÷�ôÆç2ë�ôbå�ð
ò-ë
ñsû ä�ò-ò
å-÷-ï«å-ä«å-÷
ã�243�ï�ó�ò ñsð
ò-ó�ò-ñsï�ë
ð
ò-ö

�jò-ë
ñwãÆè�ï�å-ë�ô
ê
ï�ú
ì
ö	��ã·ð
ø
ú
ì
ò-ð�ôÈè2ôeê
ò-ó�ë
ï>��ð
ò-ä«å-ì
lN
÷-ûmë�ôbî�ô
ï«å-ä¹é�õ
ï�ë
ï«þY�ßô
ó

h
ë
ï>��ï«å-ø
ì�ã#þ«è�ò-÷�jò-ë
ñwãÆè�û äjê
ò-ñsò�3�æX2Ôë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷�ô

∥∥lN | W̃ m∗
2 (Q)

∥∥2
= h2m

∑

β 6=0

1

|2πβ|2m
= h2m(A2 − 1).

À ç2ï�ä�æ
A ÿ ã·ø·ôbþÆô
ð
ð�ôbé�÷-ûä��ïjø#ò-ð
ä«åbô
ð%åbôÃ÷bè�òÆîßï�ð
ì%é^#�wô
ø
ì
ñ ò-í-ë�ôbþÂò-ñ1�-÷oë�ô
ä�ä�ñ�ôbå-ë
ì
÷�ô
ï�ñsò-ñvä�è�ã·õ�ô
ïhê
ï�ë
ì
ò�ç2ì
õ
ï�ä�ø
ì�7Ýê
ë
ò-ä«å-ë�ô
ð
ä«å-÷ Û ò-í-òbè�ï�÷�ôjò-ú
ï�ð·ùø·ô � Ë � ê
ë
ì
ð
ì
ñ�ô
ï«åÃ÷-ì#ç
∣∣∣RF − ‖lN | W̃ m∗

2 (Q)‖
∣∣∣ ≤ 2NAε1

(
N∑

k=1

|ck| + 1

)
= 4NAε1

ê
ë
ì
N ≤ 1

ε1
. � t�ÆX�

åÚþeê
òbè�ã·õ
ï�ð
ð
û87 ÷-ûä��ïßé
÷-ð
û87�÷-ûmë�ôbîßï�ð
ì
ö|ç�è�é ð
ò-ë
ñsû ‖lN | W̃ m∗
2 (Q)‖ ì ø#ò-ð
ä«åbô
ð%å-û ÷bè�òbùîßï�ð
ì%é

A
þÆô
ø·è�2cõ�ô
ï�ñ1��õ%å-òeð
ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷-ò

4NAε1 ≤
1

2
‖lN | W̃ m∗

2 (Q)‖ � t Ë �
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� ø
÷-ì
÷�ôÈè�ï�ð%å-ð
òÃð
ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷
ã
8NAε1 ≤ hm(A2 − 1)1/2 = N−m/n(A2 − 1)1/2

ì·è�ì^��õ%å-ò�å-ò�îßïjäÂô
ñsò-ï��
N

m+n
n

√
A2

A2 − 1
≤ 1

8ε1
. � t Ü �

â�ë
ï�ò-í-ë�ôbþ�ã-ï�ñ9ò-ú
ï�ð
ø%ã � t Ü � ø�í-òbè�ï�ï�ãÂç2ò-í-ð
ò-ñwãµ÷-ì#ç�ãX# À ô
ñsï«å-ì
ñ1��õ%å-ò

A2 − 1 =
∑

β 6=0

1

|2πβ|2m
≥ 2n

(2π)2m

∞∑

k=1

1

k2m
=

n|B2m|
(2m)!

, � t É �

óØç2ï
B2m ÿ õ
ì
ä�è�ò%��ï�ë
ð%ãÆè
è�ì^#�â�ë
ì n = 1

÷ � t É � ì
ñsï�ï«åeñsï�ä«å-ò�å-ò-õ
ð
ò-ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷-òV#�¤jô
øµì%þÂ÷-ï�ä«å-ð
ò� ä�ñ1#£��ð�ô
ê
ë
ì
ñsï�ë^� � Ë��V�jò-ë
ñwãÆè2ô � v ¾ # t # t�ÆX���f� �
ä�ê
ë�ô
÷-ï¨ç�è�ì
÷�ô�ò-ú
ï�ð
ø·ô�ä�ð
ì%þ�ã
|B2m|
(2m)!

>
2

(2π)2m
.

ÝÚõ
ì%å-ûm÷�ôbé�ï�ï��2ô�åbô
ø%îßïjê
òbè�æ
þ�ã
é
ä�æÃä�ò-ò
å-ð
ò���ï�ð
ì%é
ñsì � t É � �
ê
òbè�ã·õ�ô
ï�ñ
A2

A2 − 1
= 1 +

1

A2 − 1
≤ 1 +

(2m)!

n|B2m|
≤ 1 +

(2π)2m

2n
≤ (2π)2m

n
.

â�ò-ä�è�ï¨ç2ð
ï�ïvð
ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷-òKì
ñsï�ï«å ñsï�ä«å-òK÷9ä�ì·è�ã ä�ê
ë�ô
÷-ï¨ç�è�ì
÷-ò-ó�ò9ê
ë
ì
m > n/2

ä�ò-ò
å-ð
ò���ï�ð
ì%é
2n < (2π)2m #V�wô
ø
ì
ñ�ò-í-ë�ôbþÂò-ñ1�
ð
ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷-ò � t Ü � í
ãÂç2ï«åeþÆô
÷-ï¨ç2ò-ñsò�÷-ûmê
òbè�ð
ï�ð
òV��ï�ä�è�ì

N
m+n

n
(2π)m

√
n

≤ 1

8ε1
⇐⇒ N ≤

( √
n

8ε1(2π)m

) n
m+n

.

ÝÚõ
ì%å-ûm÷�ôbé � ø
÷-ì
÷�ôÈè�ï�ð%å-ð
ò-ä«å-ævð
ï�ë�ô
÷-ï�ð
ä«å-÷ � t Ë � ì � t Ü � �sô|åbô
ø%îßï»ê
òbè�æ
þ�ã
é
ä�æ ò-ú
ï�ð
ø#ò-ö � t�ÆX� ��þÆôÈùø·è�2cõ�ô
ï�ñ1��õ%å-òÃê
ë
ì

N ≤ min

{
1

ε1

,

( √
n

8ε1(2π)m

) n
m+n

}
=

( √
n

8ε1(2π)m

) n
m+n

ä�ê
ë�ô
÷-ï¨ç�è�ì
÷�ô�ä�è�ï¨ç�ã�243ßôbéµç2÷
ã-ä«å-ò-ë
ò-ð
ð%é%é�ò-ú
ï�ð
ø·ô�½
1

2
‖lN | W̃ m∗

2 (Q)‖ ≤ RF ≤ 3

2
‖lN | W̃ m∗

2 (Q)‖.
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