
���������
	����
��	����������
��������	����
��� �������������! ��#"���$%	�������&('��� *)+�-,.��/�0�021

3547698;: <>=?69@?A?B @?69AC<EDC<>F9GH4
DI6J<>F96KDIB?AC<ML*N?BO3QPR<>STGH4 35U78V8 ∗

WYX#WYX[Z]\_^a`cb!d
egf*h�i�jlk�m�f.i�n+oqp9rsk
i�t+u�hsf.i�vxw�y-jqjqzcpJvxy|{qjqoq}�y�i�n+oqp~t+jqo�w�y�f.i�oqvxy-v]�c�!k
i#i�o*m

�-�������������*�l�����
�l�2���*���
�q�������������

�.�¡ £¢¥¤§¦©¨ª¤§«­¬¯®°�¡±c £«­²#®
³µ´¶®°·c¤g¸¹ £·­«º¤§¬©�¡«�»
¼
 �®§´.«­²# !«­²# ¹®°·½ £«­¬¯¸�¾¿�s¨�±_À
 £·!Á­¨�±cÁÂ¬¯Á[¼�·½®°¼
®¥Á½ ¹³�ÃÄ ²# ¹Á½ �Á­¨�±cÁ2¤§¼�¼
 �¤§·�Ål²�¬©¦¯ * ¹Á­«­¬©±a¤§«­¬©��ÆÇ¤��#®°·­±�®§´� £·­·½®°·�´È¨��#¸£«­¬¯®°�ª¤§¦¥´¶®°·�¦É¤§«­«­¬¯¸¹ *¸£¨�Àª¤§«­¨�·½ �´¶®°·­±_¨�¦É¤°Á�Ã
Ê5ËaÌ.ÍÎÌÐÏÒÑÒÌ
ÓxÔ-Õ§Ö-×
Ø
ØÚÙ%ÛªÜ�ÝsÔ
Ûª×
Þ
ß�àâácÖ-×
ãqÛ¥äâÖ§å2Þ
Ö-æçØ%èÂÖ-é§Þ
Ö-ê-Þ
ß�àgë
êsä�ë
Õ�Ô-é£ëçè¥Ý¥å+Ý¥ì�ÝaÖ-Ü!Ö-í
Õ§Þ
Ù#Õ[Þ
Ö-×
ãlßîáïÛªÞ
Ùªðí
Ø
Ö-Þ�Ý|ä2Ý�ñ
Ö-ò§×
Õ�ó�Þ
Ö-é�Ô-Ø¡Ù%ÛªÜ�ÝsÔ
Ûª×
Þ
Ö-æ�ácÖ-×
ãqÛ¥ä�ßKÖ
Ô-Þ
Ö-é§Ø%Ô-Õ�ä�ô-Þ
ÖÚÞ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-ò§ÖçÜ�Ý
Þ�Ý|à�Ö-ê�Ý�ñ
×
Ö-é�Ô-×�Ý
Þªðé�Ô-ê�Ý%õ%Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-ãqÛçñ
×
Ø
Þ�Ý¥å�ä�Õ�ö�ÝsÔ�ñ
Ö§å2ßÐÞ%Ô-Õ§ò§×�Ý|ä�ô-Þ
ßÐÕcáïÛªÞ
Ù
í
Ø
Ø�÷
øcÝ
ÙÚñ
×�Ý
ê-Øªä�Ö
õªñ
×
Ö-é�Ô-Ö-ò§Ö�ê-ßÐ×�Ýsö�Õ�ðÞ
Ø%ë�å�ä�ëúù�Ô-Ö-æ]Þ
Ö-×
ãlßJÞ
Õ�é�Û#û�Õ§é�Ô-ê
Û-Õ�Ô|õ�ØúÖ-Þ�Ýâì�Ý
é�Ô-Öâè¥Ý
ñ
Ø
é§ßÐê�Ý
Õ�Ô-é£ëüêÒê-Ø#å2Õ�Ü-Õ§é§Ù#Ö-Þ
Õ§ì
Þ
Ö-ò§Öµ×�ë#å+Ý%õìªä�Õ§Þ
ßKÙ#Ö
Ô-Ö-×
Ö-ò§ÖgÞ%ÛªãlÕ§×%Ûªý_Ô-é£ëÎÔ-Ö-ì
ÙªÝ
ãlØµÞ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-æ

n
ð­ãlÕ§×
Þ
Ö-æµ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø

M
Øâè¥Ý
ê-Ø
é£ë%ÔçÖ
Ôgã�Ý|ä�Ösðò§ÖÎñ�Ý
×�Ý
ãlÕ�Ô-×�Ý

h þ ó�Ý
ò�ÝÎ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
ØÿÛ#è�ä�Ö-ê¡Ù%ÛªÜ�ÝsÔ
Ûª×
Þ
Ö-æÿácÖ-×
ãqÛ¥ä�ß���÷��qÝ
ÙªÝsëüé§Ø%Ô
Û�Ý
í
Ø%ëxê-Ö
è°Þ
Ø
ÙªÝ
Õ�Ô|õÞ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ�ê�è¥Ý¥å+Ý¥ì
ÕcÖ-ÜgÖ-í
Õ§Þ
Ù#ÕaÞ
Ö-×
ãlß áïÛªÞ
Ù
í
Ø
Ö-Þ�Ý|ä2Ý�ñ
Ö-ò§×
Õ�ó�Þ
Ö-é�Ô-ØÎñ
×
Ö-é�Ô-Õ§æ%ó�ØªàÎ×
Õ�ó�Õ�Ô-ì�ÝsÔ-ß�àÙ%ÛªÜ�ÝsÔ
Ûª×
Þ
ß�à�ácÖ-×
ãqÛ¥ä�Þ�Ý ñ
×
Ö-é�Ô-×�Ý
Þ
é�Ô-ê�Ý|à�áïÛªÞ
Ù
í
Ø
æ�éqå2Ö-ãlØ
Þ
Ø
×%Ûªý_û�Õ§æ�ñ
×
Ö-Ø%è°ê-Ö§å2Þ
Ö-æ�÷��.ÔsÝ è¥Ý¥å+Ý¥ì�Ýê!Ö§å2Þ
Ö-ãÿØ%èÂê�Ý
×
Ø�Ý
Þ%Ô-Ö-ê!é§ê-Ö-Õ§æÚñ
Ö-é�ÔsÝ
Þ
Ö-ê-Ù
ØÚãlÖ¥ö�Õ�Ô�Ü-ßÇÔ-ô�é§ê-Õ¹å2Õ§Þ�Ý!ÙÚØ
é§é�ä�Õ¹å2Ö-ê�Ý
Þ
Ø
ýKÝ
é§Ø
ãlñ%Ô-Ö
Ô-Ø
Ù
Øñ
×
Ø
h → 0

é�Ûªãlãîê-Ø#å+Ý
∑

06=x∈M

1

(1 + |h−1x1|2)s . . . (1 + |h−1xn|2)s
, x = (x1, . . . , xn), s > 1/2 (∗)

þ é§ãÐ÷Éõ�Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ��	�
õ�

� õ�Ý�ÔsÝ
Ù%ö�ÕcêgÜ-Ösä�Õ§Õcñ
Ö§å2×
Ö-Ü-Þ
Ö-ã�Ø%è�ä�Ö¥ö�Õ§Þ
Ø
Ø�� ������÷��ïÖ�ù�Ô-Ö-æ�ñ
×
Ø
ì
Ø
Þ
ÕaØ%è§Ûªì
Õ�ðÞ
Ø
Õ!Ý
é§Ø
ãlñ%Ô-Ö
Ô-Ø
Ù
ØÎé�Ûªãlã
(∗) ØµØªàÒê-Ö
è°ãlÖ¥öçÞ
ß�àµÖ-Ü-Ö-Ü
û�Õ§Þ
Ø
æµØªä�Ø�ãlÖ§å2Ø
ácØ
ÙªÝ
í
Ø
æ�ñ
×
Õ¹å2é�ÔsÝ
êsä�ë
Õ�Ô-é£ëÝ
Ù%Ô
Û�Ý|ä�ô-Þ
ßÐãÐ÷

�ïÕ�ä�ô�Þ�Ý
é�Ô-Ö¥ë%û�Õ§æÒ×�Ý
Ü-Ö
Ô-ß��Jå+ÝsÔ-ô�ñ
×
Ö-é�Ô
Ûªý~ØçÛ°å2Ö-Ü-Þ%Ûªý å�ä�ëÚñ
×�Ý
Ù%Ô-Ø
ì
Õ§é§Ù#Ö-æÒ×
Õ°Ý|ä�Ø%è¥Ý
í
Ø
Øâé�à�Õ�ðãqÛ�Ö-í
Õ§Þ
Ù
Øgñ
Ö§å2Ö-Ü-Þ
ß�àgé�Ûªãlãüêaé�ä�Ûªì�Ý
Õ
õ#Ù#Ö-òºå+ÝcêcÙªÝ¥ì
Õ§é�Ô-ê-Õ
M
×�Ý
é§é§ã�ÝsÔ-×
Ø
ê�Ý
ý_Ô-é£ëçÔsÝ
ÙgÞ�Ýsè°ßÐê�Ý
Õ§ãlßÐÕÝ|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
Ø
Õâ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø�õlÙ#Ö-Þ
é�Ô-×%ÛªÙ
í
Ø%ë�Ù#Ö
Ô-Ö-×
ß�àxé§ê
ë%è¥Ý
Þ�Ý�éÚÞ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
ßÐãJñ
Ösä�Õ§ãJÝ|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ�ðé§Ù
Øªàµì
Ø
é§Õ�ä

K
é�Ô-Õ§ñ
Õ§Þ
Ø

n > 2
Þ�Ý¥åÎñ
Ösä�Õ§ãY×�Ý
í
Ø
Ö-Þ�Ý|ä�ô-Þ
ß�àµì
Ø
é§Õ�ä

Q
÷

������� Ì.ÍÎË�� � Ñ! ÂÌ#"%$aÏ!& Ì('�ËaÌ.ÍÎÌÐÏÒÑ*)
Ó(å2ê
ÛªãlÕ§×
Þ
Ö-ã é�ä�Ûªì�Ý
ÕgÙ#Ö-Þ
é�Ô-×%ÛªÙ
í
Ø
ý Ý|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
Øªàü×
Õ�ó�Õ�Ô-Ö-ÙüãlÖ¥öçÞ
ÖÒÖ-ñ
Ø
é°ÝsÔ-ôµêÒù�ä�Õ§ãlÕ§Þ%ÔsÝ
×ªðÞ
ß�àxÔ-Õ§×
ãlØ
Þ�Ý|à+÷#�ï×
Ø
ê-Õ¹å2Õ§ã9ñ
×
Ø
ãlÕ§×�ÔsÝ
Ù#Ö-æY×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø�õ�ñ
Ö-é�Ô-×
Ö-Õ§Þ
Þ
Ö-æYÞ�ÝúÖ-é§Þ
Ö-ê-ÕÒê-Õ�û�Õ§é�Ô-ê-Õ§Þ
Þ
Ö-ò§Ö

∗ +-,/.10123,541687
0/9�:
;<:�,57
=
>@?A>
:�,/:�BC014101DE7
0GF
FH;<=JILKM;�+N0JB<BC>
D�BCKM01O<0�?A01:MF�,�?APM:MF�,1QN;<:
23,39�R1:
6TSE>�B<BU9�;UFH014J,/:
>
DV O<=�,/:
2#WYX/Z/[�X
\C[�X1X1]J^/_J`Uab© c :�BC2/>
2/PM2L4168d
>�BU9�>
2/;C9�R1:
6TS�2/;CSe:
0/9�01O<>
D�f�>
.1>
=�BCKM01O<0#012<FH;C9�;<:
>egh+N0JB<BC>
D�BCKM01Di,/Ke,jFH;GQN>
>h:�,jPMKlk�^/X1X1m
a
n �



n 
 oqpGoqpsr�t3uNv�w
x

Ù
ê�Ý¥å2×�ÝsÔ-Ø
ì
Þ
Ö-ò§Ögñ
Ösä�ë
K = Q(

√
5)
÷

�ÂÛ-é�Ô-ô
Mφ

� ×
Õ�ó�Õ�Ô-ÙªÝgê�ñªä�Ö-é§Ù#Ö-é�Ô-Ø
R2 õ%ñ
Ösä�Ûªì�Ý
ý_û�Ýsë
é£ëµØ%èï×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø Z2 Ô-Ö-ì
Õ§ÙÒñªä�Ö-é§Ù#Ö-é�Ô-Øµéí
Õ�ä�Ö-ì
Ø
é�ä�Õ§Þ
Þ
ßÐãlØÎÙ#Ö-Ö-×
å2Ø
Þ�ÝsÔsÝ
ãlØ�ñ
Ö-ê-Ö-×
Ö
Ô-Ö-ãYÞ�Ý�Ûªò§Ösä

φ
õ#å�ä�ëµÙ#Ö
Ô-Ö-×
Ö-ò§Ögì
Ø
é�ä�Ö

θ = tg φ

ë
êsä�ë
Õ�Ô-é£ë�Ù
ê�Ý¥å2×�ÝsÔ-Ø
ì
Þ
Ö-æµØ
×
×�Ý
í
Ø
Ö-Þ�Ý|ä�ô-Þ
Ö-é�Ô-ô-ýJØ%è
K
õ
Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×

θ =
−1 +

√
5

2
.

yÇÝsè°Ø
éc×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø
Mφ

Ö-Ü-×�Ýsè§Ûªý_Ôçê-Õ§Ù%Ô-Ö-×
ß
b1 = (cos φ, sin φ), b2 = (− sin φ, cos φ).

zaä�ëÒñ
×
Ö-Ø%è°ê-Ösä�ô-Þ
Ö-æÒÔ-Ö-ì
Ù
Ø
(x, y) = mb1 + nb2 þ m, n ∈ Z

��×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø
Mφ

Ø
ãlÕ§Õ§ã
x = µ cos φ, y = µ′ sin φ, þ �
�

òºå2Õ
µ = m−nθ

õ
µ′ = m− nθ′ þ è�å2Õ§é§ô�ó!Ô-×
ØªàâÖ
è°Þ�Ý¥ì�Ý
Õ�Ô�ñ
Õ§×
Õ�à�Ö§åÎÙÚé§Ö-ñ
×�ë%ö�Õ§Þ
Þ
Ö-æâÙ
ê�Ý¥å2×�ÝsÔ-Ø
ì
Þ
Ö-æØ
×
×�Ý
í
Ø
Ö-Þ�Ý|ä�ô-Þ
Ö-é�Ô-Ø���÷�{ïØ
é�ä2Ý

µ = m − nθ, m, n ∈ Z,Ö-Ü-×�Ýsè§Ûªý_Ô Ù#Ösä�ô-í
Ö]í
Õ�ä�ß�àîì
Ø
é§Õ�ä
D
ñ
Ösä�ë

K þ Ô|÷�Õ
÷.ñ
×
Õ¹å2é�ÔsÝ
êsä�ë
ý_Ôÿé§Ö-Ü-Ö-æ�ê-é§Õ�í
Õ�ä�ßÐÕÎÝ|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Øªðì
Õ§é§Ù
Ø
Õ�ì
Ø
é�ä2Ý%õ�é§Ö§å2Õ§×�ö�Ýsû�Ø
Õ§é£ë]êâù�Ô-Ö-ã(ñ
Ösä�Õe��÷T�qÝ
Ù
Ø
ã Ö-Ü-×�Ýsè°Ö-ãÐõ+Ø
ãlÕ§Õ�Ô-é£ë]ê
è¥Ý
Ø
ãlÞ
Ösð­Ö§å2Þ
Ö
è°Þ�Ý¥ì
Þ
Ö-Õé§Ö-Ö
Ô-ê-Õ�Ô-é�Ô-ê-Ø
Õ!ãlÕ�ö�å�ÛÚÔ-Ö-ì
ÙªÝ
ãlØ
Mφ

ØÒì
Ø
é�ä2Ý
ãlØ�Ø%è
D
÷N�qÝ
ÙÒÙªÝ
Ù

|xy| = |µµ′| cos φ sin φ = |m2 + mn − n2| cos φ sinφ = c cos φ sin φ = c · 5−1/2,

òºå2Õ
c
� í
Õ�ä�Ö-ÕcÞ
Õ§Ö
Ô-×
Ø
í�ÝsÔ-Õ�ä�ô-Þ
Ö-Õ!ì
Ø
é�ä�Ö
õ�ê-é£ëÒ×
Õ�ó�Õ�Ô-ÙªÝ

Mφ þ è¥Ý�Ø
é§Ùªä�ý[ì
Õ§Þ
Ø
Õ§ãYÔ-Ö-ì
Ù
Ø (0, 0)
�.×�Ý
é�ðñ
Ösä2Ý
ò�Ý
Õ�Ô-é£ë�êgò§Ø
ñ
Õ§×
Ü-Ösä�Ø
ì
Õ§é§Ù
Øªà�é�ä�Ö¥ëªà

|xy| = c · 5−1/2, c = 1, 2, 3, . . . þ 
��
Ó�é§ÕcÔ-Ö-ì
Ù
Ø

(x, y)
×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø

Mφ
õ�Þ�Ý|à�Ö§å�ë%û�Ø
Õ§é£ëÎêgé�ä�Ö-Õ þ 
��¹õ�ê�Ô-Õ§×
ãlØ
Þ�Ý|à�ñ
×
Õ¹å2é�ÔsÝ
êsä�Õ§Þ
Ø%ë þ �
�ÇÖ-ñ
Øªðé§ßÐê�Ý
ý_Ô-é£ëµÛª×�Ý
ê-Þ
Õ§Þ
Ø
Õ§ã

|NK(µ)| = c,òºå2Õ
µ ∈ D

Ø
NK(ξ) = ξξ′

� ÔsÝ
Ù�Þ�Ýsè°ßÐê�Ý
Õ§ã�Ýsë�Þ
Ö-×
ã�Ý�ì
Ø
é�ä2Ý
ξ ∈ K

÷�|µÞ
Ö¥ö�Õ§é�Ô-ê-ÖÚ×
Õ�ó�Õ§Þ
Ø
æÎù�Ô-Ö-ò§ÖÛª×�Ý
ê-Þ
Õ§Þ
Ø%ëµÕ§é�Ô-ôçÖ-ÜH}*Õ¹å2Ø
Þ
Õ§Þ
Ø
ÕaÞ
Õ§é§Ù#Ösä�ô-Ù
Øªàµò§Õ§Ö-ãlÕ�Ô-×
Ø
ì
Õ§é§Ù
ØªàÎñ
×
Ö-ò§×
Õ§é§é§Ø
æÎê-Ø#å+Ý
µ = ±εkµ∗, k ∈ Z, þ �~�

òºå2Õ
ε =

1 +
√

5

2

þ ÔsÝ
ÙµÞ�Ýsè°ßÐê�Ý
Õ§ã�ÝsëµÖ-é§Þ
Ö-ê-Þ�ÝsëÒÕ¹å2Ø
Þ
Ø
í�ÝgÙ#Ösä�ô-í�Ý D
��õ�Ý�ì
Ø
é�ä2Ý

µ∗ ∈ D
Û°å2Ö-êsä�Õ�Ô-ê-Ö-×�ë
ý_ÔçÛ-é�ä�Ö-ê-Ø%ë
ã

|NK(µ∗)| = c, 1 6 µ∗ < ε.

�aÕ§ò§Ù#Ö�ê-Ø#å2Õ�Ô-ô
õ*ì%Ô-ÖµÔsÝ
Ù
Øªàüì
Ø
é§Õ�ä
µ∗

õ*Ýâè°Þ�Ý¥ì
Ø%Ô|õ�Ø]ñ
×
Ö-ò§×
Õ§é§é§Ø
æÿê-Ø#å+Ý þ �~�[é�Û#û�Õ§é�Ô-ê
Û-Õ�Ô¡ä�Ø%ó�ô�Ù#ÖsðÞ
Õ§ì
Þ
Ö-Õ þ Ü-ßÇÔ-ôçãlÖ¥ö�Õ�Ô|õ�×�Ý
ê-Þ
Ö-ÕïÞ%Û¥ä�ý��Çì
Ø
é�ä�Ö
õ�Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-Õcãlß Ö-Ü-Ö
è°Þ�Ý¥ì
Ø
ã Q(c) �
µ∗ = µj = µj(c), j = 1, . . . , Q(c).



�s���3��� w
� �3�N� u ���3� w~��w1��� � � � w1� � �Mu � w��G�Hu�tj��w
x�� � t<� ��� n �

�����3�l�j�~�~�
Q(c) 6= 0

�
µj(c) �~� � 1 6 c 6 20

c Q(c) µj = µj(c)� �
µ1 = 1  �
µ1 = 2θ¡ �
µ1 = 2 − θ¢ �
µ1 = 3 − 3θ�e� £
µ1 = −2 + 5θ ¤ µ2 = −1 + 4θ�/¥ �
µ1 = 4 − 4θ�/¢ £
µ1 = −2 + 7θ ¤ µ2 = 5 − 6θ£e¦ �
µ1 = 6 − 8θ

§ïÕ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
ßÐÕañ
×
Ø
ãlÕ§×
ß å+Ý
Þ
ß ê�ÔsÝ
Üsä�Ø
í
Õ
÷
�ï×
Ø
ê-Õ¹å2Õ§ã Þ
Õ§Ö-Ü°à�Ö§å2Ø
ãlßÐÕgå�ä�ë]å+Ý|ä�ô-Þ
Õ§æ%ó�Õ§ò§Ö¡Ø%è�ä�Ö¥ö�Õ§Þ
Ø%ë Ô-Õ§Ö-×
Õ�Ô-Ø
Ù#Ösð­ì
Ø
é�ä�Ö-ê-ßÐÕÒáaÝ
Ù%Ô-ß þ å2ÖsðÙªÝsè¥ÝsÔ-Õ�ä�ô-é�Ô-ê-ÖçãlÖ¥öçÞ
Ö�Þ�Ý
æ%Ô-Ø�õ�Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ�ê¨� ©H����÷-ªqë#å

∞∑

c=1

Q(c)

cs

é�à�Ö§å2Ø%Ô-é£ëÒê!ñ
Ösä�Ûªñªä�Ö-é§Ù#Ö-é�Ô-Ø!«­¬
s > 1

õ#òºå2Õ[Õ§ò§Ö!é�Ûªãlã�Ý!Õ§é�Ô-ô�Ý
Þ�Ý|ä�Ø%Ô-Ø
ì
Õ§é§ÙªÝsëâáïÛªÞ
Ù
í
Ø%ëÚñ�Ý
×�Ý
ãlÕ�Ô-×�Ý
s
õ�é§Ö-ê-ñ�Ý¥å+Ý
ý_û�Ýsë�écÔsÝ
ÙÎÞ�Ýsè°ßÐê�Ý
Õ§ãlÖ-æÒå�è°Õ�ÔsÝ|ð­áïÛªÞ
Ù
í
Ø
Õ§æ%z�Õ¹å2Õ§Ù
Ø
Þ#å+Ý

ζK(s)
ñ
Ösä�ë

K
÷2Ó(ì�Ý
é�Ô-Þ
Ö-é�Ô-Ø�õñ
×
Ø%«­¬

s > 1
Ø
ãlÕ§Õ§ã

−ζ ′
K
(s) =

∞∑

c=1

Q(c) ln c

cs
.

�ï×
Ø
Üsä�Ø%ö�Õ§Þ
Þ
ßÐÕ�è°Þ�Ý¥ì
Õ§Þ
Ø%ë]áïÛªÞ
Ù
í
Ø
æ
ζK(s)

Ø
λK(s) = −ζ ′

K
(s)/ζK(s)

ãlÖ¥öçÞ
ÖÒÞ�Ý
æ%Ô-Ø�õ�Ø
é§ñ
Ösä�ô
è§Û
ëé§ñ
Õ§í
Ø�Ý|ä�Ø%è°Ø
×
Ö-ê�Ý
Þ
Þ%Ûªý9é§Ø
é�Ô-Õ§ãqÛµÙ#Ö-ãlñ
ô-ý_Ô-Õ§×
Þ
Ö-æÎÝ|ä�ò§Õ§Ü-×
ß¯®�°i«­±<²�³5®´� µ
� ÷
ª�Õ�ó�Õ�Ô-Ù
ØYÔ-Ø
ñ�Ý

Mφ
ãlÖ-ò�Û#Ô]Ü-ßÇÔ-ô]ñ
Ö-é�Ô-×
Ö-Õ§Þ
ß êúñ
×
Ö-Ø%è°ê-Ösä�ô-Þ
Ö-ã

n
ð­ãlÕ§×
Þ
Ö-ã9é�ä�Ûªì�Ý
Õ
÷¶�ïÖ§å2×
Ö-ÜsðÞ
Ö-Õ[Ö-ñ
Ø
é°Ý
Þ
Ø
ÕÂØ%è�ä2Ý
ò�Ý
Õ§ãlÖ-æâÞ
Ø%ö�ÕÂÙ#Ö-Þ
é�Ô-×%ÛªÙ
í
Ø
Ø�õ�ÝcÔsÝ
Ù%ö�Õ å2Ö-ÙªÝsè¥ÝsÔ-Õ�ä�ô-é�Ô-ê-Ö�é§Ö§å2Õ§×�ö�Ýsû�Øªà�é£ëµê�Þ
Õ§æÛ#Ô-ê-Õ§×�ö�å2Õ§Þ
Ø
æÎé§ãÐ÷Éõ�Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ�ê%� ©%õ�ò�ä*÷�

� ÷

�ÂÛ-é�Ô-ô
K
� ñ
Ösä�Õ!Ý|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
ØªàÎì
Ø
é§Õ�äúé�Ô-Õ§ñ
Õ§Þ
Ø

n > 2
õ�Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-ÕÂå�ä�ë�ñ
×
Ö-é�Ô-Ö
Ô-ß ãlßKñ
×
Õ¹å�ðñ
Ösä�Ö¥öçØ
ã ê-ñ
Ösä�Þ
Õâê-Õ�û�Õ§é�Ô-ê-Õ§Þ
Þ
ßÐã þ Ô|÷�Õ
÷ K

Øÿê-é§ÕÒé§Ö-ñ
×�ë%ö�Õ§Þ
Þ
ßÐÕÒéâÞ
Ø
ãJñ
Ösä�ëxê-Õ�û�Õ§é�Ô-ê-Õ§Þ
Þ
ß���õ�Ø
D
� Õ§ò§Ö�Ù#Ösä�ô-í
Ö�í
Õ�ä�ß�àâì
Ø
é§Õ�ä*÷�·ÂÜ-Ö
è°Þ�Ý¥ì
Ø
ãxì
Õ§×
Õ�è

σi þ 1 6 i 6 n
�.Ø%è°Ö-ãlÖ-×
ácÞ
ßÐÕïêsä�Ö¥ö�Õ§Þ
Ø%ëâñ
Ösä�ë

K
êçñ
Ösä�Õaê-Õ�û�Õ§é�Ô-ê-Õ§Þ
Þ
ß�àúì
Ø
é§Õ�ä

R
÷�§ïÖ-×
ãlÖ-æ

NK(ξ)
ì
Ø
é�ä2Ý

ξ ∈ K
Þ�Ýsè°ßÐê�Ý
ý_Ôâñ
×
Ö-Ø%è°ê-Õ¹å2Õ§Þ
Ø
Õ�ê-é§Õ�àì
Ø
é§Õ�ä*õ�é§Ö-ñ
×�ë%ö�Õ§Þ
Þ
ß�àµé

ξ
õ%Ô|÷�Õ
÷

NK(ξ) =

n∏

i=1

σi(ξ).

¸ïãlÕ§Õ§ã
NK(ξ) ∈ Q ¹ Õ§é�ä�Ø µ ∈ D

õ§Ô-Ö
NK(µ) ∈ Z

÷
{ïØ
é�ä�Ö
ξ ∈ K

ãlÖ¥öçÞ
Ö Ø%è°Ö-Ü-×�Ýsè°Ø%Ô-ô_ê ñ
×
Ö-é�Ô-×�Ý
Þ
é�Ô-ê-Õ
Rn Ô-Ö-ì
Ù#Ö-æ x = (x1, . . . , xn)

õ�òºå2Õ
xi = σi(ξ), 1 6 i 6 n.

{ïØ
é�ä2Ý
µ ∈ D

ñ
×
Øµù�Ô-Ö-ãYØ%è°Ö-Ü-×�Ýsö�Ý
ý_Ô-é£ëÒÔ-Ö-ì
ÙªÝ
ãlØ�Þ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
Ö-æ
n
ð­ãlÕ§×
Þ
Ö-æµ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø

M
õ
ä�Õ�ö�Ýsû�Õ§æ

þ è¥Ý�Ø
é§Ùªä�ý[ì
Õ§Þ
Ø
Õ§ãîÔ-Ö-ì
Ù
Ø (0, . . . , 0)
��ê�é�ä�Ö¥ëªà

|x1 . . . xn| = c, c = 1, 2, 3, . . .øcÝsö�å2ßÐæ�ÔsÝ
Ù#Ö-æâé�ä�Ö-ægÔ-Ö-ì
Õ§ÙÚ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø
M
Ö-ñ
Ø
é§ßÐê�Ý
Õ�Ô-é£ëÚé§Ö-Ö
Ô-ê-Õ�Ô-é�Ô-ê
Ûªý_û�Ø
ãYÞ
Ö-×
ãlÕ§Þ
Þ
ßÐã Ûª×�Ý
ê-Þ
Õ�ðÞ
Ø
Õ§ã
|NK(µ)| = c,
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x

òºå2Õ
µ ∈ D

÷-¸Âè°ê-Õ§é�Ô-Þ
Ö
õ�ì%Ô-Öçê-é§ÕcÕ§ò§Ög×
Õ�ó�Õ§Þ
Ø%ëâå2Ö-ñ%Û-é§ÙªÝ
ý_ÔÚÖ§å2Þ
Ö
è°Þ�Ý¥ì
Þ
Ö-Õcñ
×
Õ¹å2é�ÔsÝ
êsä�Õ§Þ
Ø
Õ�ê�ê-Ø#å2Õ
µ = ±εk1

1 . . . εku

u µj, k = (k1, . . . , ku) ∈ Zu,

òºå2Õ {ε1, . . . , εu}
�EÞ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×�Ýsë�ácØ
Ù#é§Ø
×
Ö-ê�Ý
Þ
Þ�Ýsëxé§Ø
é�Ô-Õ§ã�ÝúÖ-é§Þ
Ö-ê-Þ
ß�àÿÕ¹å2Ø
Þ
Ø
íxÙ#Ösä�ô-í�Ý

D
õ�ì
Ø
é�ä�ÖÙ#Ö
Ô-Ö-×
ß�à

u = n − 1,Ý
µj = µj(c) ∈ D

�CÞ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
ßÐÕâácØ
Ù#é§Ø
×
Ö-ê�Ý
Þ
Þ
ßÐÕÚ×
Õ�ó�Õ§Þ
Ø%ë�õ
j = 1, . . . , Q(c)

÷��.Ô-ÖÎÛ#Ô-ê-Õ§×�ö�å2Õ�ðÞ
Ø
Õ�ä�Õ§ò§Ù#Ö¡ê-ßÇÔ-Õ§ÙªÝ
Õ�ÔúØ%èÚÙªä2Ý
é§é§Ø
ì
Õ§é§Ù#Ö-æÿÔ-Õ§Ö-×
Õ§ãlßºz�Ø
×
Øªà#ä�ÕÚÖ�é�Ô-×%ÛªÙ%Ô
Ûª×
ÕÒò§×%Ûªñ
ñ
ß Õ¹å2Ø
Þ
Ø
í þ Ô|÷�Õ
÷Ö-Ü-×�ÝsÔ-Ø
ãlß�àµù�ä�Õ§ãlÕ§Þ%Ô-Ö-êl�ÐÙ#Ösä�ô-í�Ý�í
Õ�ä�ß�àµì
Ø
é§Õ�äÎñ
×
Ö-Ø%è°ê-Ösä�ô-Þ
Ö-ò§Ögñ
Ösä�ë�Ý|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
Øªàµì
Ø
é§Õ�ä*÷
»q�½¼¯¾ ÌL¿À�ÂÁ�ÃÒÌÐÏ!ÄÒÑ Ë7ÍÎË5ÅÆ¿ Ì � Ï!Á�¿ '¶"¨ÅÆÇ¨�cÌ
zaä�ëÚØªä
ä�ý[é�Ô-×�Ý
í
Ø
ØÒé�à�Õ§ãlß(×�Ý
é§é§ãlÖ
Ô-×
Ø
ã�Ö§å2Ø
Þ�õ%ê!í
Õ�ä�Ö-ãÿÔ-Ø
ñ
Ø
ì
Þ
ßÐæ�õ
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�÷N�ÂÛ-é�Ô-ô�Þ�Ý
é[Ø
Þ%Ô-Õ§×
Õ�ðé�Û-Õ�ÔâÝ
é§Ø
ãlñ%Ô-Ö
Ô-Ø
ÙªÝgé�Ûªãlãlß

S(h, Mφ, s1, s2) =
∑

(0,0)6=(x,y)∈Mφ

1

(1 + |h−1x|s1)(1 + |h−1y|s2)

ñ
×
Ø
h → 0

÷-�ïÖ-ÙªÝsö�Õ§ãÐõ�ì%Ô-Ögñ
×
Ø
s2 > s1 > 1

é§ñ
×�Ý
ê-Õ¹å�ä�Ø
ê�Ý�Ö-í
Õ§Þ
ÙªÝ
S(h, Mφ, s1, s2) � h2s1 ,

Ý�Õ§é�ä�Ø
s2 = s1 > 1

õ%Ô-Ö
S(h, Mφ, s1, s2) = C∗h2s1(ln h−1 + O(1)),òºå2Õ

C∗ = 4
5s1/2

ln ε
ζK(s1). þ ©l�

z�Ö-ÙªÝsè¥ÝsÔ-Õ�ä�ô-é�Ô-ê-Öçù�Ô-Ö-ò§ÖgÛ#Ô-ê-Õ§×�ö�å2Õ§Þ
Ø%ë�×�Ýsè°Ü-Ø
ê�Ý
Õ�Ô-é£ë�Þ�Ý�Þ
Õ§é§Ù#Ösä�ô-Ù#Öçù�ÔsÝ
ñ
Ö-ê
÷
È �#$
 ~�ÊÉº ��~Ël�
���
��'����
��	�������&�Ì
Í�¸ïãlÕ§Õ§ã

S(h, Mφ, s1, s2) =
∑

06=µ∈D

1

(1 + |h−1µ cosφ|s1)(1 + |h−1µ′ sin φ|s2)
= 2

∞∑

c=1

Q(c)∑

j=1

∑

k∈Z

F (k),

òºå2Õ
F (t) =

1

(1 + zs1)(1 + (ω/z)s2)
, z = (h−1|µj| cosφ) εt, ω = h−2c · 5−1/2.

�ïÖsä�Ö¥öçØ
ã
Σ =

∑

k∈Z

F (k), I =

∫

R

F (t) dt,

Øµñ%Û-é�Ô-ô
δ = Σ − I

÷
È �#$
 /�Éº��"��#��,�$]�����
�#�HÎ�$%	�$�Ì
Ís·Âí
Õ§Þ
Ø
ã

I
õ
éºå2Õ�ä2Ý
ê�è¥Ý
ãlÕ§Þ%ÛÒñ
Õ§×
Õ§ãlÕ§Þ
Ö-æ

t → z �

I =
1

ln ε

∫

R+

1

(1 + zs1)(1 + (ω/z)s2)

dz

z
=

1

ln ε

∫

R+

zs2−1

(1 + zs1)(zs2 + ωs2)
dz.
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Ïlé�ä�Ø
s2 > s1 > 1

õ%Ô-Ö

I 6
1

ln ε

∫

R+

zs2−s1−1

zs2 + ωs2
dz = C1ω

−s1, C1 =
1

ln ε

π

s2 sin (πs1/s2)
.

Ïlé�ä�ØÒö�Õ
s2 = s1 > 1

õ%Ô-Ö

I =
1

ln ε

ln ω

ωs1 − 1
=

1

ln ε
ω−s1(ln ω + C2), 0 < C2 < 1.

È �#$
 ÑÐ�Éº��"��#��,�$] ����HÎ��lÒ]���2�-�
��Ì
Í8·Âí
Õ§Þ
Ø
ã
δ
õ�Ø
é§ñ
Ösä�ô
è§Û
ë�Þ
Õ§×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê-Ö

|δ| 6

∫

R

|F ′(t)| dt. þ µ��

¸ïãlÕ§Õ§ã
F ′(t) = − ln ε

(
s1z

s1

1 + zs1
− s2(ω/z)s2

1 + (ω/z)s2

)
F (t),Ö
Ô-Ù%Û°å+Ý

|F ′(t)| 6 C3F (t), C3 = (s1 + s2) ln ε.�ïÖ-ù�Ô-Ö-ãqÛâñ
×
Ø
s2 > s1 > 1

ñ
Ösä�Ûªì
Ø
ã
|δ| 6 C3I 6 C1C3ω

−s1.

Ïlé�ä�Ø
s2 = s1 > 1

õ%Ô-Ö
∫

R

|F ′(t)| dt =

= s1

∫

R+

|zs1 − (ω/z)s1|
[(1 + zs1)(1 + (ω/z)s1)]2

dz

z
6 2s1

∫

R+

(ω/z)s1

[(1 + zs1)(1 + (ω/z)s1)]2
dz

z
6

6 2s1

∫

R+

(ω/z)−s1

(1 + zs1)2

dz

z
= 2ω−s1.

Ó ä�Õ¹å2Ö-ê�ÝsÔ-Õ�ä�ô-Þ
Ö
õ
|δ| 6 2ω−s1.È �#$
 �ÔÑÉCÕ#$
,*	�ÖÚ�����
��	�������&�Ì
ÍT¸ïãlÕ§Õ§ã

ω−s1 = c−s1h2s1 · 5s1/2, ln ω = 2 ln h−1 + ln c − ln 5

2
.

�ï×
Ø
s2 > s1 > 1

ñ
Ösä�Ûªì�Ý
Õ§ã

S(h, Mφ, s1, s2) = 2

∞∑

c=1

Q(c)∑

j=1

(I + δ) 6

6 2(C1 + C1C3)
∞∑

c=1

Q(c)∑

j=1

ω−s1 = C4h
2s1 , C4 = 2C1(1 + C3)5

s1/2ζK(s1).
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�ï×
Ø
k = [t]

õ2òºå2Õ
t
Ö-ñ
×
Õ¹å2Õ�ä�ë
Õ�Ô-é£ë]Ø%è�×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê�Ý

z = ω
õ�é§Ö-Ö
Ô-ê-Õ�Ô-é�Ô-ê
Ûªý_û�Õ§Õgé�ä2Ý
ò�Ý
Õ§ãlÖ-Õ!é�Ûªãlãlß

ΣÜ
Û°å2Õ�Ô � ω−s1
õ�ñ
Ö-ù�Ô-Ö-ãqÛµñ
Ösä�Ûªì
Õ§Þ
Þ�Ýsë¡Ö-í
Õ§Þ
ÙªÝgë
êsä�ë
Õ�Ô-é£ë�Ô-Ö-ì
Þ
Ö-æÎñ
Öçñ
Ö-×�ë#å2Ù%Û-÷�Ïlé�ä�Ø

s2 = s1 > 1
õÔ-ÖgØ
ãlÕ§Õ§ã

S(h, Mφ, s1, s2) = 2

∞∑

c=1

Q(c)∑

j=1

(I + δ) = C∗h2s1(ln h−1 + C5),

òºå2ÕaÙ#Ö-Þ
é�ÔsÝ
Þ%ÔsÝ
C∗

Ö-ñ
×
Õ¹å2Õ�ä�Õ§Þ�Ýgê þ ©l�¹õ�Ýaå�ä�ë C5
é§ñ
×�Ý
ê-Õ¹å�ä�Ø
ê-Ögñ
×
Õ¹å2é�ÔsÝ
êsä�Õ§Þ
Ø
Õ

C5 =
λK(s1)

2
+ ∆,

−4 ln ε − ln 5

4
< ∆ <

2 + 4 ln ε − ln 5

4
.

Ø $
�ï�#��$
������Í¶zaä�ëâØ%è§Ûªì
Õ§Þ
Ø%ë�Ý
é§Ø
ãlñ%Ô-Ö
Ô-Ø
Ù
Ø�é�ÛªãlãxÔ-Ø
ñ�Ý
S(h, Mφ, s1, s2)

ãlÖ¥öçÞ
Ö�ñ
×
Ø
êsä�Õ§ÙªÝsÔ-ôØ�å2×%Ûªò§Ø
Õ¡ãlÕ�Ô-Ö§å2ßïõÇÞ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§× ãlÕ�Ô-Ö§å2ß Ô-Õ§Ö-×
Ø
ØYå2Ø
Ö-áaÝ
Þ%Ô-Ö-ê-ß�àîñ
×
Ø
Üsä�Ø%ö�Õ§Þ
Ø
æ�õÇØ
é§ñ
Ösä�ô
è§Ûªý_û�Ø
ÕÝ
ñ
ñ�Ý
×�ÝsÔgí
Õ§ñ
Þ
ß�àÚå2×
Ö-Ü-Õ§æÙ� �%õTÚh��ò�ä*÷���� ÷
ÛÆ����� Ñ!¿ Ì � Á�ÃÒÌÐÏ!ÄÒÑ Ë

n Ü ¿ Ì � Ï!Á�¿ '¶"¨ÅÆÇ¨�cÌ
�ï×
Õ¹å�ä�Ö¥ö�Õ§Þ
Þ�ÝsëKê-ßÇó�Õüé�à�Õ§ã�ÝîÖ-í
Õ§Þ
Ù
ØKé�Ûªãlã ñ
ÖîÝ|ä�ò§Õ§Ü-×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
Ø
ã ×
Õ�ó�Õ�Ô-ÙªÝ
ãMñ
×
Ø
ãlÕ§Þ
Ø
ã�ÝYØKê
n
ð­ãlÕ§×
Þ
Ö-ãJé�ä�Ûªì�Ý
Õ
õ�Ö§å2Þ�Ý
Ù#Ö
õqÙªÝ
Ù�é�ÔsÝ
Þ
Õ�Ôüê-Ø#å2Þ
ÖúØ%èµñ
×
Ø
ê-Ö§å2Ø
ãlÖ-ò§ÖÎå+Ý|ä�Õ§ÕÒñ
×
Ø
ãlÕ§×�Ý%õlÕ§Õâ×
Õ°Ý|ä�Ø%è¥Ý|ðí
Ø%ëÒÔ-Õ�à%Þ
Ø
ì
Õ§é§Ù
ØÎé�ä�Ö¥öçÞ
Õ§Õ
÷
�ÂÛ-é�Ô-ô

s1, . . . , sn
�Tñ
Ösä�Ö¥öçØ%Ô-Õ�ä�ô-Þ
ßÐÕaì
Ø
é�ä2Ý�Ø

s
�TØªàÒé§×
Õ¹å2Þ
Õ§Õ!ò�Ý
×
ãlÖ-Þ
Ø
ì
Õ§é§Ù#Ö-Õ �

s =
n

s−1
1 + . . . + s−1

n

.

�ïÖsä�Ö¥öçØ
ã
S(h, M, s1, . . . , sn) =

∑

06=x∈M

1

1 + |h−1x1|ns1 + . . . + |h−1xn|nsn
, þ × �

òºå2Õ
M
� Þ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×�ÝsëÒ×
Õ�ó�Õ�Ô-ÙªÝgê

Rn ÷N§ïÕ�Ô-×%Û°å2Þ
Ögñ
Ö-ÙªÝsè¥ÝsÔ-ô
õ
Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ
ì%Ô-Ö!å�ä�ë M = Zn Ø s > 1ù�Ô-Ö
Ôç×�ë#å¡é�à�Ö§å2Ø%Ô-é£ë�õ+ñ
×
Ø
ì
Õ§ã
S(h, Zn, s1, . . . , sn) � hns∗ñ
×
Ø

h → 0
õ�òºå2Õ

s∗ = min {s1, . . . , sn}
÷ Ó ä�Õ¹å�Ûªý_û�Ýsë]Ô-Õ§Ö-×
Õ§ã�ÝÒÖ-Ü-Ö-Ü
û�Ý
Õ�Ôµ×
Õ�è§Û¥ä�ô¥ÔsÝsÔ�×�Ý
Ü-Ö
Ô-ß�� × �Þ�Ý

n
ð­ãlÕ§×
Þ
ßÐæ�é�ä�Ûªì�Ý
æ�÷
���#��Î��#�ï$TÍ�Ý�Þlß1àEá

s > 1 â M ãºä�å1æqå àEç~è
é â�êHëeìjä è�í´èHîLïEèeð�ñ Rn ç ëjò á~ó ë ó åCò�ô�õ÷ö�â ß åCò Dñ�ø ëjò�ù�å ñ å ï å ß1àqñ å1ù-ù�ë
ú/ë ø ëjò ðûè ò�ú/å1ìjä è â-ö�å ß1ç â�õüö�â ß åCò K
ß1à å ø å1ù-â n ý�þ-ë
ú3ÿ è

S(h, M, s1, . . . , sn) � hns

ø ä�â h → 0 ý�qÝ
Ù
Ø
ã Ö-Ü-×�Ýsè°Ö-ãÐõ�ñ
Ö-é§Ù#Ösä�ô-Ù%Û
s > s∗ þ è¥ÝµØ
é§Ùªä�ý[ì
Õ§Þ
Ø
Õ§ã~é�ä�Ûªì�Ýsë s1 = . . . = sn

��õ2å�ä�ë Ý|ä�ò§Õ§Üsð×�Ý
Ø
ì
Õ§é§Ù
ØªàÎ×
Õ�ó�Õ�Ô-Ö-Ù
M
é�Ûªãlã�Ý þ × ��ÛªÜ-ßÐê�Ý
Õ�ÔâÙ�Þ%Û¥ä�ýJÜ-ßÐé�Ô-×
Õ§Õ
õ+ì
Õ§ã�å�ä�ë�é�ÔsÝ
Þ#å+Ý
×%Ô-Þ
Ö-æ¡×
Õ�ó�Õ�Ô-Ù
Ø

M = Zn ÷�ï×
Õ¹å2ê�Ý
×
Ø%Ô-Õ�ä�ô-Þ
Ö�å2Ö-ÙªÝsö�Õ§ãYÖ§å2Þ
Ö�ê-é§ñ
Ö-ãlÖ-ò�ÝsÔ-Õ�ä�ô-Þ
Ö-ÕaÛ#Ô-ê-Õ§×�ö�å2Õ§Þ
Ø
Õ
÷
���#�ï�ï$TÍ�� ù à åJú ä è ò

∫

R
u
+

1

w1 + . . . + wu +
∏u

l=1 w−αl

l

dw1 . . . dwu∏u
l=1 wl

ß õ�ëeÿ
â àqßjðüø ä�â*ò î ì
ô�õ ø ëjò�ë í â à åCò á ù-ô�õ α1, . . . , αu ý
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�]��,�$�Õ#$
�
��	��2�-�
'��sÍ­z�Ö-é�ÔsÝsÔ-Ö-ì
Þ
Öçå2Ö-ÙªÝsè¥ÝsÔ-ô
õ+ì%Ô-Ögå�ä�ë¡Þ
Õ§Ù#Ö
Ô-Ö-×
ß�à
η > 0

Ø
C > 0

êÚÙªÝsö�å2Ö-æØ%èaÖ-Üsä2Ý
é�Ô-Õ§æ�ê-Ø#å+Ý {(w1, . . . , wu) ∈ Ru
+ : w1 ≷ 1, . . . , wu ≷ 1} ê-ßÐñ
Ösä�Þ
Õ§Þ
ÖçÞ
Õ§×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê-Ö

w1 + . . . + wu +

u∏

l=1

w−αl

l > Cw±η
1 . . . w±η

u

þ Þ
Õ§×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê
Û wl > 1
é§Ö-Ö
Ô-ê-Õ�Ô-é�Ô-ê
Û-Õ�Ô�ãlÞ
Ö¥öçØ%Ô-Õ�ä�ô

w+η
l

êçñ
×
Ö-Ø%è°ê-Õ¹å2Õ§Þ
Ø
Ø¡é§ñ
×�Ý
ê�Ý%õ2ÝçÞ
Õ§×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê
Û
wl 6 1

�TãlÞ
Ö¥öçØ%Ô-Õ�ä�ô
w−η

l

��÷��ÂÛ-é�Ô-ô
õ�Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õ
w1 > 1

õ�÷§÷§÷§õ
wl > 1

õ
0 < wl+1 6 1

õ�÷§÷§÷§õ
0 < wu 6 1.

��Ö-òºå+Ý

w1 + . . . + wu +
u∏

l=1

w−αl

l > w1 + . . . + wl + (w1 . . . wl)
−α(wl+1 . . . wu)

−β >

> (w1 . . . wl)
γ + (w1 . . . wl)

−α(wl+1 . . . wu)
−β = xγ + x−αy−β,

òºå2Õ
α = max {α1, . . . , αl}

õ
β = min {αl+1, . . . , αu}

õ
γ = 1/l

õ
x = w1 . . . wl > 1, 0 < y = wl+1 . . . wu 6 1.

·Âé�ÔsÝ|ä�Ö-é§ô�ÛªÜ-Õ¹å2Ø%Ô-ô-é£ë�õ2ì%Ô-Ö
xγ + x−αy−β > Cxηy−η

ê�Ö-Üsä2Ý
é�Ô-Ø
x > 1

õ
0 < y 6 1

÷-ª�Ý
é§é§ãlÖ
Ô-×
Ø
ã áïÛªÞ
Ù
í
Ø
ý
f(x) = yηxγ−η + y−β+ηx−α−η .

¸ïãlÕ§Õ§ã
f(x) > f(x0)

õ�òºå2Õ
x0 =

(
α + η

γ − η

)1/(α+γ)

y−β/(α+γ).

�qÝ
ÙÒÙªÝ
Ù
f(x0) � yδ, δ = − βγ

α + γ
+ η

(
1 +

β

α + γ

)
,

Ô-Ö
f(x0) > C

ñ
×
Ø
0 < y 6 1

õ
Õ§é�ä�Ø
η
å2Ö-é�ÔsÝsÔ-Ö-ì
Þ
Öçã�Ý|ä�Ö
÷

�]��,�$�Õ#$
�
��	��2�-�
'��ü�
�#��Î��#�ï�!Í�¸ïãlÕ§Õ§ã
S(h, M, s1, . . . , sn) =

=
∑

06=µ∈D

1

1 + |h−1σ1(µ)|ns1 + . . . + |h−1σn(µ)|nsn
= 2

∞∑

c=1

Q(c)∑

j=1

∑

k∈Zu

F (k1, . . . , ku).

� å2Õ§é§ô

F (y1, . . . , yu) =
1

1 + zns1

1 + . . . + znsn
n

, zi = h−1|σi(µj)|
u∏

l=1

|σi(εl)|yl, 1 6 i 6 n.
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x

Ó�ê-Õ¹å2Õ§ãYÖ-Ü-Ö
è°Þ�Ý¥ì
Õ§Þ
Ø
Õ
ω =

n∏

i=1

zi = h−nc.

��Ö-òºå+Ý%õ
ê�ì�Ý
é�Ô-Þ
Ö-é�Ô-Ø�õ
zn = ω

u∏

l=1

z−1
l

þ Þ�Ý
ñ
Ö-ãlÞ
Ø
ãÐõ�ì%Ô-Ö u = n − 1
��÷-�ïÖsä�Ö¥öçØ
ã

Σ =
∑

k∈Zu

F (k1, . . . , ku), I =

∫

Ru

F (y1, . . . , yu) dy1 . . . dyu,

Øµñ%Û-é�Ô-ô
õ�ÙªÝ
ÙµØµê-ßÇó�Õ
õ
δ = Σ − I

÷
� ÷�·Âí
Õ§Þ
Ø
ãYØ
Þ%Ô-Õ§ò§×�Ý|ä

I
÷N�qÝ
ÙÒÙªÝ
Ù

∂zl

∂ym

= ρmlzl, ρml = ln |σl(εm)|,

å�ä�ëÒë
Ù#Ö-Ü-Ø�Ý
Þ�Ý
J
è¥Ý
ãlÕ§Þ
ßKñ
Õ§×
Õ§ãlÕ§Þ
Þ
ß�à

(y1, . . . , yu) → (z1, . . . , zu)
Ø
ãlÕ§Õ§ã

J = R
u∏

l=1

zl, R = | det (ρml)|.

Ó ä�Õ¹å2Ö-ê�ÝsÔ-Õ�ä�ô-Þ
Ö
õ

I = R−1

∫

R
u
+

1

1 + zns1

1 + . . . + znsu
u +

(
ω

∏u
l=1 z−1

l

)nsn

dz1 . . . dzu∏u
l=1 zl

6 R−1Ĩ ,

òºå2Õ
Ĩ =

∫

R
u
+

1

zns1

1 + . . . + znsu
u +

(
ω

∏u
l=1 z−1

l

)nsn

dz1 . . . dzu∏u
l=1 zl

.

�ïÖ-é�ä�Õïè¥Ý
ãlÕ§Þ
ß ñ
Õ§×
Õ§ãlÕ§Þ
Þ
ß�à
(z1, . . . , zu) → (w1, . . . , wu)

õ�òºå2Õ
wl = ω−sznsl

l , 1 6 l 6 u,

ñ
Ösä�Ûªì
Ø
ã
Ĩ = ω−s 1

nu
∏u

l=1 sl

∫

R
u
+

1

w1 + . . . + wu +
∏u

l=1 w
−sn/sl

l

dw1 . . . dwu∏u
l=1 wl

.

�ïÖ�ä�Õ§ãlãlÕcñ
Ö-é�ä�Õ¹å2Þ
Ø
æ�Ø
Þ%Ô-Õ§ò§×�Ý|äúé�à�Ö§å2Ø%Ô-é£ëÎØ�õ
ÔsÝ
Ù
Ø
ãîÖ-Ü-×�Ýsè°Ö-ãÐõ
é§ñ
×�Ý
ê-Õ¹å�ä�Ø
ê�Ý�Ö-í
Õ§Þ
ÙªÝ
I 6 C1ω

−s.

y[÷N·Âñ
Ø
×�Ýsë
é§ô!Þ�Ý!ãlÞ
Ö-ò§Ö-ãlÕ§×
Þ
ßÐæâÝ
Þ�Ý|ä�Ö-ò[Þ
Õ§×�Ý
ê-Õ§Þ
é�Ô-ê�Ý þ µ�� þ é§ãÐ÷Éõ#Þ�Ý
ñ
×
Ø
ãlÕ§×�õT� 

����õ#ãlÖ¥öçÞ
Ö!ñ
Ö-ÙªÝ|ðè¥ÝsÔ-ô
õ�ì%Ô-Ö
δ 6 C2I

÷ Ó ä�Õ¹å2Ö-ê�ÝsÔ-Õ�ä�ô-Þ
Ö
õ
Σ = I + δ 6 C3ω

−s.
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Ó[÷-�qÝ
ÙÒÙªÝ
Ù
ω−s = hnsc−s õ
Ô-Ö

S(h, M, s1, . . . , sn) 6 C3

∞∑

c=1

Q(c)c−shns = C4h
ns.

·Âé�ÔsÝ|ä�Ö-é§ôañ
Ö-ÙªÝsè¥ÝsÔ-ô
õ�ì%Ô-Öañ
Ösä�Ûªì
Õ§Þ
Þ�ÝsëçÖ-í
Õ§Þ
ÙªÝïë
êsä�ë
Õ�Ô-é£ë�Ô-Ö-ì
Þ
Ö-ægñ
Öañ
Ö-×�ë#å2Ù%Û-÷��.Ô-ÖcÔsÝ
Ù�õ#ñ
Ö-é§Ù#Ösä�ôsðÙ%Ûâé�Ûªãlã�Ý
Σ
é§Ö§å2Õ§×�öçØ%Ôçé�ä2Ý
ò�Ý
Õ§ãlÖ-Õ � ω−s ÷�z�Õ§æ
é�Ô-ê-Ø%Ô-Õ�ä�ô-Þ
Ö
õ2ñ%Û-é�Ô-ô y1

õ�÷§÷§÷§õ
yu
ÔsÝ
Ù#Ö-ê-ßïõ�ì%Ô-Ö

znsl

l = ωs, 1 6 l 6 u.

��Ö-òºå+Ý
F (y1, . . . , yu) � ω−s ØµãlÖ¥öçÞ
Ö�ê
è§ë%Ô-ô k1 = [y1]

õ�÷§÷§÷§õ
ku = [yu]

÷
Ó~è¥Ý
Ùªä�ý[ì
Õ§Þ
Ø
Õçñ
×
Ø
ê-Õ¹å2Õ§ã~Õ�û�ÕgÖ§å2Ø
Þüñ
×
Ø
ãlÕ§×]ÔsÝ
Ù#Ö-ò§Ö�×
Ö§å+ÝµÖ-í
Õ§Þ
Ù
Ø þ ×�Ý
é§ñ
×
Ö-é�Ô-×�Ý
Þ
Õ§Þ
Ø
ÕÚñ
×
ØªðãlÕ§×�Ý�Ø%èa×�Ýsè�å�÷�
�Þ�Ý

n
ð­ãlÕ§×
Þ
ßÐæµé�ä�Ûªì�Ý
æ�� �

∑

06=x∈M

1

(1 + |h−1x1|s1) . . . (1 + |h−1xn|sn)
� hns∗(ln h−1)v−1, h → 0,

òºå2Õ
s∗ = min {s1, . . . , sn} > 1

õ2Ý
v
� ì
Ø
é�ä�ÖçÞ
Ö-ãlÕ§×
Ö-ê

i
õ
å�ä�ë�Ù#Ö
Ô-Ö-×
ß�à

si = s∗
÷��ï×
Ø

v = n
ÛªÙªÝ|ðè¥Ý
Þ
Þ�ÝsëâÖ-í
Õ§Þ
ÙªÝcå2Ö-ñ%Û-é§ÙªÝ
Õ�Ô�Û#Ô-Ö-ì
Þ
Õ§Þ
Ø
Õ þ é§ãÐ÷
Ý
Þ�Ý|ä�Ö-ò§Ø
ì
Þ
ßÐæÒ×
Õ�è§Û¥ä�ô¥ÔsÝsÔçê*� 

� õ%é§ácÖ-×
ãqÛ¥ä�Ø
×
Ö-ê�Ý
Þ
Þ
ßÐæå�ä�ëµé�Ûªãlãlß

(∗) ��÷ � Ý�Þ
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