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ë	�
σ(t)

(Ïë%ò�õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó ú�
 è�ë^÷ ë
ê%í-é¹î¹ç�âÅï�ð-ê
ÿ�÷ ú ç�â
ó-ê
é¹ê
ë	�Ëó-ë#ã+â¨&�p%()��ªfâ
ü�ëHç
éöù�é¹ê
ë%ìü�é½ã�ï�é¹ê
ê
å ë%ò¤ü�é¹ê%ì 
 í-õrìHó-åªó-ç
é¹ü�é¹ê
ëHë ã2å-ñ ú õ¹û^â 
 í¶÷�å-ç
å
ù�ë
é�ñ
ç
ë
æ|ï�ë%øÌé¹ê
ë%ìÝó-ë#ã+â ts−1Q(ta)
ñ
ç
ë

0 < a < 1
��î¾ã2é

Q(t) ý ê
é¹û#å
í-å-ç
ÿ��Ýü�ê
å-î¹å-ä^ï�é¹ê�� ¤ â
û^â|ìàõ¹ë%í ú â��
ë%ì ÷#â
ç�â
û%í-é¹ç
ê�â�ã�ï�ì¶ã�ï�ë%í-éwï�ð-ê
ÿ�÷ñ
ç
å%�
é¹õ¹õ¹å-ó!ã2é�
�å-ç
ü�ë
ç
å-ó�â
ê
ë%ìÑ� ¡��	¢������Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë%ì¶í|â
û
ë^÷�
 ú ê
û	�
ë	�àë
ü�é 
 í¢ó-ë#ã p−sR(p−a),
î¾ã2é

R(x) ý ü�ê
å-î¹å-ä^ï�é¹êàí-å%� øÌéjõöí-é¹ñ
é¹ê
ë��2ä%í-å¢ë
Q(x)

�
��å-ç
ü�âÅï�ð-ê
å ã�ï�ìÉå-æ-ç�â|è�é¹ê
ë%ìuë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë	�Éí|â
û#å-î¹åËó-ë#ã+âÝü�å øªê
åÝë
õ¹ñ
å|ï�ð
ò¤å-ó�â|í-ðËó-ÿfù�é¹å-ñ
ë �õ¤â
ê
ê
ÿcéM
�å-ç
ü ú ï�ÿ å-æ-ç�â|è�é¹ê
ë%ì ê�â
ë
ó-ÿcõöù�é���õöí-é¹ñ
é¹ê
ë�í-å-ä
ê
å-õöí-ë���ñ
å|ï2â
îwâ|ì���ä%í-å a ≈ 1

�
Ò ã2ç
å

K
ã2å|ï�øªê
åtë
ü�éöí-ð ë
ê%í-é¹î¹ç
ë
ç ú é¹ü ú�
 å-õ¹å-æ-é¹ê
ê
å-õöí-ðpóËí-å-ä
û#é

t = 0
� ¡7���ÔÓ�â|è�é�ó-õ¹é¹î¹å ó

û^â ä
é¹õöí-ó-é²í|â
û#å-ó-å-î¹å¢æ-é¹ç ú íÌã2ç
å-æ-ê
å �R� û#õ¹ñ
å-ê
é¹ê	�
ë�âÅï�ð-ê ú�
 
 ú ê
û	�
ë 
  �â
æ-å
í-ê
å-ó�â�� ¡7�

§
α(β, t) = tα

∞
∑

k=0

(βt1+α)k

Γ((1 + α)(1 + k))
, −1 < α ≤ 0.

&�q�(

ª�ñ
å-õ¹å-æ²å-ñ
ç
é½ã2éwï�é¹ê
ë%ìªñ�â
ç�â
ü�éöí-ç
å-ójã2ç
å-æ-ê
å �R� û#õ¹ñ
å-ê
é¹ê	�
ë�âÅï�ð-ê
å%�!
 ú ê
û	�
ë
ëªñ
å²ë%ò¤ü�é¹ç
é¹ê
ê
å%�!
 ú ê
û ��
ë
ë ñ
å|ï�ò ú ä
é¹õöí-ëÝå-ñ
ë
õ¤â
ê ó�ç�â
æ-å
í-é!� ¢�����jê%í-é¹î¹ç�âÅï å
í � í-å-î¹å!ì#ã2ç�â!ñ
å!ñ
å|ï ú å-õ¹ë t ≥ 0
ã2å|ï�øÌé¹ê¶æ-ÿfí-ð�û#å-ê
é¹ä
ê
ÿcü���ã�ï�ì¶ä
é¹î¹å�ê
é¹å-æ¤÷�å¹ã2ë
ü�å

β < 0.
�jé ú ü�âÅï�ì%ìtå-æ
è�ê
å-õöí-ë��¦ã+âÅï�é¹é¢õ¹ä
ë%í|â
é¹ü���ä%í-å β = −1,

ëtñ ú õöí-ðÝõ¹ë
ü�ó-å|ï©§
α(t)

å
ò¤ê�â ä�â
éöí
§

α(−1, t)
�
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�uê�â
õwï�é½ã2õöí-ó-é¹ê
ê
å%�¶ü�éw÷#â
ê
ë
û#éÏí-ó-é¹ç
ã2å-î¹å²í-éwï2â�ê�â
ç�ì#ã ú õ�
 ú ê
û	�
ë
é��¨&�q�(�ù�ë
ç
å-û#å!ë
õ¹ñ
å|ï�ð
ò ú éöí-õrìë�ë
ê%í-é¹î¹ç�âÅïtå
íªê
é¹é!õ²ñ
é¹ç
é¹ü�é¹ê
ê
ÿcü ó-é¹ç-÷%ê
ë
ü ñ
ç
é½ã2éwï�å-üÅ� ¡��·®����$�²ï�ì å-æ|ï�é¹î¹ä
é¹ê
ë%ìÝë
õ¹ñ
å|ï�ð
ò¤å-ó�â
ê
ë%ì
� í-ë^÷ ó-éwï�ë
ä
ë
ê�õ¹å-õöí|â
ó|ï�é¹ê
ÿ í|â
æ|ï�ë	�
ÿÖ
 ú ê
û	�
ë	�×� ¡���®��

F1(α, x) = t−α §
α(t), F2(α, x) = t−α−1

t
∫

0

§
α(τ) dτ, x = tα+1.

£ ã2ê�â
û#åËñ
ç
ë�ç
éöù�é¹ê
ë
ë û#å-ê
û
ç
éöí-ê
ÿ�÷�ò â ã+â ä�ê
é¹å-æ¤÷�å¹ã2ë
ü�å óËñ�â
ümì%í-ðtó-ÿcä
ë
õwï�ë%í-éwï�ð-ê
å%�Zü�â|ù�ë
ê
ÿ
ó-ó-å¹ã2ë%í-ð¢ä�â
õöí-ë � í-ë^÷ í|â
æ|ï�ë	����õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó ú�
 è�ë
éÌê�â��#ã2é¹ê
ê
ÿcü ñ�â
ç�â
ü�éöí-ç�â
ü*§

α ý 
 ú ê
û	�
ë	����û#å �í-å-ç
ÿcé ûÉí-å-ü ú øÌé¶ò â
ç�â
ê
é¹éàê
éàë%ò¤ó-é¹õöí-ê
ÿ_ë�å-ñ
ç
é½ã2éwï�ì 
 í-õrìZóËñ
ç
å%�
é¹õ¹õ¹é ç
éöù�é¹ê
ë%ì�ò â ã+â ä
ëÖ& ëuóë%í-å-î¹éÏí|â
û#å-ó-ÿ�÷¶ó²í|â
æ|ï�ë	�
éÒü�å øÌéöí�ê
éÏå-û^â|ò â|í-ð-õrì·()� � ç
ëªë%ò¤ü�é¹ê
é¹ê
ë
ë ñ�â
ç�â
ü�éöí-ç
å-ó�ñ
ç
ë^÷�å¹ã2ë%í-õrì � í úç�â
æ-å
í ú ñ
ç
å¹ã2éwï�ÿcó�â|í-ð¢ò â
ê
å-ó-å	�
ä%í-åªê
é ú ã2å-æ-ê
å�ë õ¹å-ñ
ç�ì%øÌé¹ê
å¢õ�ó-ê
é¹õ¹é¹ê
ë
é¹ü å
ù�ë
æ-å-û���Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë%ìàñ
å�ô!â
ñ^ï2â
õ ú 
 ú ê
û	�
ë
ë¨§
α(t)

ë ë
ê%í-é¹î¹ç�âÅï2â¢å
í¢ê
é¹é²ç�â
ó-ê
ÿ(õ¹å-å
í-ó-éöí-õöí-ó-é¹ê
ê
å
1

pa + 1
,

1

p(pa + 1)
, a = 1 + α.

� ç
ë
ü�é¹ê
é¹ê
ë
éÏó-ÿfù�é¹å-ñ
ë
õ¤â
ê
ê
ÿ�÷!�j�D�Mª ¤ ã�ï�ì�å-æ-ç�â|è�é¹ê
ë%ì�í|â
û
ë^÷�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë	�¢æ ú ã2éöíÒã+â
ó�â|í-ð÷�å-ç
å
ù�ë
é�ç
éöò ú ï�ð í|â|í-ÿ(ã�ï�ì¶ò¤ê�â ä
é¹ê
ë	� ñ�â
ç�â
ü�éöí-ç�â a
�
æ|ï�ë%ò¤û
ë^÷àû é½ã2ë
ê
ë	�
é���å¹ã2ê�â
û#å�ñ
ç
ë ú ü�é¹ê
ð
ù�é �ê
ë
ë

a
ñ
å-î¹ç
éöù�ê
å-õöí-ðªü�éöí-å¹ã+â¢æ ú ã2éöíªó-å
ò¤ç�â
õöí|â|í-ð	��²ï�ì ú õöí-ç�â
ê
é¹ê
ë%ì � í-å-î¹å ê
é½ã2å-õöí|â|í-û^â õwï�é½ã ú éöí ë
õ¹ñ
å|ï�ð
ò¤å-ó�â|í-ð(å-æ-å-æ
è�é¹ê
ê
ÿcéuû
ó�â ã2ç�â|í ú ç
ê
ÿcé
�å-ç
ü ú ï�ÿ ê�â
ë
ó-ÿcõöù�é���õöí-é¹ñ
é¹ê
ë�í-å-ä
ê
å-õöí-ëÏ&�£+�j�D�Mª ¤ (fó-ë#ã+â

1

2πi

c+i∞
∫

c−i∞

epp−sϕ(p) dp ≈

n
∑

k=1

Akϕ(pk),
&�Ê%(

í-å-ä
ê
ÿcé�ã�ï�ì4
 ú ê
û	�
ë	� ϕ(p) = p−aj
�
j = 0, 1, . . . , 2n−1

�¤ë^ï�ëaã�ï�ì�å-ç
ë
î¹ë
ê�âÅï�å-ó ó-ë#ã+â
ts−1Q2n−1(t

a)
�

¤ â
û
ë
é4
�å-ç
ü ú ï�ÿ ó-ó-é½ã2é¹ê
ÿ ó�ç�â
æ-å
í-é�� p7�*ë ñ
å¹ã2ç
å-æ-ê
å�ë
õ¹õwï�é½ã2å-ó�â
ê
ÿ ó�õöí|â|í-ð-é?� q����� õöí|â|í-ð-é!� q��+ã2å-û^â|ò â
ê�â
���#�·Ø��#�j$ ��ÙgÚ Û$ÜÑÝ Þ7ß)Þ!à�Ý Þeá7âÖãÔÞFälå+æ7Û·çÑè2é;ê?á7â�Û·ç�Ý Þeà�ë�ç�ì0Û$Ü×ãíæ�ë�î�ï�ð�ñ

ϕ(p) = p−aj ò j =
0, 1, . . . , 2n − 1 ò ë·ó�Þeá�ô·Þeì7ð�å4Þ�ð�ì�Þ7õ0ÝDç�Ý Þeà�ë·Þ�ö�âí÷·ÞZÛ·ë·ó0ë�ð·ó4ì�ö�æ�ô¨ælõBÛgÞ7ö�ð�ñgøù ãÔÞFälå+æ7Û·ç¨è2é;ê ù ð�ë�Ý óRä·÷·ÞZÛ$Ü�ï�ð·Þeë�ë�çeÜ$ú

ù ÷·Þ7õ0ÝiägÞ7ó0ë�ë�âíñ¨÷·ÞDæ�û�Û·çeå�ãÔÞFälå+æ7Û·âÅè2é;êLå+ë·Þ7ß)Þeà�Ûgó0ë

ωn(x) =

n
∏

k=1

(

x − p−a
k

)

æ�ì�Þ7ö�Ûgó0Ý ö�ÞFä$Ü·ó0ÝüælõBÛgÞ7ö�ð�Ü�å
c+i∞
∫

c−i∞

epp−sωn(p
−a)p−am dp = 0, m = 0, 1, . . . , n − 1.

��å-û^â|ò â
ê
å!� q����-ä%í-å²í|â
û#å%�ªü�ê
å-î¹å-ä^ï�é¹ê¢õ ú è�é¹õöí-ó ú éöí�ë¢å-ñ
ç
é½ã2éwï�ì
éöí-õrì å¹ã2ê
å
ò¤ê�â ä
ê
å	�#â�é¹î¹å²û#å-ç
ê
ë��í7��é�� ú òöï�ÿ¥£+�j�D�Mª ¤ � ú ã2å-ó|ï�éöí-ó-å-ç�ì 
 íËê
é¹ç�â
ó-é¹ê
õöí-ó�â
üý��� (p a
k) > 0

�
k = 1, 2, . . . , n

�@£aí-ü�éöí-ë
ü��
ä%í-å ú òöï�ÿZë�û#å � 
4
�ë	�
ë
é¹ê%í-ÿ­
�å-ç
ü ú ï�ÿ¬&�Ê%(�õ ú í-ð²û#å-ü�ñ^ï�é¹û#õ¹ê
ÿcéÏä
ë
õwï2â$��§.í-ë�
�å-ç
ü ú ï�ÿ�å-û^â|ò âÅï�ë
õ¹ðó-é¹õ¹ð-ü�â � 
4
�é¹û%í-ë
ó-ê
ÿcü�ëÝñ
ç
ë ç
éöù�é¹ê
ë
ë�ò â ã+â ä ï�ë
ê
é��
ê
å%� ó
ì%ò¤û#å ú ñ
ç ú î¹å-õöí-ë¦� ¢����
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��ç ú î¹å%� õ¹ñ
å-õ¹å-æ�ñ
å-õöí-ç
å-é¹ê
ë%ì�ñ
ç
ë
æ|ï�ë%øÌé¹ê
ê
ÿ�÷ ü�éöí-å¹ã2å-ó¢å-æ-ç�â|è�é¹ê
ë%ìàñ
ç
é¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
ê
ë%ì ô!â
ñ^ï2â �õ¤â¶õ¹å-õöí-å-ë%í ó¢ã2é�
�å-ç
ü�â��
ë
ëËû#å-ê%í ú ç�âàë
ê%í-é¹î¹ç
ë
ç
å-ó�â
ê
ë%ìtó?
�å-ç
ü ú ï�éÌå-æ-ç�â|è�é¹ê
ë%ìËñ
ç
ëHê
é¹û#å
í-å-ç
ÿ�÷ñ
ç
é½ã2ñ
å|ï�å øÌé¹ê
ë%ì^÷ å�ñ
å-ó-é½ã2é¹ê
ë
ë�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë%ì��
� ç
ë
ó-é½ã2é¹ê
ê
ÿcépó-ÿfù�é ñ
ç
é¹å-æ-ç�â|ò¤å-ó�â
ê
ë%ì ô!â
ñ^ï2â
õ¤â©
 ú ê
û	�
ë
ëÅ§

α(t)
ë ë
ê%í-é¹î¹ç�âÅï2âZå
í ê
é¹étê
é

ë
ü�é 
 íªå-õ¹å-æ-é¹ê
ê
å-õöí-é���ê�â�û#å-ü�ñ^ï�é¹û#õ¹ê
å%��ñ^ï�å-õ¹û#å-õöí-ë C \ R−

õ�ç�â|ò¤ç
éöò¤å-ü óÅã2å|ï�ð�ñ
å|ï ú ñ
ç�ì
ü�å%�

R− = {p ∈ C : ÿ�� (p) = 0,
���

(p) ≤ 0}.

��â|ù�ë ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë%ì
F (p)


²â
û%í-ë
ä
é¹õ¹û
ë�ò â
ó-ë
õrì%íªå
í
pa,

í7��é��
F (p) = Φ1(p

a).��ó-é½ã2é¹üZó¢ç�â
õ¹õ¹ü�å
í-ç
é¹ê
ë
éL
 ú ê
û	�
ë
ë

F±(t) = Φ1(t
a exp(±iaπ)), t > 0.

£Òä
é¹ó-ë#ã2ê
å	�
F+(t) = F−(t)

ó¢õ¹ë^ï ú ó-éöè�é¹õöí-ó-é¹ê
ê
å-õöí-ë¨
 ú ê
û	�
ë
ë � å-ç
ë
î¹ë
ê�âÅï2â$���å-õ¹ñ
å|ï�ð
ò ú é¹ü�õrìÝñ
å|ï ú ä
é¹ê
ê
ÿcü ó�ç�â
æ-å
í-é!� Ê7��õwï�é½ã ú�
 è�ë
ü ç
éöò ú ï�ð í|â|í-å-ü�����#�·Ø��#�j$p/�Ù��Mælõ0Ý���ö�âí÷·ÞZÛ·ë·ó0ë�â­ælõBÛgÞ7ö�ð�Ügø
&��+(

F (p) = o
&B�7( ÷�ä·ð

|p| → ∞ ò F (p) = o(|p|−1)
÷�ä·ð

|p| → 0
älç%ö�ë·Þ2å4óRä·ë·Þ�öLÛ	��á�Þ2åËõ�ó0î�Ý ÞFägó

| arg p| < π − η ò π > η > 0
ú

&�Ð�( õ0æ�
 ó�õ0Ý ö�æló0Ý
ε > 0

ÝDç�îlÞ7ó ò à�Ý Þuì0Û$Ü­Û	��á�Þ7ß)Þ ϕ ò æ�ì�Þ7ö�Ûgó0Ý ö�ÞFä$Ü��

 ó�ß)ÞÏë·óRälç%ö�ó0ë·õ0Ý ö�æ
π − ε < ϕ ≤ π,

õ0÷�älç%ö�ó0ì0Û·ð·ö�â*õ�Þ7ÞeÝDë·Þ�� ó0ë�ð�Ü
F (r exp(±iϕ))

1 + r
∈ L1(R+), |F (r exp(±iϕ))| ≤ α(r),

ß2ì�ó
α(r)

ë·ó+û�ç%ö�ð·õ0ð�Ý#ÞeÝ
ϕ
ð

α(r) exp(−δr) ∈ L1(R+)
ì0Û$Ü�Û	��á�Þ7ß)Þ

δ > 0 ��� Þ7ß2ì7ç

f(x) = (L−1F )(x) =
1

π

∞
∫

0

e−xt ÿ�� F−(t) dt.
&�Õ�(

� ú õöí-ð F (p) = 1/(pa + 1)
�%í-å-î¾ã+â

ÿ�� F−(t) = ÿ�� 1

ta exp(−iπa) + 1
=

ta sin πa

1 + 2ta cos πa + t2a
,

í|â
û ä%í-åªó-ÿcñ
å|ï�ê
é¹ê
ÿ ó-õ¹é ú õwï�å-ó-ë%ìàí-é¹å-ç
é¹ü�ÿÅ¡Ìë�
�å-ç
ü ú ï2â'&�Õ�(�ã+â
éöí

§
α(x) =

sin πa

π

∞
∫

0

e−xt ta dt

1 + 2ta cos πa + t2a
=

= xa−1 sin πa

π

∞
∫

0

zae−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
.

&�þ�(

� ç
ë
x → 0

ñ
å-õwï�é½ã2ê
ë	��ë
ê%í-é¹î¹ç�âÅï�óD&�þ�(¦õöí-ç
é¹ü�ë%í-õrì�û²ó-éwï�ë
ä
ë
ê
é
Γ(1−a),

ë!õ ú ä
éöí-å-ü¨
�å-ç
ü ú ï�ÿ
Γ(a)Γ(1 − a) = π/ sin πa

ñ
ç
ë
x → 0

ë%ò²ñ
ç
é½ã2õöí|â
ó|ï�é¹ê
ë%ì¦&�þ�(�ñ
å|ï ú ä�â
é¹ü*§
α(x) ≈ xa−1/Γ(a),

ä%í-å
õ¹å-ó-ñ�â ã+â
éöí¢õ�ñ
é¹ç
ó-ÿcü ä^ï�é¹ê
å-üZç�ì#ã+â�&�q�()�
� å|ï�å øªë
ü

ga(x) =

x
∫

0

§
α(t) dt.

&B�eo�(
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�Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë
é � í-å%��
 ú ê
û	�
ë
ë�ç�â
ó-ê
å

Ga(p) =
1

p(pa + 1)
.

�²ï�ì�ê
é¹é²ê
é²ó-ÿcñ
å|ï�ê%ì
éöí-õrì ú õwï�å-ó-ë
é�&��+(�í-é¹å-ç
é¹ü�ÿ{¡�& ñ
ç
ë p → 0
ó-éwï�ë
ä
ë
ê�â

|Ga(p)|
õwï�ë%ù�û#å-ü

æ-ÿcõöí-ç
åªó-å
ò¤ç�â
õöí|â
éöíl()�
� ç
é½ã2õöí|â
ó-ë
ü

Ga(p)
ó¢ó-ë#ã2é

Ga(p) =
1

p
−

pa−1

pa + 1

&B�%�7(
ë ñ
å|ï�å øªë
ü

Qa(p) =
pa−1

pa + 1
.

&B�7¡%(
£Òæ-å
ò¤ê�â ä
ë
ü�ä
é¹ç
éöò

qa(x)

 ú ê
û	�
ë 
�� å-ç
ë
î¹ë
ê�âÅï�õ�ë%ò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë
é¹üÏ&B�7¡%()�7��å-ç
ü ú ï2âL&B�%�7(+å
ò¤ê�â ä�â
éöí7�ä%í-å

ga(x) = 1 − qa(x).�Òò¤å-æ-ç�â|øÌé¹ê
ë
é!&B�7¡%( ú ã2å-ó|ï�éöí-ó-å-ç�ì
éöí ú õwï�å-ó-ë%ì
üZí-é¹å-ç
é¹ü�ÿÅ¡��#ã�ï�ì ê
é¹î¹å¢ê�âÅ÷�å¹ã2ë
ü

ÿ�� F−(t) = ÿ�� ta−1 exp(−iπ(a − 1))

ta exp(−iπa) + 1
=

ta−1 sin πa

1 + 2ta cos πa + t2a
.

ª�ï�é½ã2å-ó�â|í-éwï�ð-ê
å	�

qa(x) =
sin πa

π

∞
∫

0

e−xt ta−1 dt

1 + 2ta cos πa + t2a
=

= xa sin πa

π

∞
∫

0

za−1e−z dz

z2a + 2zaxa cos πa + x2a
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