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A quadrature formula for a singular integral with the Cauchy kernel is constructed.
Quadrature considers large curvature of contour in the vicinity of leading edge as well
as large gradients of density when tightening contour to the slit. Uniform convergence of
formula on a discrete set of contour points is proved.

Введение

В теории крыла широко используется модель плоского потенциального течения несжи-
маемой жидкости. В рамках этой модели краевая задача обтекания крылового профиля
может быть сведена к сингулярным интегральным уравнениям (СИУ) с ядром Коши. Для
решения таких СИУ обычно применяется метод граничных элементов [1, 2], в котором гра-
ница области заменяется дискретной системой элементов (панелей), а искомые функции
на каждом элементе аппроксимируются некоторыми полиномами. В результате исходная
краевая задача сводится к решению системы линейных алгебраических уравнений.

Ключевым вопросом в методе граничных элементов является построение квадратур-
ных формул. От точности приближения квадратурной формулы к сингулярному инте-
гралу непосредственно зависит точность решения СИУ. В свою очередь, точность квадра-
турных формул зависит от двух основных факторов: точности замены контура профиля
полигоном, составленным из прямолинейных или криволинейных элементов, и вида ап-
проксимации подынтегральной функции. Кроме того, от квадратурной формулы требу-
ется возможность точного вычисления соответствующих интегралов в методе граничных
элементов.

В настоящее время для сингулярных интегралов с ядром Коши эффективные ква-
дратурные формулы построены для замкнутых гладких контуров с умеренной кривизной
и разомкнутых контуров [3–6]. Для тонких же телесных профилей, имеющих большую
кривизну вблизи передней кромки, известные квадратурные формулы практически не ра-
ботают, что приводит к большим погрешностям расчета в методе граничных элементов [7].

Целью работы является построение квадратурной формулы для сингулярного инте-
грала с ядром Коши по контуру крылового профиля, имеющего большую кривизну в
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окрестности передней кромки, с учетом сингулярной особенности плотности, которая мо-
жет иметь место при стягивании контура к разрезу.

1. Постановка задачи

В комплексной плоскости z = x+iy рассмотрим сингулярный интеграл Φ(z) с ядром Коши
по замкнутому контуру L:

Φ(z) =
1

2πi

∫

L

γ(s)ds

z − ζ(s)
, z, ζ(s) ∈ L. (1.1)

Здесь s — дуговая координата, отсчитываемая от некоторой точки z0 ∈ L вдоль конту-
ра L по часовой стрелке; γ(s) — плотность интеграла. В теории крыла Φ(z) определяет
комплексную скорость в точках контура L, обтекаемого плоским потенциальным потоком
идеальной жидкости. В этом случае функция γ(s) представляет собой касательную со-
ставляющую скорости жидкости на L или интенсивность вихревого слоя, моделирующего
контур L.

Предположим, что контур L является крыловым профилем с одной угловой точкой z1,
вне которой L — гладкая кривая с непрерывно меняющейся кривизной. Назовем точку z1

задней кромкой, а точку z0, максимально удаленную от z1, передней кромкой. Расстояние
между этими точками b = |z1 − z0| называют хордой профиля. Без нарушения общности
будем полагать координаты x, y безразмерными, отнесенными к хорде профиля, а точки
z0 = 0, z1 = 1 (см. рисунок).

Поставим следующую задачу: построить квадратурную формулу для сингулярного ин-
теграла (1.1), удовлетворяющую определенным требованиям на точность, путем замены
исходного контура L на полигон, составленный из криволинейных элементов, и аппрокси-
мации функции γ(s) на каждом элементе полиномом специального вида, учитывающим
появление сингулярной особенности функции γ(s) в предельном случае стягивания кон-
тура L в разрез.

Но прежде чем дать математическую формулировку поставленной задачи, преобра-
зуем выражение (1.1) к более удобному виду. Представим замкнутый контур L в виде
объединения двух разомкнутых контуров L1, L2, имеющих общие концы z0 = 0, z1 = 1.
Пусть L1, L2 задаются однозначными непрерывными функциями

Lk : y = fk(x), x ∈ [0, 1], k = 1, 2,

Задание контура крылового профиля.
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связанными в точках z0, z1 условиями

f1(0) = f2(0) = 0, f1(1) = f2(1) = 0,

lim
x→0

f ′
1(x) = +∞, lim

x→0
f ′

2(x) = −∞. (1.2)

Пусть функции fk(x) при x ≪ 1 имеют асимптотику вида
√

x. Такую асимптотику
имеет широкий класс аэродинамических профилей. С учетом этого будем полагать, что

fk(x) =
√

x Fk(x), Fk ∈ C2[0, 1]. (1.3)

В соответствии с (1.3) при x ≪ 1 запишем

Fk(x) = Fk(0) + F ′
k(0) x + O(x2),

fk(x) = Fk(0)
√

x + F ′
k(0) x3/2 + O(x5/2). (1.4)

В дальнейшем в (1.1) интегрирование по дуговой координате s будет заменено на интег-
рирование по переменной x ∈ [0, 1]. Якобиан преобразования координат Jk =

√

1 + (f ′
k)

2

при x ≪ 1 имеет своей асимптотикой выражение

Jk(x) =
1

2
√

x

√

4x + F 2
k (0) + ... (1.5)

В предельном случае бесконечно тонкого профиля, когда контуры Lk вырождаются в
разрез L, относительная толщина профиля δ = 0. В этом случае

lim
δ→0

Fk(0) = 0, Jk(x) = 1 + ..., x ≪ 1, k = 1, 2. (1.6)

Рассмотрим теперь функцию γ(s). Из теории крыла известно, что на гладком контуре
при δ 6= 0 скорость жидкости конечна и непрерывна вместе со своей первой производной
(вне задней кромки). С уменьшением толщины профиля увеличивается кривизна перед-
ней кромки, что приводит к безграничному росту скорости при δ → 0. В результате в
предельном случае (δ = 0) скорость жидкости на контуре L в окрестности передней кром-
ки имеет асимптотику const /

√
x. Функция γ(s) определяет скорость жидкости на контуре

L и имеет ту же асимптотику. С учетом сделанных замечаний и асимптотических выра-
жений (1.4)–(1.6) представим функцию γ(s) в виде

γ(s) =
1√
x

gk(x)

Jk(x)
, gk(x) ∈ C1(0, 1), k = 1, 2. (1.7)

Здесь индекс k соответствует точкам контура Lk. При x ≪ 1

δ 6= 0 : γ(s) =
2gk(0)

√

4x + F 2
k (0)

+ ..., δ = 0 : γ(s) =
gk(0)√

x
+ ... (1.8)

Отсюда следует, что функция γ(s) в передней кромке профиля является ограниченной
при δ 6= 0 и не ограниченной при δ = 0.

Вернемся к рассмотрению исходного сингулярного интеграла (1.1). При сделанных
предположениях его можно представить суммой двух интегралов

Φ(z) =
2

∑

k=1

Φk(z), Φk(z) =
1

2πi

∫

Lk

γ(s)ds

z − ζk(s)
, z ∈ L. (1.9)



32 Д. Н. Горелов, Д. Г. Редреев

Φk(z) является сингулярным интегралом, если z ∈ Lk. Перейдем в (1.9) от дуговой коор-
динаты s к переменной ξ ∈ [0, 1]. Тогда

ds = Jk(ξ) dξ, ζk(s) = ξ + ifk(ξ)

и с учетом (1.7)

Φk(z) =
1

2πi

1
∫

0

1√
ξ

gk(ξ)dξ

z − ξ − ifk(ξ)
. (1.10)

Введем на [0,1] равномерную сетку ∆ = {xj = jh, h = 1/N, j = 0, ..., N} и представим
интеграл (1.10) в виде

Φk(z) =
N

∑

j=1

Φkj(z), Φkj(z) =
1

2πi

xj
∫

xj−1

1√
ξ

gk(ξ)dξ

z − ξ − ifk(ξ)
. (1.11)

На этом преобразование исходного сингулярного интеграла (1.1) заканчивается. Пе-
рейдем непосредственно к постановке задачи о построении квадратурной формулы для
сингулярного интеграла (1.1). Пусть контур L заменяется на полигон K, составленный из
криволинейных элементов:

Kkj : y = ukj(x) =
√

x Ukj(x), x ∈ [xj−1, xj],

Ukj(x) ∈ C1(xj−1, xj), Ukj(xj−1) = Fk(xj−1), Ukj(xj) = Fk(xj), (1.12)

а заданные функции gk(x) аппроксимируются функциями

qkj(x) ∈ C1(xj−1, xj), qkj(xj−1) = gk(xj−1), qkj(xj) = gk(xj). (1.13)

Введем в рассмотрение интегралы, зависящие от комплексной координаты τ ∈ K:

Ψ(τ) =
2

∑

k=1

Ψk(τ), Ψk(τ) =
N

∑

j=1

Ψkj(τ),

Ψkj(τ) =
1

2πi

xj
∫

xj−1

1√
ξ

qkj(ξ)dξ

τ − ξ − iukj(ξ)
, τ ∈ K. (1.14)

Выберем на контурах L,K два множества точек:

Z0 = {z(k)
0j ; k = 1, 2, j = 1, ..., N}, T0 = {τ (k)

0j ; k = 1, 2, j = 1, ..., N},

z
(k)
0j = x0j + ifk(x0j), τ

(k)
0j = x0j + iukj(x0j), x0j = xj−1 +

h

2
. (1.15)

Поставим следующую задачу. Пусть задан сингулярный интеграл Φ(z), определяемый
формулами (1.1), (1.9)–(1.11), в которых функции fk(x), gk(x) удовлетворяют соотношени-
ям (1.3), (1.7). Требуется аппроксимировать Φ(z) интегралами (1.14) путем выбора функ-
ций Ukj(x), qkj(x) таким образом, чтобы выполнялось условие

lim
N→∞

|Ψ(τ
(k)
0j ) − Φ(z

(k)
0j )| = 0, z

(k)
0j ∈ Z0, τ

(k)
0j ∈ T0. (1.16)
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2. Аппроксимация контура и плотности

Исходный контур профиля L заменяем полигоном K, составленным из криволинейных
элементов Kkj, определяемых уравнениями (1.12). Будем задавать функции Ukj(x) линей-
ным интерполяционным сплайном вида

Ukj(x) = Fk(xj−1) +
Fk(xj) − Fk(xj−1)

xj − xj−1

(x − xj−1), x ∈ [xj−1, xj]. (2.1)

Выясним основные особенности аппроксимации контура L криволинейными элемента-
ми Kkj, задаваемыми уравнениями (1.14), (2.1). На стыках элементов ukj(xj−1) = fk(xj−1),
ukj(xj) = fk(xj), но производные от функций ukj(x) терпят разрыв, величина которо-
го имеет порядок O(h). Для внутренних точек x ∈ [xj−1, xj] криволинейных элементов
Kkj, j > 1, имеют место оценки

Fk(x) − Ukj(x) = O(h2), F ′
k(x) − U ′

kj(x) = O(h),

fk(x) − ukj(x) =
√

x O(h2), f ′
k(x) − u′

kj(x) = x−1/2 O(h2) +
√

x O(h). (2.2)

Такие же оценки вне передней кромки имеют место, по существу, и при замене контура L
на полигон, составленный из прямолинейных элементов. Однако в окрестности передней
кромки аппроксимация контура прямолинейными элементами дает большие погрешности,
особенно для производных. Предлагаемая аппроксимация оказывается существенно луч-
ше. Действительно, из (1.12), (2.1) следует, что уравнения криволинейных элементов, при-
мыкающих к передней кромке, определяются функциями uk1(x) = Fk(0)

√
x + F ′

k(0) x3/2 +
O(h5/2). Это выражение совпадает с асимпотическим представлением (1.6) для уравнения
исходного контура при x ≪ 1. Поэтому для x ∈ [0, h]

fk(x) − uk1(x) = O(h5/2), f ′
k(x) − u′

k1(x) = O(h3/2). (2.3)

Аппроксимируем теперь плотность γ(s) интеграла (1.1) на полигоне K функцией q(σ),
где σ — дуговая координата точки τ ∈ K. Следуя (1.9), представим q(σ) на каждом кри-
волинейном элементе Kkj в виде

q(σ) =
1√
x

qkj(x)

Jkj(x)
, Jkj(x) =

√

1 + (u′
kj)

2, qkj(x) ∈ C1[xj−1, xj]. (2.4)

С учетом (1.13) будем задавать функции qkj(x) интерполяционным сплайном вида (2.1):

qkj(x) = gk(xj−1) +
gk(xj) − gk(xj−1)

xj − xj−1

(x − xj−1), x ∈ [xj−1, xj]. (2.5)

Применяя теорему о среднем к функции gk(x), получим оценку

gk(x) − qkj(x) = O(h), x ∈ (xj−1, xj), k = 1, 2; j = 1, ..., N. (2.6)

Приведенные оценки (2.2), (2.6) показывают равномерное приближение предложен-
ных аппроксимаций контура (1.12), (2.1) и плотности интеграла (2.4), (2.5) во всех точках
исходного контура независимо от его толщины. Этот результат обусловлен выделением
множителя

√
x в уравнениях контура (1.3), (1.12), учитывающего асимптотику контура L

вблизи передней кромки, и якобиана преобразования координат в выражениях (1.7), (2.4)
для плотности. Следует отметить, что выделение якобиана в качестве мультипликатив-
ной функции позволяет не только учесть особенность поведения плотности в предельном
случае стягивания контура к разрезу, но и свести исходный интеграл (1.1) к сумме инте-
гралов, которые вычисляются точно.
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3. Квадратурная формула

Перейдем к непосредственному построению квадратурной формулы. Для этого нужно
вычислить интеграл (1.14), полагая τ = τ

(r)
0p , r = 1, 2; p = 1, ..., N , и аппроксимируя

контур и плотность интеграла соотношениями (1.12), (2.1), (2.5). Представим функции
qkj(ξ), ukj(ξ) в виде

qkj(ξ) = gk(xj−1)
xj − ξ

xj − xj−1

+ gk(xj)
ξ − xj−1

xj − xj−1

, ukj(ξ) =
√

ξ (akj + bkjξ),

akj =
xj

xj − xj−1

Fk(xj−1) −
xj−1

xj − xj−1

Fk(xj), bkj =
1

xj − xj−1

[Fk(xj) − Fk(xj−1)].

Тогда

Ψkj(τ
(r)
0p ) = gk(xj−1)P

(k)
j−1(τ

(r)
0p ) + gk(xj)Q

(k)
j (τ

(r)
0p ); (3.1)

P
(k)
j−1(τ

(r)
0 ) = (−1)k+1 1

2πi

[ xj

xj − xj−1

Mkj(τ
(r)
0p ) − 1

xj − xj−1

Nkj(τ
(r)
0p )

]

,

Q
(k)
j (τ

(r)
0 ) = (−1)k+1 1

2πi

[

− xj−1

xj − xj−1

Mkj(τ
(r)
0p ) +

1

xj − xj−1

Nkj(τ
(r)
0p )

]

; (3.2)

Mkj(τ
(r)
0p ) =

xj
∫

xj−1

1√
ξ

dξ

τ
(r)
0p − ξ − i

√
ξ(akj + bkjξ)

,

Nkj(τ
(r)
0p ) =

xj
∫

xj−1

1√
ξ

ξ dξ

τ
(r)
0p − ξ − i

√
ξ(akj + bkjξ)

. (3.3)

Здесь τ
(r)
op = x0p + i

√
x0p (arp + brpx0p). При r = k, p = j (точка τ

(r)
0p ∈ Kkj) интегралы

Mkj, Nkj становятся сингулярными и их следует понимать в смысле главного значения
по Коши. В общем случае для их вычисления удобно перейти от переменной ξ к t =

√
ξ.

В результате

Mkj(τ
(r)
0p ) =

√
xj

∫

√
xj−1

2dt

τ
(r)
0p − t2 − it(akj + bkjt2)

,

Nkj(τ
(r)
0p ) =

√
xj

∫

√
xj−1

2t2dt

τ
(r)
0p − t2 − it(akj + bkjt2)

. (3.4)

Интегралы (3.4) вычисляются точно, допуская различные варианты в зависимости от зна-
чений коэффициентов akj, bkj. В частности, при bkj 6= 0 знаменатель в дробных выражени-
ях под интегралом является кубическим полиномом по t и его можно представить в виде

τ
(r)
0p − t2 − it(akj + bkjt

2) = −ibkj(t − t
(r)
1p )(t − t

(r)
2p )(t − t

(r)
3p ),

где t
(r)
mp, m = 1, 2, 3, — корни полинома.
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Выражение (3.1) позволяет представить функцию Ψ(τ
(r)
0 ) в виде

Ψ(τ
(r)
0p ) =

2
∑

k=1

N
∑

j=0

gk(xj) [P
(k)
j (τ

(r)
0p ) + Q

(k)
j (τ

(r)
0p )],

Q
(k)
0 = P

(k)
N = 0. (3.5)

Функция Ψ(τ
(r)
0 ), определяемая формулами (3.2)–(3.5), дает искомую квадратурную

формулу для сингулярного интеграла (1.1). Для оценки точности этой формулы Φ(z
(r)
0p ),

Ψ(τ
(r)
0p ) представим в виде

Φ(z
(r)
0p ) = ∆Φ(z

(r)
0p ) + Φrp(z

(r)
0p ), Ψ(τ

(r)
0p ) = ∆Ψ(τ

(r)
0p ) + Ψrp(τ

(r)
0p ). (3.6)

Здесь z
(r)
0p ∈ Lrp, τ

(r)
0p ∈ Krp; сингулярные интегралы Φrp(z

(r)
0p ), Ψrp(τ

(r)
0p ) определяются

формулами (1.11), (1.14), а функции ∆Φ(z
(r)
0p ), ∆Ψ(τ

(r)
0p ) определяют Φ(z

(r)
0p ), Ψ(τ

(r)
0p ) соот-

ветственно по контурам ∆L = L − Lrp и ∆K = K − Krp. Подынтегральные функции в

∆Φ(z
(r)
0p ), ∆Ψ(τ

(r)
0p ) ограничены, так как точки z

(r)
0p , τ

(r)
0p находятся вне контура интегри-

рования. В параметрической форме задания оба интеграла сводятся к интегрированию
по переменной ξ ∈ [0, 1]. С учетом (2.2), (2.5) для рассматриваемых подынтегральных
функций имеем оценки

|z(r)
0p − ξ| ≥ h/2, |τ (r)

0p − ξ| ≥ h/2,

z
(r)
0p − ξ − if(ξ) = τ

(r)
0p − ξ − iu(ξ) +

√
x0pO(h2),

1√
ξ

g(ξ)

z
(r)
0p − ξ − if(ξ)

=
1√
ξ

q(ξ)

τ
(r)
0p − ξ − iu(ξ)

[1 + O(h)], (3.7)

которые позволяют сделать вывод, что

|∆Φ(z
(r)
0p ) − ∆Ψ(τ

(r)
0p )| ≤ Ch ln h, (3.8)

где постоянная C не зависит от h.
Осталось оценить |Φrp(z

(r)
0p )−Ψrp(τ

(r)
0p )|. Для вычисления сингулярных интегралов удоб-

но возвратиться к комплексной переменной, полагая

Φrp(z
(r)
0p ) =

1

2πi

∫

Lrp

ω(ζ)dζ

z
(r)
0p − ζ

, ω(ζ) =
1√
ξ

gr(ξ)

1 + if ′
r(ξ)

, ζ = ξ + ifr(ξ),

Ψrp(τ
(r)
0p ) =

1

2πi

∫

Krp

φ(τ)dτ

τ
(r)
0p − τ

, φ(τ) =
1√
ξ

qrp(ξ)

1 + iu′
rp(ξ)

, τ = ξ + iurp(ξ).

Представим интегралы Φrp(z
(r)
0p ), Ψrp(τ

(r)
0p ) в виде

Φrp(z
(r)
0p ) =

ω(z
(r)
0p )

2πi

∫

Lrp

dζ

z
(r)
0p − ζ

+
1

2πi

∫

Lrp

[ω(ζ) − ω(z
(r)
0p )]dζ

z
(r)
0p − ζ

,

Ψrp(τ
(r)
0p ) =

φ(τ
(r)
0p )

2πi

∫

Krp

dτ

τ
(r)
0p − τ

+
1

2πi

∫

Krp

[φ(τ) − φ(τ
(r)
0p )]dτ

τ
(r)
0p − τ

. (3.9)
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Первые интегралы в (3.9) равны

∫

Lrp

dζ

z
(r)
0p − ζ

= ln
z

(r)
0p − z

(r)
p−1

z
(r)
p − z

(r)
0p

,

∫

Krp

dτ

τ
(r)
0p − τ

= ln
τ

(r)
0p − z

(r)
p−1

z
(r)
p − τ

(r)
0p

,

но
z

(r)
0p − τ

(r)
0p = O(h2), ω(z

(r)
0p ) − φ(τ

(r)
0p ) = O(h),

z
(r)
0p − z

(r)
p−1

z
(r)
p − z

(r)
0p

=
τ

(r)
0p − z

(r)
p−1

z
(r)
p − τ

(r)
0p

[1 + O(h)].

Отсюда следует, что разность первых слагаемых в (3.9) является величиной порядка O(h).
Что касается вторых слагаемых, то их разность имеет порядок O(hα), 0 < α < 1, если
предположить гёльдеровость функций ω(z), φ(τ).

Суммируя все оценки, приходим к выводу, что

|Φ(z
(r)
0p ) − Ψ(τ

(r)
0p )| ≤ Ahα, z(r)

op ∈ Z0, τ
(r)
0p ∈ T0, (3.10)

где A — положительная константа, не зависящая от h.
Оценка (3.10) доказывает равномерное приближение построенной квадратурной фор-

мулы для сингулярного интеграла (1.1) по замкнутому контуру L на множестве точек

z
(r)
0p ∈ L. Следует подчеркнуть, что это множество точек соответствует равномерной сетке

∆ = {xj = jh, h = 1/N, j = 0, ..., N} на интервале [0, 1].
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