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A passive pollution data assimilation algorithm based on the Kalman filter theory is
investigated The concentration fields forecast is given with the help of semi-Lagrangian
model of passive pollution transport and advection for the Northern Hemisphere. Kalman
filter algorithm requires calculation of very high order matrixes, which currently makes
its practical realization impossible. Therefore, an approach, which relays on the simplified
model for calculation of the forecast error covariance matrixes, is considered. The algorithm
for estimation of the methane emissions based on the assimilation procedure is proposed.

1. Полусферная модель переноса и диффузии пассивной

примеси

Предварительная оценка полей концентрации примеси дается с помощью модели переноса
и диффузии пассивной примеси:
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s(λ, ϕ, z, t) = s(λ + 2π, ϕ, z, t), s = sG при ϕ = 0,
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где λ — долгота; ϕ — широта; z — высота над уровнем моря; s — концентрация примеси;
V = (u, v, w − wg) — вектор скорости ветра с компонентами в направлениях λ, ϕ, z соот-
ветственно; wg — скорость гравитационного оседания; a — средний радиус Земли; k1, k2 —
коэффициенты турбулентного обмена в горизонтальном и k3 — вертикальном направле-
нии; f — функция, описывающая размещение и мощность источников; (λ , ϕ) — функция,
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описывающая рельеф подстилающей поверхности; h — высота приземного слоя; H — верх-
няя граница расчетной области, параметр α характеризует взаимодействие атмосферы с
подстилающей поверхностью [1].

Задача рассматривается в области Dt = G× [0, T ], где G = S × [b + h, H]; S = {0 ≤ λ ≤
2π; 0 ≤ ϕ ≤ π/2}.

Для решения поставленной задачи используется метод расщепления по физическим
процессам [2]. В результате на каждом шаге по времени последовательно решаются за-
дача переноса примеси по траекториям и задача турбулентной диффузии. При решении
задачи переноса примеси по траекториям используется полулагранжева схема с приме-
нением монотонизирующей процедуры, позволяющей избежать искусственных экстрему-
мов в приближенном решении [3, 4]. Задача турбулентной диффузии аппроксимируется
по времени с помощью схемы Кранка — Николсона. К полученному разностному уравне-
нию применяется метод расщепления по направлениям, для решения системы разностных
уравнений используется метод факторизации.

2. Усвоение данных наблюдений в задаче переноса и

диффузии пассивной примеси

Используемый в задаче оценивания полей концентрации пассивной примеси алгоритм
усвоения данных основан на теории оптимальной фильтрации Калмана. Постановка зада-
чи оптимальной фильтрации подробно изложена в [5], описание алгоритма фильтра Кал-
мана можно найти в [6–11]. Дискретный алгоритм фильтра Калмана в линейном случае
изложен в [12].

Предположим, что модель переноса и диффузии (1) в дискретном по времени виде
записывается следующим образом:

xk = Ak−1xk−1, (2)

где xk — n-вектор прогнозируемых значений концентрации примеси в момент времени tk,
его размерность равна количеству узлов сетки: n = nλnϕnz, где nλ — количество узлов
сетки по долготе, nϕ — по широте, nz — по высоте.

Пусть “истинное” значение концентрации в момент времени tk описывается векторным
уравнением

xk = Ak−1xk−1 + εk−1, (3)

где εk — случайный вектор “шумов” модели, удовлетворяющий условиям

Eεk = 0, E(εk)(εl)
T = Qkδkl.

Вектор данных наблюдений представим в виде

yo
k = Mkxk + ξo

k, (4)

где yo
k — m-вектор наблюдений в момент времени tk; Mk − (n×m)-матрица; ξo

k — случайный
m-вектор ошибок наблюдений, удовлетворяющий условиям
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Оптимальная оценка концентрации xa
k по данным наблюдений (4) и модели переноса и

диффузии примеси (2) ищется из условия минимума следа матрицы ковариаций ошибок
оценивания. Решением этой задачи является алгоритм фильтра Калмана:
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Здесь x
f
k — прогноз концентрации по модели, P

f
k , P a

k — матрицы ковариаций ошибок
прогноза и анализа соответственно. В моменты времени, когда наблюдения недоступны,
считаем, что оценка анализа совпадает с прогнозом по модели, а матрица ковариаций
ошибок анализа равна матрице ковариаций ошибок прогноза.

Реализация алгоритма фильтра Калмана на ЭВМ в полной постановке невозможна,
так как для современных глобальных моделей порядок ковариационных матриц достигает
миллиона. Одним из способов решения этой проблемы является использование упрощен-
ных моделей для расчета матриц ковариаций ошибок прогноза. Такой алгоритм называют
субоптимальным алгоритмом фильтра Калмана [9–11, 13].

3. Численные эксперименты

В работе рассматривался вариант субоптимального алгоритма в применении к задаче
оценки поля эмиссии метана. В численных экспериментах “истинное” поле концентрации
задавалось в виде

xtr
k = Axtr

k−1
+ ηk−1 + εk−1, η0 = η̄, (5)

где A — оператор модели; xtr
k — “истинная” концентрация метана в момент времени tk;

ηk−1 — “истинная” эмиссия метана в момент времени tk−1.
Прогноз концентрации по модели x

f
k (предварительная оценка поля концентрации)

задавался следующим образом:
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где η
f
k−1

— эмиссия метана в момент времени tk−1. В моменты наблюдений моделировались
данные наблюдений

yo
k = xtr

k + ξ0, (6)

где ξ0 — случайная величина, распределенная по нормальному закону с нулевым мате-
матическим ожиданием и дисперсией σ2

0
. В этом случае имеем систему уравнений для

ошибок прогноза концентрации ∆xk и эмиссии ∆ηk

∆xk = A∆xk−1 + ∆ηk−1 + εk−1,

∆ηk = ∆ηk−1, ∆η0 = ∆x0.

Оценки полей концентрации и эмиссии в момент усвоения рассчитывались по формулам
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ηa
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При вычислении матрицы ковариаций использовалось предположение, что вероятностное
осреднение можно заменить осреднением по времени:

P
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T .

По вычисленным ошибкам полей концентрации и эмиссии оценивались ковариации
ошибок прогноза полей концентрации метана и кросс-ковариации ошибок концентрации
и эмиссии, а затем производилась оценка по данным наблюдений поля концентрации по
формуле (7) и поля эмиссии по формуле (8).

Для проверки свойств предлагаемого алгоритма были проведены численные экспе-
рименты с моделируемыми данными наблюдений. В численных экспериментах расчеты
проводились на сетке 2.5 × 2.5◦ по горизонтали и 15 уровнях по вертикали, шаг по вре-
мени ∆t = 15 мин. Для расчета распределения пассивной примеси были использованы
реальные данные о полях скорости ветра, температуры и давления и модельные данные
о концентрации метана [14]. Расчеты проводились на двое суток с усвоением каждые 12
часов, при этом данные наблюдений моделировались по формуле (6) так, что в каждый
момент усвоения задавалась информация в полосе [12]. На рис. 1 приведено распределе-
ние данных наблюдений. При этом каждая вертикальная полоса соответствует области, в
которой задаются данные в 12, 24, 36 и 48 часов.

В процессе усвоения производилась оценка по данным наблюдений полей концентрации
и эмиссии метана. Результаты численного эксперимента приведены на рис. 2. На рис. 2,а
представлена относительная ошибка концентрации, полученной в процессе усвоения дан-
ных с помощью субоптимального алгоритма фильтра Калмана. По оси абсцисс отложены
шаги по времени. Оценка поля эмиссии производится в процессе усвоения данных по фор-
муле (5). “Истинное” значение эмиссии задается постоянным на каждом шаге по времени в
каждой точке сетки на двух нижних уровнях по вертикали, равном 1.063438·10−5 ppm/c. В
начальный момент времени прогностическое значение эмиссии задавалось равным нулю.

Рис. 1. Распределение моделируемых данных наблюдений.
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а б

Рис. 2. Относительная ошибка концентрации метана (а) и оценки эмиссии (б).

На рис. 2,б приведена относительная ошибка оценки эмиссии в субоптимальном алгорит-
ме. Видно, что в процессе усвоения данных происходит восстановление поля эмиссии, при
этом ошибка оценки эмиссии после трех процедур усвоения составила около 30%.

Заключение

В работе предлагается алгоритм оценки эмиссии по данным наблюдений в процедуре усво-
ения, основанной на фильтре Калмана. Свойства алгоритма проверяются с помощью чис-
ленных экспериментов с моделируемыми данными и в идеализированных условиях, когда
“истинная” эмиссия считается заданной во всех узлах сетки. Проведенные предваритель-
ные численные эксперименты дают основание сделать вывод о возможности оценки эмис-
сии по данным наблюдений в процедуре усвоения данных. В дальнейшем предполагается
исследование свойств этого алгоритма в более реальных условиях.
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