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Two types of implicit fourth order Runge — Kutta schemes are constructed for both
multidimensional transfer equation with diffusion and for compressible flow equations. The
sets of coefficients providing absolute stability of schemes are found. Adaptive artificial
diffusion is used to provide convergence in time and to damp oscillations near shocks.
Two types of absolutely stable fourth order schemes are compared. The results of test
calculations for the case of compressible flows illustrating the schemes effectiveness are
presented.

С повышением порядка аппроксимации схемы увеличиваются затраты машинного вре-
мени, а также сложность и трудоемкость создания программных комплексов. Кроме того,
сложнее обеспечить хороший уровень глубины и скорости сходимости к стационарным
решениям, поскольку, в частности, уменьшается диссипативность схемы. Поэтому схемы
высоких порядков могут быть популярны, если для них решены ряд проблем, в частно-
сти, если они применимы для расчета широкого класса течений, том числе разрывных,
обеспечивают хорошее разрешение их особенностей, не имеют паразитных решений с ис-
кусственной нестационарностью. Предлагаемые здесь схемы консервативны, используют
адаптивную искусственную диффузию, которая обеспечивает хорошие свойства сходимо-
сти и гашение осцилляций возле разрывов, имеют высокую точность для гладких течений.
Сравнительное изучение эффективности этих схем проводится далее на задачах газовой
динамики.

Первые схемы повышенного (третьего) порядка типa Рунге — Кутты предложены в ра-
ботах Русaновa [1], Бернстейна — Мирина [2], Кутлерa — Ломексa [3]. Современные явные
адаптивные ENO-схемы третьего и более высоких порядков сконструированы, например,
в [4, 5] (см. также обзор [6]). В некоторых задачах предпочтительны неявные методы.
В [7] предложены компактные неявные схемы высоких порядков. Абсолютно устойчивые
схемы Рунге — Кутты третьего порядка развиты в [6, 8, 9]. В [10, 11] предложены неяв-
ные схемы четвертого порядка двух типов, доказана их абсолютная устойчивость. Здесь
сравнивается работоспособность этих схем в задачах динамики сжимаемого газа.

∗Исследования, произведенные В.И. Пинчуковым и описанные в этой статье, стали возможными отча-
сти благодаря поддержке Американского фонда гражданских исследований и развития для независимых
государств, образованных на территории бывшего Советского Союза (CRDF) (грант № RM1-2324-NO-02).
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1. Схемы для уравнения переноса с диффузией

Рассмотрим m-мерное урaвнение

∂u

∂t
+
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Введем разностный оперaтор конвекции
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и вспомогательные оперaторы, используемые при построении схемы,
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Здесь и далее используются обозначения δ±l u = ±[u (x1, ..., xl ± ∆xl, ..., xm)−u (x1, ..., xm)],
∆±

l u = δ±l u/∆xl.
Анализ устойчивости различных вариантов аппроксимации позволил построить ниже-

следующую четырехшаговую схему:
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В результате анализа устойчивости [10] методом Фурье доказана
Теорема 1. Схема (5)–(8) при V = 0 абсолютно устойчива, если

λ = β/6, ξ = β3/72, β = m 250/243. (9)
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Для обобщения схемы на случай ненулевой диффузии далее с помощью ЭВМ был
проведен поиск значений параметров µ и ϕ (параметр η принимал значения 1/2 и 1/3,
найденные в процессе рассмотрения асимптотических случаев), гарантирующих ограни-
ченность по модулю коэффициента перехода схемы единицей при любом τ . В результате
перебора нескольких десятков вариантов получены следующие наборы параметров, обес-
печивающие абсолютную устойчивость схемы:

µ = β/12, ϕ = β/22, η = 1/3 (10)

и

µ = β/15, ϕ = β/18, η = 1/2. (11)

Выше приведены четырехшаговые схемы Рунге — Кутты. Позже были найдены [11]
трехшаговые схемы, также обладающие абсолютной устойчивостью для многомерного
уравнения переноса:
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Теорема 2. [11]. Схема (12)–(14) устойчива при любом шаге по времени τ , если

ξ = β3/384 = (m250/243)3 /384. (15)

2. Схемы для уравнений сжимаемого газа

Обобщение приведенных выше схем произведено для случая произвольных криволиней-
ных неортогональных координат. Однако чтобы не усложнять изложение, здесь рассма-
тривается случай декартовых координат. Запишем уравнения сжимаемого газа в консер-
вативной форме:

Ut + Fx + Gy = 0.

Обобщение схемы (5)–(8) имеет вид
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Здесь λ, µ, ξ, ϕ — параметры, заданные в формулах (9)–(11); R2x = ∆+
x (ax)2 ∆−

x , ax =
c + |u|; c — скорость звука; величины с индексом y вычисляются аналогично;

R1 = ΛxFik + ΛyGik, Λx = ∆0
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Vx, Vy — нелинейные адаптивные операторы искусственной диффузии, переключaющиеся
в зaвисимости от глaдкости решения (диффузия пятого порядкa нa “глaдких” решениях
и первого возле удaрных волн):
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ε(6x) = axγb, ε(2x) = ax (1 − γ) 16b, (21)

где, как правило, используется значение b = 1/32, 0 ≤ γik ≤ 1 — индикаторы локальной
гладкости, вычисляются по давлению на основе формул
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Константы α и c позволяют регулировать “чувствительность” величин γi к значениям
разностной функции Pik в узлах сетки, параметр e предназначен для предотвращения
понижения порядка диффузии на гладких экстремумах или участках почти постоянного
решения. По результатам пробных расчетов были выбраны следующие значения эмпи-
рических величин: c = 0.4, α = 1.3, e = 10−3. Близкие формулы для коэффициентов γ
использовались при решении двумерного уравнения переноса схемой четвертого порядка
аппроксимации [10, 11] и уравнений газовой динамики схемами различных порядков [12].

Как видно, искусственная диффузия носит скалярный характер, что позволяет удобно
представлять ее в стабилизирующем операторе. Поскольку представленные выше диф-
фузионные операторы являются семиточечными, в стабилизирующих операторах схемы
(16)–(19) диффузионные члены приходится урезать для приведения их к пятиточечному
или трехточечному, если они умножаются дополнительно на разностные операторы, виду:
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Адаптивная диффузия (21) переключается в зависимости от локальных индикаторов
“гладкости”, она увеличивает диссипацию возле ударных волн. Структура формулы (21)
такова, что обеспечивается наличие стоков некоторой “разностной энергии” [14]. Опыт
расчетов задач аэродинамики говорит о том, что это способствует подавлению осцилля-
ций возле скачков и улучшению сходимости по времени. Формула (22) обусловливает для
слабых разрывов квадратичную зависимость коэффициента вязкости низкого порядка от
градиента давления, в отличие от ранее использованных формул [10–12], где имела место
линейная зависимость. В результате улучшилось разрешение слабых разрывов. Такая же
квадратичная зависимость имеет место в составной искусственной вязкости [13].

Операторы R4x, R4y также строятся по адаптивным формулам:
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Формулы (20) аппроксимируют нелинейное выражение Fx +Gy с четвертым порядком.
При расчете течений с сильными ударными волнами, например при расчете маховского
отражения ударной волны от плоскости (см. далее), вместо формул (20) целесообразно
применение формул с элементами адаптации:

Rn
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Их применение позволяет избежать появления отрицательных значений давления и плот-
ности и других аварийных ситуаций.

Следует отметить принципиальное отличие трехшаговых и четырехшаговых схем, опи-
санных в предыдущем разделе. Использование факторизации стабилизирующего операто-
ра, существенно облегчающей реализацию схем в многомерных задачах, оставляет неиз-
менным порядок точности четырехшаговой схемы и снижает его до третьего в случае
трехшаговой схемы. Это объясняется тем, что стабилизирующий оператор первого ша-
га этой схемы (12)–(14) содержит недиффузионные слагаемые порядка O (τ), которые при
факторизации породят аппроксимационную погрешность в уравнении (12) порядка O (τ)2,
что понизит итоговый порядок схемы до O (τ)3. Поэтому для сохранения порядка аппрок-
симации первый шаг этой схемы заменяется на два, имеющих форму начальной стадии
итерационного процесса для построения нефакторизованного разностного уравнения. Для
наших целей проводить его до конца нет необходимости. В итоге имеем следующее обоб-
щение схемы (12)–(14):
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Здесь Sx, Sy — матрицы, диагонализирующие матрицы

DF/DU, DG/DU : Sx(DF/DU)(Sx)−1 = Lx,

Lx — диагональная матрица, остальные величины определены выше.

3. Результаты расчетов

Сначала сформулируем основные итоги расчетов, которые далее частично проиллюстри-
руем примерами.

1. Cхема (24)–(27) с векторными прогонками на первом и втором шагах существенно
скорее сходится к стационарным решениям (до двух раз) и допускает расчеты при больших
числах Куранта, чем схема со скалярными прогонками на всех шагах (16)–(19).

2. Cхема (24)–(27) при нулевой искусственной вязкости b = 0 допускает расчет лишь
непрерывных течений. При появлении разрывов приходится увеличивать этот коэффици-
ент, причем значение b = 1/32 обеспечивает расчет почти любых разрывов.

Продемонстрируем работоспособность схемы на задачах идеального газа. Наибольшие
проблемы с обеспечением сходимости по времени возникают при расчете разрывных реше-
ний уравнений газовой динамики. Поэтому для иллюстрации качества построенного чис-
ленного метода рассмотрим результаты расчета двумерной задачи распада разрыва. Пусть
в начальный момент заданы два параллельных полубесконечных потока с P = 1, ρ = 1,
u = 2.4 (1.4)1/2 (при y > 0) и P = 0.25, ρ = 0.5, u = 4(1.4)1/2 (при y ≤ 0). Отметим, для этих
параметров ударная волна распространяется вниз, далее — контактный разрыв и выше —
веер волн разрежения. Рассматривается область 0 ≤ x ≤ 1, −0.3 − 0.3x ≤ y ≤ 0.3 + 0.3x.
Используется сетка из 45 × 60 узлов.

На рис. 1 показана динамика сходимости при разных числах Куранта для схемы (16)–
(19) слева и для схемы (24)–(27) справа. Схема (16)–(19) использовалась с набором пара-
метров (9), (11). При замене формул (11) на формулы (10) результаты меняются незна-
чительно. Изображается эволюция невязки плотности R = log10[maxik | ρn+1

ik /ρn
ik − 1 | /τ ].

Использование шага по времени, соответствующего следующему в этой последователь-
ности числу Куранта, −5.6 слева и 8 справа — вызывает отсутствие сходимости. Опти-
мальная скорость сходимости наблюдается при числах Куранта 2 . . . 2.8, причем скорость
сходимости схемы (24)–(27) оказалась лишь несколько хуже (требуется в 1.5 раза больше
итераций) оптимальной скорости сходимости двухшаговой схемы Рунге — Кутты третьего
порядка [9].

Преимущество схем высоких порядков наглядно проявляется при расчетах гладких
течений на больших интервалах по времени. С помощью схемы Рунге — Кутты третье-
го порядка была просчитана задача о пассивной конвекции вихря в однородном потоке,
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Рис. 1. Динамика сходимости: слева — для схемы (16)–(19); справа — для схемы (24)–(27).

Рис. 2. Задача о пассивной конвекции вихря, плотность: слева — для схемы (16)–(19); справа —
для схемы (24)–(27).

имеющая точное решение. Пусть в начальный момент времени течение описывается фор-
мулами

s = P/ργ = 1, T = P/ρ = 1 − ε2γ − 1

8γπ2
e1−r2

, ε = 5, r2 = x2 + y2,

u = 1 − e(1−r2)/2yε/ (2π) , v = 1 + e(1−r2)/2xε/ (2π) , −5 ≤ x ≤ 5, −5 ≤ y ≤ 5.

Точное решение заключается в смещении исходных распределений в соответствии со
средними значениями компонент скорости u = 1, v = 1. Численное интегрирование прово-
дилось на сетке 81 × 81 до момента времени t = 100, когда исходный вихрь переместился
на 10 размеров расчетной области по каждой переменной. В процессе численного инте-
грирования расчетная область периодически сдвигалась вслед за перемещением вихря.
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На рис. 2 приведены результаты моделирования конвекции вихря схемой (16)–(19) сле-
ва и для схемы (24)–(27) справа. Изображены профили плотности в сечении y = 0. Кре-
стики соответствуют точному решению, треугольники — расчетным данным для числа
Куранта, равного 1.2, прямоугольники — для K = 2.3, кружки — для K = 3.5. Согласие
численного и точного решений хорошее для K = 1.2, значительно ухудшается при уве-
личении числа Куранта до K = 2.3 и K = 3.5, причем решение для схемы (16)–(19) при
K = 3.5 не приводится, поскольку оно совершенно не передает точное решение. Таким
образом, схема (16)–(19) существенно уступает в точности. Для объяснения этого факта
следует указать различие в коэффициентах этих схем. В стабилизирующих операторах
обеих схем слагаемое наиболее высокой (четвертой) степени по локальному числу Куран-
та (ξτ 4R4) содержит коэффициент ξ = β3/384 для схемы (24)–(27) и значительно больший
коэффициент ξ = β3/72 для схемы (16)–(19). Кроме того, последняя схема содержит также
быстрорастущие с увеличением числа Куранта слагаемые типа τ 3ϕV P2, отсутствующие в
схеме (24)–(27). По-видимому, это и объясняет различие в точности при больших числах
Куранта. Отметим, что погрешность неявных схем Рунге — Кутты третьего порядка [9]
при K = 1.2 значительно больше, чем погрешность схем четвертого, однако с увеличением
шага по времени она растет не столь быстро. В [6, гл. 17] приведены аналогичные данные
для явных ENO-схем второго-пятого порядков. Погрешность схем второго порядка значи-
тельна и решение не является приемлемым, расчеты по схемам 4–5-го порядков позволяют
получить очень хорошее решение.

Моделирование нестационарных разрывных течений представляет трудную задачу для
существующих неявных схем. Рассматриваемые схемы на завершающем шаге имеют ска-
лярные консервативные стабилизирующие операторы, что позволяет использовать их для
этой цели. Рассмотрим результаты решения задачи о взаимодействии вихря с ударной вол-
ной. Используется вычислительная область [0, 1]×[0, 1]. Cтационарный скачок расположен
посередине области нормально к оси x. Параметры слева от скачка принимают значения
(ρ, u, v, P ) = (1,1.1

√
γ, 0, 1), γ — показатель адиабаты. Небольшой вихрь расположен в по-

токе левее скачка с центром в точке (xc, yc) = (0.25, 0.5). Вихрь задается возмущением
скорости (u, v) и температуры (T = P/ρ) по отношению к среднему потоку:

u = 1 + eα(1−r2/r2
e)ε (y − yc) /re, v = −eα(1−r2/r2

e)ε (x − xc) /re,

T = P/ρ = 1 − (γ − 1) e2α(1−r2/r2
e)

4αγ
ε2, P/ργ = 1,

а б в

Рис. 3. Взаимодействие вихря и ударной волны, изолинии давления: сетка 251×100, 1.2 ≤ K ≤ 1.4,
t = 0.05, 0.20, 0.35 (а — в соответственно).
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Рис. 4. Маховское отражение ударной волны от плоскости, 0.4 ≤ K ≤ 0.8.

где r =
√

(x − xc)
2 + (y − yc)

2; ε имеет смысл интенсивности вихря; α управляет скоростью

убывания возмущения; re — критический радиус, внутри которого вихрь имеет максималь-
ную интенсивность. В расчетах выбрано ε = 0.3, re = 0.05 и α = 0.204. Используется сетка
251×100, которая равномерна по y, но сгущается по x возле скачка. Результаты (изолинии
давления) показаны на рис. 3 для разных моментов времени.

Выше рассмотрена задача с нестационарными скачками небольшой интенсивности. Ра-
ботоспособность схем для расчета течений с сильными разрывами проиллюстрируем на
задаче о маховском отражении скачка от плоскости. Используется прямоугольная вы-
числительная область с равномерной сеткой. Стенка расположена внизу вычислительной
области начиная с точки x = 1/6. Перемещающийся вправо скачок с числом Маха M∞ = 10
расположен первоначально в точке x = 1/6, y = 0 и имеет угол 60◦ с осью x. Для границы
внизу области точные параметры за скачком приняты на участке от x = 0 до x = 1/6,
отражающие граничные условия используются для остальной части границы. На границе
сверху значения потока соответствуют точному движению скачка с числом Маха, равным
10. На рис. 4 приведены изолинии давления на момент времени t = 0.2 для разного количе-
ства узлов сетки. Ударные волны переданы правильно в расчетах, однако для разрешения
сложных структур возле точки ветвления необходимо большое число узлов сетки, и ре-
зультаты близки к правильным лишь на сетке 541 × 135 (см. [6]).

Итак, предложенные схемы являются удобным и достаточно эффективным инструмен-
том решения задач газовой динамики. Схемы позволяют использовать несколько больший,
чем явные схемы, шаг по времени, они сохраняют консервативный характер, что является
проблемой для многих неявных схем, имеют неплохую скорость сходимости по времени за
счет эффективной искусственной вязкости и повышенный порядок точности для гладких
решений. Схема с векторными прогонками наиболее эффективна по всем критериям.
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