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A nonlinear flutter problem of viscoelastic plates is considered. Critical speed of flutter
has been determined.

Проблемы алгоритмизации задачи механики сплошных сред изучены в работах акаде-
мика АН РУз В.К. Кабулова [1–3] и др. В данной статье этот вопрос рассматривается для
нелинейных задач о флаттере вязкоупругой пластины.

Рассмотрим нелинейную задачу о флаттере вязкоупругой пластины. Пусть пластина
со сторонами a и b и толщиной h шарнирно оперта по всему контуру, обтекается с одной
стороны сверхзвуковым потоком газа. При предположении, принятом в [4–9], уравнение
колебаний вязкоупругой пластины имеет вид
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— жесткость при изгибе; ρ — плотность материала пластины; η — показа-

тель политропы газа; µ — коэффициент Пуассона; E — модуль упругости пластины;
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p∞ и V∞ — соответственно давление и скорость звука в невозмущенном потоке; R∗ —
интегральный оператор с ядром релаксации R(t).

Решения системы (1), удовлетворяющие граничным условиям задачи, будем искать в
виде
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где Wnm(t) — неизвестные функции времени.
После определения из второго уравнения (1) функции напряжений Φ и последующего

применения метода Бубнова — Галеркина к первому уравнению (1) получим систему ин-
тегродифференциальных уравнений (ИДУ) относительно искомых функций Wkl(t). Введя
в ИДУ безразмерные величины
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и сохраняя при этом прежние обозначения, запишем
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γk, γkl, Γklnmir, aklnmir — безразмерные коэффициенты [10].
Интегрирование системы (3) проводилось численным методом, предложенным в ра-

ботах [11, 12]. Для этого запишем ее в интегральной форме, тогда формула численного
интегрирования при ядре Колтунова — Ржаницына R(t) = A · exp(−βt)tα−1, 0 < α < 1,
A > 0, β > 0 примет вид
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i = 1, 2, . . . ; n = 1, N ; m = 1, L. Здесь Aj, Bs — числовые коэффициенты, не зависящие от
выбора подынтегральных функций и принимающие различные значения в зависимости
от использованных квадратурных формул.

Результаты вычислений представлены в таблице. На основе формулы (4) определена
критическая скорость флаттера вязкоупругих пластин.

В таблице приведены критические значения скорости флаттера в зависимости от физико-
механических и геометрических характеристик пластины.

В качестве критерия, определяющего критическую скорость флаттера, принимаем усло-
вие, что при этих скоростях амплитуда колебаний изменяется по гармоническому закону.
При сверхкритических скоростях имеет место колебательное движение с интенсивно нара-
стающими амплитудами, которое может привести конструкцию к разрушению. В случае
V < Vkp амплитуда колебаний затухает.

Как видно из анализа результатов, приведенных в таблице, значение коэффициента
Vkp оказываются в упругом (A = 0) и вязкоупругом (A = 0.1) случаях соответственно
равным 854.15 и 753 м/с. Таким образом, вязкоупругие свойства материала приводят к
уменьшению скорости флаттера.

Обратим внимание на значительное увеличение Vkp при значениях параметра α. Для
α = 0.1, 0.75 критическая скорость флаттера, найденная по формуле (4), соответственно
равна 624 и 863.5 м/с, эти значения различаются на 38.4 %. Во всех вычислениях прини-
маются следующие значения постоянных: µ = 0.32, E = 2 ∗ 106 кг/cм2, p∞ = 1.014 кг/cм2.

В заключение отметим, что влияние параметра сингулярности α имеет доминирую-
щее значение не только в колебаниях вязкоупругих систем, но и в значениях критической
скорости флаттера по сравнению с другими реологическими параметрами ядра наслед-
ственности. Этот факт в данной работе установлен впервые. Кроме того, отметим, что
метод, предложенный в работах [11, 12], оказался эффективным не только при решении
слабосингулярных систем обыкновенных ИДУ, описывающих дискретную модель консер-
вативных задач [13], но и для неконсервативных задач устойчивости вязкоупругих систем.

A α β a/h Vkp, м/c

0 854.15
0.001 0.25 0.05 400 852.4
0.04 762
0.1 753

0.1 624
0.1 0.5 0.05 400 835

0.75 863.5

0.1 0.25 0.01 762
0.1 400 746.2

350 1130
0.05 0.25 0.05 450 525

480 435
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Проведенные исследования динамического поведения пластинки дают возможность най-
ти оптимальные варианты характеристики композиционных материалов, используемых в
авиационных конструкциях, выяснить эффективность армирования элементов конструк-
ции с целью снижения веса и улучшения эксплуатационных характеристик.
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