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The steady Navier — Stokes equations in vorticity-stream function formulation are

solved numerically using an explicit iterative scheme with the multicomponent optimization.

Nonreflecting boundary conditions at the inflow and outflow boundaries are based on a

certain approximation of the Navier — Stokes equations. Three test cases are presented.

Введение

Решение стационарной задачи движения вязкой несжимаемой жидкости в переменных
завихренности ω, линии тока ψ разностными методами имеет длинную историю [1, 2]. Из
всех проблем, рассматриваемых в литературе, можно выделить две. Первая — это пра-
вильная постановка краевых условий для ω на твердых стенках и краевых условий для ψ,
ω на “свободной границе” (например, на выходе из канала). Эта проблема достаточно полно
отражена в литературе (см. [3] и приведенную там библиографию). Вторая — построение
экономичных итерационных методов решения разностных схем, аппроксимирующих си-
стему уравнений Навье — Стокса. В основном используются неявные разностные схемы,
аппроксимирующие нестационарную систему уравнений Навье — Стокса с последующим
стационированием по времени. Такой подход требует выбирать временной дискретный па-
раметр τ не из условия быстрой сходимости нестационарной схемы, а из условия аппрок-
симации производной по времени и устойчивости разностной схемы. А это обстоятельство
накладывает ограничение на скорость сходимости. При этом использование в задачах про-
текания [4] неявных схем в дробных шагах требует достаточно простых краевых условий
на “свободной границе”. Гораздо реже встречаются работы, в которых разностная задача
рассматривается как система нелинейных уравнений (см. например [5, 6], так как выбор
начального приближения и итерационных параметров, обеспечивающих сходимость ите-
рационных схем, является достаточно трудной задачей.

В настоящей работе разностная задача, аппроксимирующая стационарную систему
уравнений Навье — Стокса в переменных ψ, ω, рассматривается как система нелиней-
ных уравнений. Для ее решения используется явная градиентная итерационная схема с
покомпонентной и групповой точной оптимизацией итерационных параметров. Такой вы-
бор параметров обеспечивает монотонное убывание нормы невязки независимо от задания
начального приближения. Обычно на каждом временном шаге приближенное значение
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функции тока находится путем решения уравнения Пуассона каким-либо итерационным
методом. В нашем случае предлагаемый итерационный метод ни внутренних итераций для
нахождения ψ, ни итераций по нелинейности не предполагает.

1. Постановка задачи

Рассмотрим двухмерное стационарное течение однородной вязкой несжимаемой жид-
кости. В безразмерном виде стационарная система уравнений Навье — Стокса в декартовой
системе координат в переменных вихрь ω, функция тока ψ имеет вид [7]

ν

(

∂2ω

∂x2
+

∂2ω

∂y2

)

−
∂ψ

∂y

∂ω

∂x
+

∂ψ

∂x

∂ω

∂y
= 0, (1)

∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂y2
= ω, (2)

где (x, y) ∈ Ω, Ω — прямоугольная область с границей Γ; ν > 0 — коэффициент кинемати-
ческой вязкости. Для системы уравнений (1), (2) необходимо задать следующие краевые
условия:

ψ = ϕ1(x, y), (x, y) ∈ Γ, (3)

∂ψ

∂n
= ϕ2(x, y), (x, y) ∈ Γ, (4)

где n — нормаль к Γ; функции ϕ1(x, y), ϕ2(x, y) определяются заданием на Γ вектора ско-
рости w = (u, v) (ϕ1 — с точностью до аддитивной постоянной); функция тока ψ связана
с элементами вектора скорости (u, v) равенствами

u =
∂ψ

∂y
, v = −

∂ψ

∂x
.

2. Разностная схема

Введем в области Ω неравномерную согласованную с границей Γ прямоугольную сетку
Ωh = {xi = xi−1 + hxi

, yj = yj−1 + hyj
, i ∈ I, j ∈ J} с сеточной границей Γh, I, J —

множества индексов внутренних точек, G — множество индексов i, j, отвечающих Γh. На
Ωh аппроксимируем систему уравнений (1), (2) разностной схемой

ν∆hωij − L
(1)
h (ψij)ωij + L

(2)
h (ψij)ωij = 0, (5)

∆hψij = ωij, i ∈ I, j ∈ J. (6)

Здесь L
(1)
h (ψij), L

(2)
h (ψij) — некоторые аппроксимации операторов

∂ψ

∂y

∂

∂x
,

∂ψ

∂x

∂

∂y
соответ-

ственно; ∆h — разностный оператор, аппроксимирующий оператор Лапласа со вторым
порядком [8]. Краевое условие (3) заменяется точным равенством

ψij = ϕ1(xi, yj), i, j ∈ G. (7)

Краевое условие для ω на твердой стенке мы задаем со вторым порядком аппроксима-
ции по формулам, приведенным в [4].



16 М.Ю. Балаганский, Ю.Н. Захаров

Все дальнейшие рассуждения и формулы остаются в силе и для других аппроксимаций
исходной краевой задачи.

Если ввести вектор u = {ωij, i ∈ I, j ∈ J, i, j ∈ G, ψij, i ∈ I, j ∈ J} размерности m, то
разностная задача (5)–(7) запишется в виде системы билинейных уравнений

A(u,u) = f , (8)

где A(u,u) = A1(u,u) + A2u, A1(u,u) — билинейный оператор, получающийся после ап-

проксимации нелинейной части уравнения (1), — −
∂ψ

∂y

∂ω

∂x
+

∂ψ

∂x

∂ω

∂y
; A2 — линейный опера-

тор, получающийся после аппроксимации линейной части задачи (1)–(4); f — известный
вектор, зависящий от функций ϕi(x, y), i = 1, 2.

Решение системы (8) каким-либо итерационным методом представляет собой достаточ-
но сложную задачу по нескольким причинам. Во-первых, трудно доказать существование
и единственность решения системы; во-вторых, из-за высокой размерности системы неэф-
фективно использовать неявные быстросходящиеся методы типа Ньютона — Канторови-
ча; в-третьих, нелинейность оператора A не позволяет использовать в схемах переменных
направлений, аппроксимирующих нестационарную систему уравнений Навье — Стокса,
оптимальные итерационные параметры.

3. Метод решения

Для решения (8) в вещественном евклидовом пространстве Hm рассмотрим явную ите-
рационную схему

un+1/2 = un − τn+1[A(un,un) − f ], (9a)

un+1 = un+1/2 + αn+1z
n, n = 0, 1, 2, . . . , (9b)

где zn ∈ Hm — некоторый вектор; u0 — произвольное начальное приближение из области
определения оператора A; τn+1 = const; αn+1 — итерационный параметр, который может
быть как константой, так и матрицей.

Если αn+1 = const, то норма невязки rn+1 = A(un+1,un+1) − f имеет вид

‖rn+1‖
2

= ‖rn+1/2‖
2
+

4
∑

k=1

αk
n+1Θkn,

где un+1 — решение (9b) и

Θ1n = 2(rn+1/2,F1n), Θ2n = (F1n,F1n) + 2(rn+1/2,F2n),

Θ3n = 2(F1n,F2n), Θ4n = (F2n,F2n),

F1n = A(un+1/2, zn) + A1(z
n,un+1/2), F2n = A1(z

n, zn).

Параметр αn+1 можно выбирать из условия минимизации ‖rn+1‖
2
. Для этого необхо-

димо решить уравнение

∂‖rn+1‖
2

∂αn+1

=
4

∑

k=1

kαk−1
n+1Θkn = 0.
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Корни этого уравнения находятся по явным формулам Кардано, и из трех возмож-
ных корней выбирается тот, который глобально минимизирует ‖rn+1‖. Следствием такого
выбора αn+1, в случае если оператор A и вектор zn таковы, что F1n 6= 0, имеет место нера-
венство ‖rn+1‖ < ‖rn+1/2‖. Если и τn+1 выбирается аналогичным образом, то ‖rn+1‖ < ‖rn‖,
n = 0, 1, . . .

Монотонное убывание нормы невязки в наших расчетах обеспечивал следующий вари-
ант схемы (9).

Пусть αn+1 = {α
(i)
n+1} — диагональная матрица. Тогда для (9b) справедливо равенство

yn+1
(i) = yn+1

(i−1) + α
(i)
n+1z

n
i , i = 1, 2, . . . ,m,

где yn+1
(0) = un+1/2, zn

i = (0, . . . , 0,
i

1, 0, . . . , 0) и α
(i)
n+1 выбирается последовательно, миними-

зируя ‖rn+1
(i) ‖

2
= ‖A(yn+1

(i) ,yn+1
(i) ) − f‖

2
. Здесь α

(i)
n+1 выбирается по тем же формулам, что и в

случае αn+1 = const. Это означает, что переход от компоненты вектора un+1/2 к компоненте
вектора un+1 происходит оптимальным образом (подробнее см. [9]).

Развивая далее подход вычисления каждой компоненты вектора un+1 со своим опти-
мальным итерационным параметром, можно находить диагональные элементы матрицы
αn+1 не последовательно, а из условия глобального минимума ‖rn+1‖.

Имеем
un+1 = un+1/2 + α

(1)
n+1z

n
1 + · · · + α

(m)
n+1z

n
m.

Используя билинейность оператора A, получим

rn+1 = A(un+1,un+1) − f =

= A1(u
n+1/2,un+1/2) + α

(1)
n+1A1(u

n+1/2, zn
1 ) + · · · + α

(m)
n+1A1(u

n+1/2, zn
m)+

+ α
(1)
n+1A1(z

n
1 ,u

n+1/2) +
(

α
(1)
n+1

)2

A1(z
n
1 , z

n
1 ) + · · · + α

(1)
n+1α

(m)
n+1A1(z

n
1 , z

n
m)+

. . .

+ α
(m)
n+1A1(z

n
m,un+1/2) + α

(1)
n+1α

(m)
n+1A1(z

n
m, zn

1 ) + · · · +
(

α
(m)
n+1

)2

A1(z
n
m, zn

m)+

+ A2u
n+1/2 + α

(1)
n+1A2z

n
1 + · · · + α

(m)
n+1A2z

n
m − f.

Пусть оператор A1 и векторы zn
i такие, что

A1(z
n
i , z

n
j ) = 0,∀i, j = 1, . . . ,m, (10)

тогда
rn+1 = rn+1/2 + α

(1)
n+1G(zn

1 ,u
n+1/2) + · · · + α

(m)
n+1G(zn

m,un+1/2),

где
G(zn

i ,un+1/2) = A(un+1/2, zn
i ) + A1(z

n
i ,u

n+1/2), i = 1, 2, . . . ,m.

Для краткости вместо G(zn
i ,u

n+1/2) будем записывать G(zn
i ). Отсюда

‖rn+1‖
2

= ‖rn+1/2‖
2
+

+ α
(1)
n+1(r

n+1/2, G(zn
1 )) + · · · + α

(m)
n+1(r

n+1/2, G(zn
m))+

+
(

α
(1)
n+1

)2

(G(zn
1 ), G(zn

1 )) + · · · + 2α
(1)
n+1α

(m)
n+1(G(zn

1 ), G(zn
m)) + · · ·+

+
(

α
(m)
n+1

)2

(G(zn
1 ), G(zn

m)).
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Для минимизации ‖rn+1‖ по α
(i)
n+1, i = 1, . . . ,m, необходимо решить систему линейных

уравнений
∂‖rn+1‖

2

∂α
(i)
n+1

= 0, i = 1,m,

которая в развернутом виде выглядит следующим образом:








(G(zn
1 ), G(zn

1 )) (G(zn
1 ), G(zn

2 )) . . . (G(zn
1 ), G(zn

m))
(G(zn

2 ), G(zn
1 )) (G(zn

2 ), G(zn
2 )) . . . (G(zn

2 ), G(zn
m))

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(G(zn

m), G(zn
1 )) (G(zn

m), G(zn
2 )) . . . (G(zn

m), G(zn
m))









×

×











α
(1)
n+1

α
(2)
n+1

. . . .

α
(m)
n+1











=









−(rn+1/2, G(zn
1 ))

−(rn+1/2, G(zn
2 ))

. . . . . . . . . . . . . . . .
−(rn+1/2, G(zn

m))









. (11)

При решении конкретной задачи условие (10) может быть трудновыполнимым, поэтому

задачу нахождения итерационных параметров α
(i)
n+1 можно упростить, если исходить не из

глобального условия минимизации ‖rn+1‖, а из более мягких условий.
Пусть I — множество всех индексов {i : i = 1,m}. Разобьем I на непересекающиеся

подмножества I1, I2,. . . ,Ik, для каждого из которых выполняется условие

A1(z
n
i , z

n
j ) = 0, ∀i, j ∈ Il, l = 1, . . . , k.

Тогда можно записать

yn+1
(l) = yn+1

(l−1) +
∑

i∈Il

α
(i)
n+1z

n
i , l = 1, 2, . . . , k,

где yn+1
(0) = un+1/2.

Параметры α
(i)
n+1 при i ∈ Il будем находить из условия глобального минимума

‖rn+1
(l) ‖ = ‖r

n+1/2
(l−1) +

∑

i∈Il

α
(i)
n+1G(zn

i ,yn+1
(l−1))‖.

Для нахождения каждой группы параметров необходимо решать систему линейных
алгебраических уравнений, аналогичных (11), только меньшей размерности.

Кроме того, если для каждой из Il выполняется условие

(G(zn
i ,y

n+1
(l−1)), G(zn

j ,yn+1
(l−1))) = 0, i 6= j,

то матрица системы (11) будет иметь диагональный вид, что позволяет легко найти ре-
шение.

Замечание. Если система (8) является сеточной задачей, то матрица A является лен-
точной и нахождение множеств I1, I2,. . . ,Ik осуществляется алгоритмом, рассмотренным
в [10].

Если система (8) имеет единственное решение, то предложенные выше алгоритмы мо-
гут обеспечить практическую сходимость схемы (9) для произвольных начальных данных.
Если же (8) имеет не одно решение, то схемой (9) мы будем находить обобщенное решение
(8). В сочетании с решением задачи на последовательности сеток предложенная итера-
ционная схема позволяет получать решения, совпадающие с натурными и численными
экспериментами других авторов [11 – 13].
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4. Численные расчеты

Для проверки эффективности предлагаемых алгоритмов была проведена серия чис-
ленных экспериментов по решению системы (1)–(2), описывающей внутреннее течение и
течение в бесконечных каналах:
Задача 1. Течение в квадратной каверне.

ψ|Γ = 0,
∂ψ

∂n

∣

∣

∣

Γ1

= −1,
∂ψ

∂n

∣

∣

∣

Γ2

= 0.

Здесь и далее n — нормаль к границе.

Задача 2. Течение в канале с каверной.

ψ
∣

∣

∣

Γ1

= P1(y), ψ
∣

∣

∣

Γ2

= 0, ψ
∣

∣

∣

Γ3

= H − h,

∂ψ

∂n

∣

∣

∣

Γ2∪Γ3

= 0, ψ −→ P1(y) при x −→ ∞.

Задача 3. Течение в канале с уступом.

ψ
∣

∣

∣

Γ1

= P1(y), ψ
∣

∣

∣

Γ2

= 0, ψ
∣

∣

∣

Γ3

= H − h,

∂ψ

∂n

∣

∣

∣

Γ2∪Γ3

= 0, ψ −→ P2(y) при x −→ ∞.

Здесь H — ширина канала; h — высота уступа; функции P1(y) и P2(y) задают течение
Пуазейля в канале шириной H − h и H соответственно.

В области Ω c размерами X × Y строится неравномерная, прямоугольная, с числом
точек Nx×Ny, сгущающаяся вблизи границ сетка. На этой сетке аппроксимируем систему
(1), (2) со вторым порядком аппроксимации [8]. На твердых стенках из условия ∂ψ/∂n =
ϕ2(x, y) задаются значения для завихренности ω со вторым порядком точности [4].

Получающуюся разностную задачу мы рассматривали как систему нелинейных уравне-
ний (8), которую решали итерационной схемой (9) в различных модификациях. Итерации
продолжались до выполнения условия ‖rn‖ ≤ ε, где rn = A(un,un) − f — невязка.

Решая задачи 1–3 на достаточно мелких сетках, мы использовали следующий алгоритм.
Вначале на грубой сетке, когда система (8) имеет невысокую размерность. Используя оп-
тимизацию по двум подмножествам, легко найти разностное решение. Интерполяция по-
лученного решения на более мелкой сетке берется за начальное приближение при решении
новой системы (8).
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Задача 1 является тестовой, и ее численное и экспериментальное решение хорошо из-
вестно. Поэтому решение именно этой задачи рассматриваемыми выше итерационными
алгоритмами позволило проверить их работоспособность. Как видно из рис. 1, получен-
ное решение имеет один центральный и два вторичных вихря и оно хорошо согласуется,
например, с результатами работ [11, 12].

Хотя существует несколько способов переноса краевых условий с бесконечности на
границу конечной области (см., например, [4]), все они не позволяют поставить правую
границу Γ4 близко к препятствию, где поток жидкости резко меняет направление движе-
ния.

Мы, как и в работах [14, 15], предлагаем на границе конечной области Γ4 (см. рисунки
к задачам 2,3) в качестве краевого условия задавать некоторую аппроксимацию самой си-
стемы уравнений (1), (2) внутрь области решения. Тогда разностная задача записывается
в виде (8), матрица которой как минимум шестидиагональна. В этом случае использова-
ние схем расщепления нецелесообразно и мы решали (8) с помощью итерационной схемы
(9).

Правильность полученного численного решения задач 2,3, а тем самым и правомер-
ность такого замыкания разностной схемы на Γ4 проверялись путем решения поставлен-
ной задачи в различных, все более увеличивающихся областях и сравнения полученных

Рис. 1. Течение в каверне: ν = 0.002, X ×
Y = 1 × 1, Nx × Ny = 51 × 51, ‖r0‖ = 29.90,

ε = 2 · 10
−7.

Рис. 2. Течение над каверной: ν = 0.002, X ×
Y = 2.3×1, Nx ×Ny = 93×41, ‖r0‖ = 7.60, ε =

1 · 10
−4.

Рис. 3. Течение над каверной: ν = 0.002, X×
Y = 3×1, Nx×Ny = 121×41, ‖r0‖ = 7.85, ε =

1 · 10
−4.

Рис. 4. Течение над каверной: ν = 0.002, X ×
Y = 2.3×1, Nx×Ny = 185×81, ‖r0‖ = 10.05, ε =

1.4 · 10
−3.
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решений в меньшей области.

Как показали расчеты задачи 2, внешний поток, обтекающий “каверну”, практически
не меняется, и в этом случае увеличение области решения вниз по потоку совершенно не
влияет на течение в “каверне” (сравним рис. 2, 3). Увеличение числа узлов в меньшей
области только уточняет решение (рис. 4).

Трудности решения задачи 3 связаны с тем, что при уменьшении коэффициента вяз-
кости ν увеличивается область, занятая вихрем за уступом. Например, для ν = 0.05 вихрь

а

ν = 0.05, X × Y = 1 × 1, Nx × Ny = 81 ×

81, ‖r0‖ = 40.08, ε = 3 · 10
−4

б

ν = 0.01, X × Y = 1.5 × 1, Nx × Ny = 31 × 21,

‖r0‖ = 9.88, ε = 1 · 10
−4

в

ν = 0.0025, X × Y = 1.5 × 1, Nx × Ny = 61 ×

41, ‖r0‖ = 3.13, ε = 3 · 10
−4

г

ν = 0.0025, X × Y = 2 × 1, Nx × Ny = 41 ×

41, ‖r0‖ = 3.11, ε = 2 · 10
−3

д

ν = 0.0025, X × Y = 9 × 1, Nx × Ny = 361 × 41, ‖r0‖ = 3.82, ε = 4 · 10−3

Рис. 5. Течение над уступом.
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заполняет область, по длине равную 0.6 высоты уступа, при этом точка отрыва (см. так-
же [16]) находится ниже угловой точки уступа (рис. 5, а). Для ν = 0.01 вихрь заполняет
уже две высоты уступа (рис. 5, б). Более того, из численных и натурных экспериментов
[12, 13] известно, что на верхней стенке канала имеется вихрь, начинающийся за основ-
ным вихрем, что делает течение вниз по потоку нетривиальным. В связи с этим обычно
используемые краевые условия [4] необходимо ставить достаточно далеко от уступа.

В нашем случае удается получить хорошее решение даже в области, лишь частично
захватывающей вихрь. При этом увеличение области решения более чем в три раза не
приводит к изменению решения в меньшей области более чем на 1 % и позволяет получить
картину течения в большой области (рис. 5, в–д), хорошо согласующуюся с результатами
численных и натурных экспериментов, приведенных в работах [12, 13].

Из проведенных расчетов можно сделать следующий вывод. Использование итерацион-
ной схемы (9) для решения разностной задачи с краевыми условиями на границе конечной
области, являющимися следствием аппроксимации самой исходной системы внутрь обла-
сти, позволяет эффективно решать задачу движения жидкости в бесконечных каналах.
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