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ДВУМЕРНАЯ ЦЕНТРИРОВАННАЯ ВОЛНА

В ТЕПЛОПРОВОДНОМ НЕВЯЗКОМ ГАЗЕ∗
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By means of special nonterminating convergent series one flow of heat-conducting

nonviscous gas is presented. This flow is similar to Riman’s centred wave and describes

the strong compression of two-dimensional gas layers taking into account the radiation and

Compton’s mechanism of photon diffusion. The series’ coefficients structure was analysed.

The theorem on existence and uniqueness of the solution in the class of analytical function

was proved.

Интерес к задачам о нестационарном сжатии стимулируют различные приложения, вклю-
чая проекты реализации инерционного управляемого термоядерного синтеза [1]. При этом
более выгодным (с точки зрения внешних затрат энергии) является сжатие, при котором в
сжимаемой среде не возникают ударные волны. Как известно, система уравнений газовой
динамики (для невязкой нетеплопроводной сжимаемой сплошной среды) имеет гипербо-
лический тип, и поэтому, в частности, в такой среде возможны течения газа со слабыми
разрывами на звуковых или контактных характеристиках [2]. Это свойство позволяет ре-
шать для такой модели сложные и важные задачи, например, задачу о безударном сильном
сжатии идеального газа [3]. Полная система уравнений Навье — Стокса (см., например, [4]),
описывающая течения вязкого теплопроводного газа, смешанного типа. В течениях такой
сплошной среды тоже могут быть слабые разрывы на фронте тепловой волны, распро-
страняющейся по холодному фону [5], или на контактной поверхности [6]. В работах [7,
8] показано, что в течениях теплопроводного невязкого газа могут присутствовать слабые
разрывы трех типов: на звуковых характеристиках, контактных поверхностях и фронте
тепловой волны, распространяющейся по холодному фону. Поэтому в течениях теплопро-
водного невязкого газа можно строить решения, описывающие сильное сжатие газа (в
частности, с помощью специальных бесконечных сходящихся рядов), и затем склеивать
построенные решения через характеристики с заданными фоновыми течениями.

В данной работе построено решение одной системы уравнений с частными производны-
ми, описывающее безударное сильное сжатие двумерных слоев теплопроводного невязкого
газа с учетом равновесного излучения и комптоновского механизма рассеивания фотонов
[9, 10]. Это решение строится в виде специального бесконечного сходящегося ряда и обла-
дает особенностью, аналогичной особенности в центрированной волне Римана (решении
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системы уравнений газовой динамики, описывающем некоторые плоские течения нетеп-
лопроводного невязкого газа).

Рассматривается идеальный газ при учете равновесного излучения, т. е. в качестве
уравнений состояния берутся следующие соотношения [9, 10]:

p = RρT + σT 4/3, e = cvT + σT 4/ρ, R, σ, cv > 0, γ − 1 =
R

cv

> 0, (1)

где p — давление; ρ — плотность; T — температура; e — внутренняя энергия; σ — постоян-
ная Стефана — Больцмана. Коэффициент теплопроводности κ принимается в соответствии
с комптоновским механизмом рассеивания фотонов [9, 10]:

κ =
2

γ − 1
σc∗α

T 3

ρ
, (2)

где c∗ — скорость света; α — положительная константа, зависящая от выбора системы
единиц.

Для описания течений такого газа в качестве независимых термодинамических пере-
менных могут использоваться плотность ρ и температура T . Рассматривается полная си-
стема уравнений Навье — Стокса [11], в которой коэффициенты динамической и объемной
вязкости положены равными нулю. В рассматриваемой системе стандартным образом вво-
дятся безразмерные переменные, причем за масштаб скорости берется скорость звука в
нетеплопроводном газе u00 =

√
RγT00, после чего система принимает вид

ρt + u·∇ρ + ρ divu = 0,

ut + (u·∇)u + (γρ)−1 [T∇ρ + (ρ + κ0k1T
3)∇T ] = 0,

Tt + u·∇T +(γ−1)T
ρ+κ0k1T

3

ρ+κ0k2T 3
divu = κ0

T 3

ρ(ρ+κ0k2T 3)

[

4T−∇ρ·∇T/ρ + 3 (∇T )2 /T
]

,

(3)

где введены следующие обозначения:

κ0 = 2σc∗α
T 3

00

Rρ2
00u00L

; k1 =
2ρ00u00L

3c∗α
; k2 = (γ − 1)

2ρ00u00L

c∗α
. (4)

Рассматриваются двумерные нестационарные течения теплопроводного невязкого га-
за, в которых ∂/∂x3 = w = 0. Все поверхности в пространстве x1, x2, x3 предполагаются
цилиндрическими (с образующими, параллельными оси Ox3) и поэтому отождествляются
с кривыми в плоскости x1Ox2. Пусть заданы фоновое течение U0(t, x1, x2) = {ρ0,u0, T0},
у которого w0 = 0, и некоторая цилиндрическая поверхность в пространстве x1, x2, x3 —
кривая Γ на плоскости переменных x1, x2. По U0 и кривой Γ однозначно определяется [7, 8]
звуковая характеристика в теплопроводном газе C±

κ , которая будет отделять фоновое те-
чение U0 от искомой волны сжатия и в момент t = t∗ совпадать с линией Γ. Таким образом,
кривая Γ есть поверхность C±

κ |t=t∗
, которая может быть задана в параметрическом виде:

x1 = x0
1(ξ), x2 = x0

2(ξ).
Вводятся обозначения

U0|C±
κ

= U00, U00|t=t∗
= U

0 (5)

и предполагается, что U0 есть аналитическая вектор-функция в окрестности некоторой
точки

(

t = t∗, x1 = x0
1(ξ0), x2 = x0

2(ξ0)
)

.

Далее делается переход от переменных x1, x2 к переменным η, ξ, при этом учитываются
геометрия кривой C±

κ |t=t∗
и значения газодинамических параметров на ней. Для этого (по
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аналогии с тем, как это было сделано для нетеплопроводного газа [3]) из каждой точки
кривой C±

κ |t=t∗
проводится прямая с направляющим вектором

V∗(ξ) = u
0(ξ) +

√

T 0γ−1n∗, (6)

где n∗ — единичный вектор нормали к C±

κ |t=t∗
. Такие прямые берутся за координатные

линии ξ = const. Затем кривые, ортогональные построенному пучку прямых, принимаются
за координатные линии η = const. В частности, такая кривая, проходящая через точку
(x0

1(ξ0), x
0
2(ξ0)), принимается за ось η = 0. Для удобства дальнейших исследований будем

считать, что в плоскости x1Ox2 линия η = 0 задается параметрически: x1 = ϕ1(ξ), x2 =
ϕ2(ξ). Тогда формулы перехода от (x1, x2) к (η, ξ) имеют вид [3]

x1 = ϕ1(ξ) − η
ϕ′

2(ξ)

A(ξ)
, x2 = ϕ2(ξ) + η

ϕ′

1(ξ)

A(ξ)
, (7)

где A(ξ) =
√

ϕ′
1
2(ξ) + ϕ′

2
2(ξ), A(ξ0) 6= 0. Кроме того, в дальнейшем потребуются выраже-

ния

x1ξ =

[

1 +
η

R(ξ)

]

ϕ′

1(ξ), x2ξ =

[

1 +
η

R(ξ)

]

ϕ′

2(ξ),

x1η = −ϕ′

2(ξ)

A(ξ)
, x2η =

ϕ′

1(ξ)

A(ξ)
,

где

A1(ξ) = A(ξ) + η∗(ξ)B(ξ); A2(ξ) =
√

η′
∗

2(ξ) + A2
1(ξ); R(ξ) = A3(ξ)/ (ϕ′′

1ϕ
′

2 − ϕ′′

2ϕ
′

1) ;

R(ξ) — радиус кривизны исходной кривой. С помощью этих выражений для x1ξ, x2ξ, x1η, x2η

находятся коэффициенты Ляме

H1 =
√

x1η
2 + x2η

2 = 1, H2 =
√

x1ξ
2 + x2ξ

2 = A(ξ) + ηB(ξ),

где B(ξ) = (ϕ′′

1ϕ
′

2 − ϕ′

1ϕ
′′

2) /A2. Введенные переменные η, ξ ортогональны между собой.
В новой системе координат линия C±

κ |t=t∗
задается некоторым уравнением η = η∗(ξ), а

вся поверхность C±

κ — уравнением η = η00(t, ξ), η00(t∗, ξ) = η∗(ξ). За значениями газоди-
намических параметров фонового течения на звуковой характеристике C±

κ сохраняются
обозначения

U0|C±
κ

= U00(t, ξ). (8)

Для записи системы (3) в переменных t, ξ, η используются следующие формулы для
операторов:

npη∇a = aη, npξ∇a = aξ/H2,
divu = [H2uη + B(ξ)u + vξ] /H2,

(9)

где u = npηu; v = npξu; npx3
u = 0.

Кроме того, в рассматриваемой системе вместо искомой функции плотности газа ρ
вводится другая искомая функция θ = lnρ. После введения новой функции θ четвертое
уравнение системы принимает следующий вид (первые три уравнения имеют вид, похо-
жий на вид уравнений для случая невязкого нетеплопроводного газа [3], поэтому здесь не
приводятся):
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Tt + uTη + vTξ/H2 + (γ − 1)T
1 + κ0k1e

−θT 3

1 + κ0k2e−θT 3
[H2uη + B(ξ)u + vξ] /H2 =

= κ0e
−2θ T 3

1 + κ0k2e−θT 3

[

Tηη + Tξξ/H
2
2 + (1/H2)

′

ξ Tξ/H2−

− θηTη − θξTξ/H
2
2 + 3

(

T 2
η + T 2

ξ /H2
2

)

/T
]

. (10)

Особенности коэффициентов полученной системы совпадают с особенностями функции
B(ξ) и нулями функции H2(ξ, η). У функции B(ξ) особенности только там, где они есть
у исходной кривой. Условие H2(ξ, η) = 0, т. е. η = −R(ξ), эквивалентно предположению о
нулевом радиусе кривизны некоторой линии η = const. Напомним, что по предположению
при η = 0 в некоторой окрестности точки ξ = ξ0 функция H2(ξ, η) отлична от нуля и B(ξ)
особенности не имеет.

Значение функции θ(t, η, ξ) на C±

κ

θ(t, η, ξ)|C±
κ

= θ00(t, ξ) = θ00(t, η00(t, ξ), ξ). (11)

Поскольку у искомого обобщения центрированной волны Римана в момент времени
t = t∗ производные по η не ограничены, делается еще одна замена переменных. За неза-
висимые переменные берутся t, θ, ξ, а за неизвестные функции – η, u, v, T . Якобиан такого
преобразования J = ηθ. Если J = 0, то в пространстве (t, η, ξ) имеет место бесконечный
градиент. При этом в пространстве (t, θ, ξ) у решения особенности нет. Если J = ∞, то на-
оборот – в пространстве (t, θ, ξ) у решения бесконечный градиент, а в пространстве (t, η, ξ)
особенность отсутствует. После такой замены система принимает следующий вид:
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



















































H2(u − ηt) − vηξ + H2uθ − ηξvθ + ηθ (B(ξ)u + vξ) = 0,

ηθH2ut + H2uθ(u − ηt) + ηθ (vuξ − B(ξ)v2) − ηξvuθ+

+H2γ
−1

[

T +
(

1 + κ0k1e
−θT 3

)

Tθ

]

= 0,

ηθH2vt + H2vθ(u − ηt) + ηθ (B(ξ)uv + vvξ) − ηξvvθ+

+γ−1
[

−Tηξ + (1 + κ0k1e
−θT 3) (ηθTξ − ηξTθ)

]

= 0,

H3
2 (η3

θTt − η2
θηtTθ + η2

θuTθ) + H2
2v (η3

θTξ − η2
θηξTθ) +

+H2
2 (γ − 1)T

1 + κ0k1e
−θT 3

1 + κ0k2e−θT 3

[

H2η
2
θuθ + η3

θB(ξ)u + η3
θvξ − η2

θηξvθ

]

=

= κ0
T 3e−2θ

1 + κ0k2e−θT 3

[

H3
2 (ηθTθθ − ηθθTθ) + H2(η

3
θTξξ − η2

θηξTθξ−

−(η2
θηξξ − 2ηθηθξηξ + η2

ξηθθ)Tθ − η2
θηξTθξ + ηθη

2
ξTθθ)−

−(H2)
′

ξ(η
3
θTξ − η2

θηξTθ) − H3
2ηθTθ + H2(η

2
θηξTξ − ηθη

2
ξTθ)+

+3T−1(H3
2ηθT

2
θ + H2(η

3
θT

2
ξ − 2η2

θηξTξTθ + ηθη
2
ξT

2
θ ))

]

.

(12)

В новой системе координат характеристика C±

κ задается соотношением θ = θ00(t, ξ) =
θ00(t, η00(t, ξ), ξ), а искомые функции на характеристике C±

κ такие: T |C±
κ

= T00(t, ξ), η|C±
κ

=
η00(t, ξ), u|C±

κ

= u00(t, ξ), v|C±
κ

= v00(t, ξ).
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Данные Коши для системы (12) задаются на характеристике C±

κ :

U|θ=θ00(t,ξ) = U00(t, ξ), (13)

где U = (η, u, v, T ) = U(t, θ, ξ) — вектор искомых функций.
Для обеспечения единственности решения этой характеристической задачи необходимо

задать одно краевое условие, поскольку C±

κ есть характеристика кратности один [3, 7, 8].
Этим условием является соотношение

η(t, θ, ξ)|t=t∗
= η∗(ξ), (14)

в котором η = η∗(ξ) — уравнение C±

κ -характеристики в момент t = t∗, аналогичное условию
вертикали [3].

Теорема. При t0 ≤ t ≤ t∗, t0 < t∗, в некоторой окрестности линии C±

κ у характе-
ристической задачи Коши (12) – (14) существует единственное локально аналитическое
решение.

При доказательстве данной теоремы задача (12) – (14) по известной методике [3] сво-
дится к некоторому стандартному виду, для которого справедлив аналог теоремы Кова-
левской о существовании и единственности решения в классе аналитических функций.

Из утверждения теоремы следует, что решение характеристической задачи Коши (12) –
(14) единственным образом представимо в виде сходящегося степенного ряда

U(t, θ, ξ) =
∞

∑

k=0

Uk(t, ξ)
[θ − θ00(t, ξ)]

k

k!
. (15)

Для уточнения области существования решения характеристической задачи Коши (12) –
(14) это решение перераскладывается в виде ряда по степеням (t − t∗):

U(t, θ, ξ) =
∞

∑

k=0

Uk(θ, ξ)
(t − t∗)

k

k!
, Uk(θ, ξ) =

∂k
U(t, θ, ξ)

∂tk

∣

∣

∣

∣

t=t∗

. (16)

Если в системе (12) положить t = t∗ и учесть (14), то четвертое уравнение обратится в
тождество, а первые три перейдут в систему







A1(u0 − η1) − v0η
′

∗
(ξ) + A1u0θ − η′

∗
(ξ)v0θ = 0,

A1u0θ(u0 − η1) − η′

∗
(ξ)v0u0θ + A1γ

−1T0 = 0,
A1v0θ(u0 − η1) − η′

∗
(ξ)v0v0θ − γ−1T0η

′

∗
(ξ) = 0.

(17)

Если четвертое уравнение системы (12) продифференцировать по t, положить t = t∗ и
учесть условие (14), то получится уравнение

A1

(

A2
1 + η′

∗

2
(ξ)

)

(

η1θT0θθ − η1θθT0θ − η1θT0θ +
3

T0

η1θT0θ
2

)

= 0, (18)

в котором первый множитель в силу сделанных ранее предположений заведомо не равен
нулю. В результате для четырех искомых величин η1, u0, v0, T0 получилась система (17),
(18) из четырех дифференциальных уравнений. Нахождение общего решения этой систе-
мы представляется достаточно трудной задачей, хотя некоторое продвижение в данном
направлении возможно [12]: деление (18) на η1θT0θ

(ln T0θ)θ − (ln η1θ)θ − 1 + 3 (ln T0)θ = 0 (19)
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позволяет понизить порядок этого уравнения:

T 3
0 T0θ = C1e

θη1θ. (20)

В дальнейшем в качестве функции T0(θ, ξ) берется функция, зависящая только от ξ:

T0(θ, ξ) = T00(ξ). (21)

Использование частного решения (21) в качестве функции T0(θ, ξ) обусловлено следую-
щим. Именно это свойство температуры — отсутствие скачка функции T в момент t = t∗
— наблюдается при численных расчетах соответствующей волны сжатия в теплопроводном
газе в плоскосимметричном случае [9]. Система (17) решается (с учетом частного решения
(21)) с помощью замены

Z = A1(ξ)(u0 − η1) − v0η
′

∗
(ξ), X = u0θ, Y = v0θη

′

∗
(ξ). (22)

Решения системы (17) выглядят следующим образом:

u0(θ, ξ) = ±
√

T00(ξ)γ−1A1(ξ)θ/A2(ξ) + u0(ξ),

v0(θ, ξ) = ∓
√

T00(ξ)γ−1η′

∗
(ξ)θ/A2(ξ) + v0(ξ),

η1(θ, ξ) = u0(ξ) − v0(ξ)η′

∗
(ξ)/A1(ξ) ±

√

T00(ξ)γ−1A2(ξ)(θ + 1)/A1(ξ),

(23)

где u0(ξ), v0(ξ) — произвольные функции, появившиеся в результате интегрирования диф-
ференциальных уравнений. Верхний знак в формулах (23) надо брать в случае движе-
ния звуковой характеристики C+

κ в сторону возрастания η, т. е. при сжатии слоя изнутри.
Нижний знак в формулах (23) берется в случае движения характеристики C−

κ в сторону
убывания η, т. е. при сжатии слоя газа снаружи. Таким образом, если определить нап-
равление сжатия слоя газа, то U0(θ, ξ) и η1(θ, ξ) определяются однозначно. Далее при
нахождении следующих коэффициентов для упрощения в формулах (23) берется верхний
знак, соответствующий сжатию слоя газа изнутри.

После дифференцирования четвертого уравнения системы (12) k +1 раз по t и подста-
новки t = t∗ получается дифференциальное уравнение для нахождения Tk(θ, ξ) (перемен-
ная ξ входит в это уравнение как параметр)

Tkθθ − Tkθ = Fk,4(θ, ξ). (24)

Решение уравнения (24) выглядит следующим образом:

Tk = Tk0(ξ) + Tk1(ξ)e
θ −

∫

Fk,4(θ, ξ)dθ + eθ

∫

Fk,4(θ, ξ)e
−θdθ, (25)

где Tk0(ξ), Tk1(ξ) — произвольные функции, появившиеся в результате интегрирования
дифференциального уравнения (24).

Для нахождения других коэффициентов ряда (16) сначала во втором и третьем урав-
нениях системы (12) исключается выражение (u− ηt) с помощью первого уравнения (пер-
вое уравнение остается без изменений). После дифференцирования второго и третьего
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уравнений системы (12) k раз по t и подстановки t = t∗ получается следующая система
дифференциальных уравнений для нахождения функций uk(θ, ξ) и vk(θ, ξ):

ukθ [−2A1(ξ)u0θ + η′

∗
(ξ)v0θ] + ukkη1θA1(ξ) + vkθu0θη

′

∗
(ξ) = Fk,2(θ, ξ),

vkθ [2η′

∗
(ξ)v0θ − A1(ξ)u0θ] + vkkη1θA1(ξ) − ukθv0θA1(ξ) = Fk,3(θ, ξ).

(26)

После приведения системы к нормальному виду получаем

ukθ − ukk
[

A2
2(ξ) + η′

∗

2(ξ)
]

/2A2
2(ξ) − vkk [A1(ξ)η

′

∗
(ξ)] /2A2

2(ξ) = F ∗

k,3(θ, ξ),

vkθ − ukk [A1(ξ)η
′

∗
(ξ)] /2A2

2(ξ) − vkk [A2
2(ξ) + A2

1(ξ)] /2A
2
2(ξ) = F ∗

k,2(θ, ξ),
(27)

где

F ∗

k,2(θ, ξ) = Fk,3 −
2η′

∗
(ξ)v0θ − A1(ξ)u0θ

u0θη′
∗
(ξ)

Fk,2, F ∗

k,3(θ, ξ) = Fk,2 +
η′

∗
(ξ)v0θ − 2A1(ξ)u0θ

v0θA1(ξ)
Fk,3.

Решение системы (27) находится методом вариации произвольной постоянной и выгля-
дит так:

uk(θ, ξ) = uk0(ξ)e
kθ/2 + η′

∗
vk0(ξ)e

kθ/A1+

+η′

∗
/A2

2

[∫ (

η∗
′F ∗

k,3 + A1F
∗

k,2

)

e−kθdθ
]

ekθ + A1/A
2
2

[∫ (

A1F
∗

k,3 − η′

∗
F ∗

k,2

)

e−kθ/2dθ
]

ekθ/2,

vk = −η′

∗
(ξ)uk0(ξ)e

kθ/2/A1(ξ) + vk0(ξ)e
kθ+

+A1/A
2
2

[∫ (

η′

∗
F ∗

k,3 + A1F
∗

k,2

)

e−kθdθ
]

ekθ − η′

∗
/A2

2

[∫ (

A1F
∗

k,3 − η′

∗
F ∗

k,2

)

e−kθ/2dθ
]

ekθ/2.

(28)

После дифференцирования k раз по t первого уравнения (и подстановки t = t∗) для
нахождения коэффициента ηk+1(θ, ξ) получается алгебраическое уравнение

ηk+1(θ, ξ) = Fk,1(θ, ξ). (29)

Функции Fk,i, 1 ≤ i ≤ 4, известным образом зависят от θ, ξ и предыдущих коэффи-
циентов рядов. Ввиду громоздкости представление Fk,i(θ, ξ) здесь не приводится. Произ-
вольные функции uk0(ξ), vk0(ξ), Tk0(ξ), Tk1(ξ), появившиеся в результате интегрирования
дифференциальных уравнений, подбираются таким образом, чтобы согласовать ряд (16)
со значениями газодинамических параметров на характеристике C±

κ (13).
Для детального исследования области сходимости построенных рядов используется
Лемма. Коэффициенты ηk+1, uk, vk, Tk при k ≥ 1 являются многочленами от θ и eθ/2

(с коэффициентами, зависящими от ξ), и максимальная суммарная степень входящих
в них одночленов вида θnemθ/2 не превосходит 2k, т. е. n + m/2 ≤ 2k. При этом каждая
из функций rk+1, uk, Tk обязательно содержит одночлен вида e2kθ с отличным от нуля
коэффициентом перед ним.

Доказательство леммы производится индукцией по k с использованием формул (25),
(26), (29). С помощью леммы устанавливается, что область сходимости ряда (16), решаю-
щего задачу (12) – (14), задается формулой

M(ξ)e2θ |t − t∗| < 1, (30)
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где M(ξ) — некоторая аналитическая функция, мажорирующая нуль. Таким образом,
область сходимости построенного решения является неограниченной по переменной θ в
некоторой окрестности точки ξ = ξ0.

С использованием формул (23) получаются следующие соотношения:

θ = ±A1

A2

√

γT−1
00

η − η∗
t − t∗

∓
(

√

γT−1
00

u0A1 − v0η′

∗

A2

− 1

)

+ f(t, θ, ξ)(t − t∗),

u = ±
√

γT−1
00

A1

A2

θ + u0(ξ) + g(t, θ, ξ)(t − t∗),

v = ∓
√

γT−1
00

η′

∗

A2

θ + v0(ξ) + h(t, θ, ξ)(t − t∗),

T = T00(ξ) + q(t, θ, ξ)(t − t∗),

где функции f(t, θ, ξ), g(t, θ, ξ), h(t, θ, ξ), q(t, θ, ξ) — аналитические в области (30). По тео-
реме о существовании неявно заданной функции первое из этих соотношений определяет θ
как функцию от переменных (η − η∗) / (t − t∗), t, ξ. Следовательно, три других газодинами-
ческих параметра (u, v, T ) можно считать функциями этих переменных. Таким образом,
построенное решение обладает особенностью, аналогичной особенности в центрированной
волне Римана.

Автор выражает глубокую благодарность С. П. Баутину за постановку задачи, полез-
ные рекомендации и оказанную поддержку.
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