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The numerical model of convection processes in Earth mantle is constructed on the
basis of vorticity and vector potential. The results of numerical experiments are presented.
The comparison with well-known benchmark problem shows good results.

Введение

Численному моделированию трехмерных конвективных течений в мантии Земли посвяще-
но большое количество работ (см., например, [1 – 7] и приведенную в них библиографию).
Особо можно отметить статью Busse F. H. et al. [4], в которой содержатся результаты трех-
мерного моделирования конвективных течений в мантии, полученные разными авторами
в применении к одной и той же задаче. При решении трехмерных задач гидродинамики
достаточно хорошо зарекомендовали себя переменные “завихренность” — “векторный по-
тенциал” [8 – 13]. Анализ известных работ показывает, что при численном моделировании
конвективных процессов в мантии Земли указанным переменным уделено недостаточное
внимание. Так, например, в статье [13] имеется решение только для постоянной вязкости.
В настоящей работе предпринята попытка построения численной модели конвективных
процессов в мантии Земли, основанной на вышеупомянутых переменных и методе дроб-
ных шагов. В качестве первого этапа анализа работоспособности построенной численной
модели осуществлено сопоставление с результатами работы [4].

1. Постановка задачи

1.1. Основные уравнения

Для решения задач тепломассопереноса в мантии Земли привлекается хорошо известная
система дифференциальных уравнений в декартовых координатах [14, 15]:

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0, (1.1)
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∂p

∂x
=

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂z
, (1.2)

∂p

∂y
=

∂τyx

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τyz

∂z
, (1.3)

∂p

∂z
=

∂τzx

∂x
+

∂τzy

∂y
+

∂τzz

∂z
+ αρgzT, (1.4)

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z
= χ∇2T, (1.5)

где ρ(x, y, z, t) — плотность; u(x, y, z, t), v(x, y, z, t), w(x, y, z, t) — компоненты вектора ско-
рости U; p(x, y, z, t) — давление; η(x, y, z, t) > 0 — коэффициент динамической вязкости;
α — коэффициент теплового расширения мантийной жидкости; T — температура жидкос-
ти; gz — z-компонента вектора силы тяжести g = (0, 0,−gz), т. е. ускорение свободного
падения; χ — коэффициент температуропроводности. Компоненты тензора напряжений
задаются следующим стандартным образом [16]:

τxx = 2η
∂u

∂x
, τxy = τyx = η

(

∂u

∂y
+

∂v

∂x

)

, τxz = τzx = η

(

∂u

∂z
+

∂w

∂x

)

,

τyy = 2η
∂v

∂y
, τyz = τzy = η

(

∂v

∂z
+

∂w

∂y

)

, τzz = 2η
∂w

∂z
.

1.2. Обезразмеривание

Переменные задачи могут быть обезразмерены с применением масштабных множителей
(табл. 1).

Т а б л и ц а 1

Название и обозначение Масштабный множитель

Длина, ширина и глубина (x, y, z) (x′, y′, z′)d

Время t t′d2/χ

Динамическая вязкость η η′η0

Давление p p′η0χ/d2

Температура T T ′Hd2/ρcpχ

Компоненты скорости (u, v, w) (u′, v′, w′)χ/d

Число Рэлея Ra Ra = αgzρd3∆T/η0χ

Здесь H — тепловыделение радиоактивных изотопов в мантии; cp — удельная тепло-
емкость при постоянной температуре; d — расстояние от поверхности Земли до ядро-
мантийной границы; ∆T = T0 — разность между температурой на подошве нижней мантии
и температурой на поверхности; η0 — масштабный множитель для динамической вязкости.

В результате в уравнении (1.4) вместо αρgz появится число Рэлея, а в (1.5) “исчезнет”
сомножитель χ:

∂p

∂z
=

∂τzx

∂x
+

∂τzy

∂y
+

∂τzz

∂z
− RaT, (1.4a)

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z
= ∇2T. (1.5a)

Из соображений простоты у обезразмеренных переменных оставлены те же обозначения,
что и у размерных.
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1.2.1. Краевые условия

В рассматриваемой ниже задаче тестирования [4] предполагаются симметричные условия
на всех боковых границах:

∂T

∂x
= u =

∂v

∂x
=

∂w

∂x
= 0,

x = 0, 0 ≤ y ≤ Y, 0 ≤ z ≤ 1;

x = X, 0 ≤ y ≤ Y, 0 ≤ z ≤ 1;

∂T

∂y
= v =

∂u

∂y
=

∂w

∂y
= 0,

y = 0, 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ z ≤ 1;

y = Y, 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ z ≤ 1,

где X,Y — длина и соответственно ширина вычислительной области (параллепипеда).
На верхней границе температура и компоненты скорости нулевые, на нижней границе

температура T0 = 1 и компоненты скорости нулевые:

T = 1, u = v = w = 0, z = 0, 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ y ≤ Y ;

T = 0, u = v = w = 0, z = 1, 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ y ≤ Y.

1.2.2. Начальные данные

Система уравнений (1.1) – (1.5) устроена таким образом, что при t = 0 задаются начальные
условия лишь для температуры [17]:

T (x, y, z, 0) =
_

T (x, y, z).

В качестве
_

T в настоящей работе выбиралась функция

_

T (x, y, z) = (1 − z) + 0.2(cos(πx/X) + cos(πy/Y )) sin(πz). (1.6)

2. Описание трехмерных геодинамических течений
c применением завихренности и векторного
потенциала

Система дифференциальных уравнений, применяемых для расчетов течения мантийного
вещества, может быть записана в переменных ω,ψ [8, 16, 18].

Завихренность ω определяется из соотношения

ω = ∇× U, (2.1)

которое расписывается покомпонентно следующим образом:

ωx =
∂w

∂y
−

∂v

∂z
, ωy =

∂u

∂z
−

∂w

∂x
, ωz =

∂v

∂x
−

∂u

∂y
.

Кроме того, вводится векторный потенциал

ψ = iψx + jψy + kψz,

удовлетворяющий уравнению несжимаемости

∇ · U = 0,
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причем
U = ∇× ψ, (2.2)

т. е.

u =
∂ψz

∂y
−

∂ψy

∂z
, v =

∂ψx

∂z
−

∂ψz

∂x
, w =

∂ψy

∂x
−

∂ψx

∂y
. (2.3)

После подстановки (2.2) в (2.1) получим

∇× (∇× ψ) = ω. (2.4)

Если в (2.4) учесть, что векторный потенциал может быть выбран произвольно, например,
так, чтобы [8]

∇ψ = 0,

то из уравнения (2.4) получим векторное уравнение Пуассона

∇2ψ = −ω

или три скалярных:

∇2ψx = −ωx, ∇2ψy = −ωy, ∇2ψz = −ωz. (2.5)

Применяя операцию “ротор” к уравнениям (1.2) – (1.4) и учитывая, что

ωx = wy − vz, ωy = uz − wx, ωz = vx − uy, G = ηω,

получим соотношения

∇2Gx = ηxxω
x + (ηxω

x
x + ηyω

y
x + ηzω

z
x) + F1 + RaTy,

∇2Gy = ηyyω
y +

(

ηxω
x
y + ηyω

y
y + ηzω

z
y

)

+ F2 − RaTx,

∇2Gz = ηzzω
z + (ηxω

x
z + ηyω

y
z + ηzω

z
z) + F3,

(2.6)

где
F1 = 2(ηzzwy − ηyyvz) + 2ηyz(vy − wz) − ηxy(uz + wx) + ηxz(vx − uy);

F2 = 2(ηxxuz − ηzzwx) + 2ηxz(wz − ux) − ηyz(vx + uy) + ηxy(wy − vz);

F3 = 2(ηyyvx − ηxxuy) + 2ηxy(ux − vy) − ηxz(wy + vz) + ηyz(uz − wx).

В случае постоянной вязкости запишем

∇2ω = i

(

Ra
∂T

∂y

)

+ j

(

−Ra
∂T

∂x

)

+ k0,

т. е. имеем еще три скалярных уравнения Пуассона (к имеющимся в (2.5)):

∇2ωx = Ra
∂T

∂y
, ∇2ωy = −Ra

∂T

∂x
, ∇2ωz = 0 (2.7)

или три уравнения (2.6) в случае переменной вязкости. Причем компоненты вектора за-
вихренности вычисляются простым делением компонент вектора G на η в каждой точке
вычислительной области.

Последнее уравнение, замыкающее систему, — уравнение теплопереноса

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x
+ v

∂T

∂y
+ w

∂T

∂z
= ∇2T. (2.8)
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Таким образом, для решения поставленной трехмерной задачи потребуется интегрирова-
ние шести однотипных уравнений Пуассона и вычисление уравнения (2.8) для температу-
ры, которое является общим для любого способа записи основных уравнений.

2.1. Граничные условия для завихренности и векторного

потенциала

С учетом краевых условий в п. 1.2.1 граничные условия для функций ω,ψ выглядят
следующим образом:

на поверхностях Sleft, где x = 0, и Sright, где x = X (рис. 1), 0 ≤ y ≤ Y , 0 ≤ z ≤ 1:

∂ψx

∂x
= ψy = ψz = 0,

∂ωx

∂x
= ωy = 0, ωz =

∂v

∂x
; (2.9)

на поверхностях Sfront, Sback, где y = 0 и y = Y (рис. 2), 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ z ≤ 1:

∂ψy

∂y
= ψx = ψz = 0,

∂ωy

∂y
= ωx = 0; ωz = −

∂u

∂y
; (2.10)

на поверхностях Sbottom, Stop, где z = 0 и z = 1 (рис. 3), 0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ y ≤ Y :

∂ψx

∂z
= ψx =

∂ψy

∂z
= ψy = ψz = 0, ωx = −

∂v

∂z
, ωy =

∂u

∂z
, ωz = 0. (2.11)

Рис. 1. (Sleft, Sright)-плоскости (yz). Рис. 2. (Sfront, Sback)-плоскости (xz).

Рис. 3. ( Sbottom, Stop)-плоскости (xy).
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3. Конечно-разностный алгоритм решения задачи

Для решения поставленной задачи вводилась простейшая равномерная сетка. В прямо-
угольном параллепипеде Π = [0, X]× [0, Y ]× [0, Z], который с помощью одномерных сеток

ς(1)
m : 0 = x1 < x2 < ... < xM = X,

ς(2)
n : 0 = y1 < y2 < ... < yN = Y,

ς
(3)
k : 0 = z1 < z2 < ... < zK = Z

разбит на частичные параллепипеды:

Πi,j = [xi, xi+1] × [yj, yj+1] × [zk, zk+1]

(i = 1, 2, ...,M−1; j = 1, 2, ..., N−1; k = 1, 2, ..., K−1), вводились постоянные hx = xi+1−xi,
hy = yj+1 − yj, hz = zk+1 − zk. Кроме того, ∆t = ts+1 − ts = τt = const, где индексом s
обозначен текущий слой по времени: ts = s∆t (s = 0, 1, 2, ...).

На примере задачи с переменной вязкостью алгоритм решения задачи сводится к по-
следовательному интегрированию системы уравнений {(2.3), (2.4), (2.6)} на каждом слое
по времени. При этом для решения каждого уравнения Пуассона ∇2Ω = Φ используется
итерационная схема стабилизирующей поправки [19]:

Ωn+1/3 − Ωn

τf

= LxxΩ
n+1/3 + LyyΩ

n + LzzΩ
n − Φ,

Ωn+2/3 − Ωn+1/3

τf

= Lyy(Ω
n+2/3 − Ωn), (3.1)

Ωn+1 − Ωn+2/3

τf

= Lzz(Ω
n+1 − Ωn),

где Φ — правая часть уравнения Пуассона; τf — итерационный параметр, играющий роль
фиктивного времени. Итерационный процесс останавливается при условии

max

∣

∣

∣

∣

Ωn+1 − Ωn

Ωn+1

∣

∣

∣

∣

< ε, (3.2)

где ε > 0 — некоторая малая положительная константа, определяемая в процессе вычис-
лений; верхний индекс в формулах (3.1), (3.2) обозначает номер итерационного шага.

Уравнение переноса тепла (2.6) интегрируется также с применением схемы стабилизи-
рующей поправки:

T s+1/3 − T s

τt

+ uLxT
s+1/3 − LxxT

s+1/3 = −vLyT
s + LyyT

s − wLzT
s + LzzT

s,

T s+2/3 − T s+1/3

τt

+ vLyT
s+2/3 − LyyT

s+2/3 = vLyT
s − LyyT

s, (3.3)

T s+1 − T s+2/3

τt

+ wLzT
s+1 − LzzT

s+1 = wLzT
s − LzzT

s,

где τt — величина шага по времени.
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В схемах (3.1) и (3.3) трехточечные разностные операторы Lxx, Lyy, Lzz и Lx, Ly, Lz

аппроксимируют дифференциальные следующим образом:

∂2f

∂x2
∼= Lxxf =

fi+1 − 2f + fi−1

h2
x

,
∂f

∂x
∼= Lxf =

fi+1 − fi−1

2hx

.

Для остальных операторов аппроксимации подобны (3.4).
На каждом дробном шаге (итерации) схем (3.1), (3.3) применялись скалярные трехто-

чечные прогонки. Схема вычислений выглядит следующим образом:
1) По закону (1.6) вычисляется начальное распределение температуры.
2) Вычисляется в случае переменной вязкости (в соответствии с работой [4]) η(T ) =

exp[θ/(T + Θ) − θ/(0.5 + Θ)], причем θ = [225/ ln(r)] − 0.25 ln(r) и, кроме того, r =
η|T=0/η|T=1 = 20.

3) Вычисляются правые части уравнений (2.6) или (2.7).
4) Из уравнений (2.6) или (2.7) методом установления определяются компоненты век-

тора завихренности.
5) Из уравнений (2.5) методом установления определяются компоненты векторного

потенциала.
6) Вычисляются компоненты вектора скорости по формулам (2.3).
7) Вычисляются там, где это необходимо, граничные условия для завихренности по из-

вестной схеме усреднения (Полежаев и др. [20]), которая позволяет повысить устойчивость
вычислительного алгоритма:

ωn+1
Γ = γF (ψn+1) + (1 − γ)ωn

Γ.

Здесь γ — параметр релаксации, причем γ ∈ (0, 1), а F (ψn+1) — правая часть соотношений,
которые аналогичны условиям Тома [21] для двумерного случая:

на поверхности (yz), x = const:

ωz
1,j,k = −

2

h2
x

(ψz
2,j,k), i = 1,

ωz
M,j,k = −

2

h2
x

(ψz
M−1,j,k), i = M ;

на поверхности (xz), y = const:

ωz
i,1,k = −

2

h2
y

(ψz
i,2,k), j = 1,

ωz
i,N,k = −

2

h2
y

(ψz
i,N−1,k), j = N ;

на поверхности (xy), z = const:

ωx
i,j,1 = −

2

h2
z

(ψx
i,j,2), ωy

i,j,1 = −
2

h2
z

(ψy
i,j,2), k = 1,

ωx
i,j,K = −

2

h2
z

(ψx
i,j,K−1), ωy

i,j,K = −
2

h2
z

(ψy
i,j,K−1), k = K.

Остальные условия от векторного потенциала не зависят.
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8) Проверяется по формуле (3.2) сходимость для векторного потенциала; если условие
(3.2) при некотором ε > 0 не выполняется, то процедура вычислений повторяется (внут-
ренние итерации).

9) На основе решения уравнения (2.8), определяется распределение температуры внут-
ри расчетной области.

10) Вычисляются вспомогательные параметры задачи, а также величины, необходи-
мые для тестирования (см. п. (i)–(vi) следующего параграфа), после чего начиная с п. 2
вычисления повторяются.

4. Результаты численных расчетов

Поскольку основной целью работы является сопоставление с результатами Busse et al. [4],
в задаче вычислялись следующие параметры:

(i) число Нуссельта (Nu) по формуле Blankenbach [22]

Nu = −(XY )

∫∫

Stop

Tzdxdy

и среднеквадратичная скорость

Vrms =

√

√

√

√

√







1

XY Z

∫∫

A

∫

(u2 + v2 + w2)dxdydz







,

где A — объем параллепипеда со сторонами X, Y и Z;
(ii) значение вертикальной компоненты скорости w и температуры T в угловых точках

среднего сечения конвективного слоя;
(iii) значение теплового потока ϑ = −∂T/∂z в некоторых точках области;
(iv) интегральный параметр, вычисляемый по формуле

τ(x, z) =

Y
∫

0

∂T

∂z
dy

в точках (0, 0.25), (L/2, 0.25), (L, 0.25) интегрированием вдоль оси Y ;
(v) средняя температура Tm, вычисляемая на горизонтальном сечении области на глу-

бине z = 0.75;
(vi) в случае переменной вязкости значение вертикальной компоненты вектора зави-

хренности ωz в точке (0.75, 0.25, 0.75).
Размерные значения (в системе СИ), которые были использованы в [4] и в настоящей

работе, принимались следующими:

d = 2 700 000, ∆T = 3700, χ = 10−6, α = 10−5, ρ = 3300, gz = 10.

4.1. Постоянная вязкость

Расчеты проводились для следующих значений параметров: длина области X = 1.0079,
ширина Y = 0.6283, высота Z = 1.000. Масштабный множитель при вязкости η0 = 8.0198 ·
1023. Число Рэлея Ra = 30 000.
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Система, которая решается при постоянной вязкости, состоит из уравнений (2.5), (2.7)
и уравнения переноса тепла (2.8). Граничные условия в точности соответствуют условиям
(2.9) – (2.11).

Следует заметить, что для задачи в представленном виде разноименные компоненты
векторов ω и ψ не связаны между собой ни через соотношения (2.5), (2.7), (2.3), ни через
граничные условия. Благодаря этому обстоятельству можно разбить процедуру вычисле-
ний на три независимых потока, что значительно сократит время расчетов на многопро-
цессорной ЭВМ.

Результаты. В работе Busse [4] наиболее полно представлены результаты Кристен-
сена (Chr), которые можно принять за эталонные. Сопоставление результатов расчетов
Кристенсена и автора (Che) представлено в табл. 2. Соответствие достаточно хорошее.

Т а б л и ц а 2

Векторный потенциал — вектор завихренности.
Постоянная вязкость

№ Наименование Результаты Результаты Относительная
параметра Кристенсена автора ошибка,

на сетке 32 × 32 × 64 на сетке 32 × 32 × 32 %

1 Nu 3.544 3.577 0.9312

2 Vrms 41.00 41.41 1.0000

3 w(0,0,0.5) 116.6 121.2 3.9451

4 w(0,S,0.5) 40.50 40.00 1.2346

5 T (0,0,0.5) 0.8013 0.8099 1.0733

6 T (0,S,0.5) 0.6188 0.6174 0.2262

7 τ(0,0) −0.3647 −0.3648 0.0274

8 τ(L/2,0) −0.1292 −0.1196 7.4303

9 τ(L,0) −0.1104 −0.1052 4.7101

10 Tm(0.75) 0.5215 0.5197 0.3452

Относительная ошибка вычислялась по формуле

Err =

∣

∣

∣

∣

Che − Chr

Chr

∣

∣

∣

∣

100 %. (4.1)

Близкие результаты были получены и на сетке (24 × 24 × 24).

4.2. Переменная вязкость

Расчеты проводились для следующих значений параметров: длина области X = 1.00,
ширина Y =1.00, высота Z =1.00. Масштабный множитель при вязкости: η0 =1.20165 ·1024.
Число Рэлея Ra = 20 000, r = η|T=0/η|T=1 = 20.

Система, которая решается при переменной вязкости, состоит из уравнений (2.5), (2.6)
и уравнения переноса тепла (2.7). Граничные условия в точности соответствуют условиям
(2.9) – (2.11).

Кроме этих шести уравнений Пуассона в расчетах используются соотношения (2.3) для
вычисления вектора скорости.
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Результаты. Как и в предыдущем случае с постоянной вязкостью, полученные ав-
тором результаты расчетов с вязкостью, зависящей от температуры, сопоставлялись с
результатами расчетов Кристенсена (табл. 3). Установлено их хорошее соответствие.

Т а б л и ц а 3

Векторный потенциал — вектор завихренности.
Переменная вязкость

№ Наименование Результаты Результаты Относительная
параметра Кристенсена автора ошибка,

на сетке 32 × 32 × 64 на сетке 32 × 32 × 32 %

1 Nu 3.03927 3.040 0.0240

2 Vrms 35.132 35.18 0.1366

3 w(0,0,0.5) 165.91 167.2 0.7775

4 w(0,S,0.5) −26.72 −26.43 1.0853

5 w(L,S,0.5) −58.23 −58.23 0.0000

6 T (0,0,0.5) 0.90529 0.9067 0.1558

7 T (0,S,0.5) 0.49565 0.4965 0.1715

8 T (L,S,0.5) 0.23925 0.2379 0.5643

9 ϑ(0,0) 5.83390 5.8121 0.3737

10 ϑ(0,S) 1.71360 1.7322 1.0854

11 ϑ(L,S) 0.7684 0.7731 0.6117

12 τ(0,0) −0.5059 −0.5141 1.6209

13 τ(0,S) −0.1921 −0.1891 1.5617

14 τ(L,S) −0.1388 −0.1356 2.3055

15 Tm(0.75) 0.56593 0.5636 0.4117

16 Tm(0.50) 0.58158 0.5799 0.2889

17 Ω(0.75,0.25,0.75) −11.125 −11.25 1.1236

Результаты расчетов сравнивались с данными Кристенсена как наиболее полными из
имеющихся в статье [4]. Ошибка вычислялась по (4.1). Аналогичные результаты получены
на сетке (48 × 48 × 48).

Выводы

Полученные результаты позволяют сделать оптимистический вывод о жизнеспособности
подхода с использованием переменных “завихренность” — “векторный потенциал” для за-
дач тепломассопереноса в мантии Земли.

Автор благодарит Г. Г. Черных и С. А. Тычкова за постоянное внимание к работе.
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