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The procedure based on the modified two-step Lax — Wendroff method is suggested
for calculating one-dimensional non-stationary motion of porous media described by the
mathematical two-velocity model with two stress tensors. Results of computer modelling
of the processes of air shock wave passing the boundary between gas and porous medium
and the reflection from rigid wall covered by the porous layer are presented.

Введение

Исследование воздействия воздушных ударных волн на преграды, покрытые пористым
слоем, представляет значительный научный и практический интерес. Теоретическому ана-
лизу этой задачи посвящены работы [1–13]. В [1–4, 11] пористая среда, насыщенная газом,
моделировалась в односкоростном приближении газовзвесью твердых невзаимодействую-
щих микрочастиц или жидкостью с пузырьками газа. Такой подход позволяет получить
некоторые оценки, в частности, усиления полного напряжения на преграде, экранирован-
ной пористым слоем.

В [5–7, 8–10, 12, 13] учитывались эффекты несовпадения скоростей и давлений фаз,
а также межфазное силовое и тепловое взаимодействие. Это позволяет описать процесс
не только качественно, но и количественно, например, рассчитать временную зависимость
полного напряжения, давления газа, приведенного напряжения на преграде. Следует от-
метить, что все модели являются незамкнутыми, т. е. содержат модельные параметры,
значения которых следует определять из эксперимента. В [8–10] для расчета движений
пористой порошкообразной среды, представляющей собой двухфазную смесь газа и кон-
тактирующих между собой твердых частиц, используется численный метод крупных ча-
стиц первого порядка точности. При этом вводятся искусственные вязкости в каждой из
фаз для устранения неустойчивости счета.

В настоящей работе предложена методика расчета одномерных нестационарных дви-
жений пористых сред, описываемых двухскоростной с двумя тензорами напряжений ма-

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Минобразования РФ, грант №97–0–4.2–130, Российского

фонда фундаментальных исследований, грант №98–01–00831 и Совета по поддержке ведущих научных

школ, грант №00–15–96157.

c© А.А. Губайдуллин, Д.Н. Дудко, С.Ф. Урманчеев, 2001.

7



8 А. А. Губайдуллин, Д. Н. Дудко, С. Ф. Урманчеев

тематической моделью, основанная на двухшаговом методе Лакса — Вендроффа. Ее воз-
можности проиллюстрированы на примере компьютерного моделирования процессов про-
хождения волной границы раздела газ — пористая среда и отражения от жесткой стенки,
покрытой пористым материалом. Проанализировано влияние параметров пористой среды
и волны на протекание процесса отражения; выполнено сравнение численных результатов
с экспериментальными данными других авторов.

1. Математическая модель

Рассмотрим двухфазную смесь плотно упакованной зернистой пористой среды, поровое
пространство которой заполнено газом. Для описания распространения волн в таких сре-
дах примем следующие допущения [14]: размер включений и неоднородностей в смеси мно-
го больше молекулярно-кинетических размеров; размер неоднородностей (пор или частиц
твердой фазы) много меньше расстояний, на которых макроскопические или осредненные
параметры смеси или фаз меняются существенно; смесь монодисперсная, т. е. дисперс-
ная фаза в каждом элементарном объеме присутствует в виде сферических включений
одинакового радиуса; отсутствуют процессы дробления, слипания (коагуляции) и обра-
зования новых дисперсных частиц; отсутствует влияние особых свойств поверхностной
фазы; пренебрежимо малы кинетическая энергия пульсационного движения и пульсаци-
онный перенос не только в твердой, но и газовой фазах; пренебрежимо мал осредненный
тензор вязких напряжений в газовой фазе, т. е. вязкость газа будет учитываться только
в силе межфазного взаимодействия; микродеформации и смещения твердой фазы малы,
малы изменения и осцилляции истинной плотности этой фазы; массовые силы и фазовые
переходы отсутствуют.

В рамках принятых предположений для изучения распространения волн в таких средах
используем двухскоростную с двумя тензорами напряжений модель насыщенной пористой
среды [5, 14]. Запишем систему уравнений, описывающую плоское одномерное движение
газонасыщенной пористой среды, в векторном виде:
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0
i . Здесь и далее αi, ρi, ρ0

i , vi, ui — соответственно объемное содержание,
приведенная и истинная плотности, скорость, внутренняя энергия i-й фазы; p1 — давление
в газе. Индекс 1 относится к параметрам газа, 2 — твердой фазы.

Силу межфазного взаимодействия F представим в виде суммы двух сил: силы вязкого
трения Стокса Fµ и силы присоединенных масс Fm [5, 14]:
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,

где µ1 — динамическая вязкость газа; a2 — радиус частиц, составляющих скелет пористой
среды. Коэффициенты ηµ и ηm характеризуют вязкое и инерционное взаимодействие фаз и
зависят от структуры среды. В отличие от случая пористых сред, насыщенных жидкостью,
волновые процессы в газонасыщенных пористых средах характеризуются значительным
изменением числа Рейнольдса, поэтому следует учитывать зависимость коэффициента ηµ

от числа Рейнольдса [14]:
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2a2ρ
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µ1

; Cµ — коэффициент трения. Для этого коэффициента при значе-

ниях α2 > 0.45 имеется эмпирическая формула, полученная из обработки экспериментов
по стационарной продувке газов сквозь насыпной слой (разной пористости) неподвижных
сферических частиц [15]:
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Для газовзвесей (α2 ≤ 0.08) эта формула имеет вид
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В промежуточной области (0.08 < α2 < 0.45) предлагается использовать линейную интер-
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µ и C
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µ [14]:
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Отметим, что в работе [13] использовался аналог коэффициента Cµ, который принимался
постоянным, а его значение определялось для каждого образца пористой среды экспери-
ментально.

Межфазный теплообмен опишем с помощью числа Нуссельта, для чего воспользуемся
эмпирической формулой [16]

Q =
3α2

2a2
2

λ1Nu(T1 − T2),

Nu =

{

2.0 + 0.106RePr1/3, Re ≤ 200,

2.27 + 0.6Re2/3Pr1/3, Re ≥ 200,

Pr = cpµ1/λ1,

где λ1 — коэффициент теплопроводности газа; Ti — температура i-й фазы.

Будем считать скелет вязкоупругим со временем релаксации t20:

d2σ2∗

dt
− Ef∗
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dt
=

1

t20
(σ2∗ − Ee∗ε2∗).

Для описания деформирования насыпной пористой среды это уравнение следует до-
полнить условием

σ2∗ ≤ 0, σ2∗ = 0 при
dρ2

dt
< 0.

По определению
d2ε2∗

dt
=

∂v2

∂x
,

Ef∗ = ρ20D
2
f∗, Ee∗ = ρ20D

2
e∗.

Здесь σ2∗, ε2∗ — продольные компоненты тензоров приведенных напряжений и деформаций
второй фазы соответственно; Df∗, De∗ — продольные динамическая и статическая скорости
звука; Ef∗, Ee∗ — динамический и статический модули упругости.

Газ в порах примем идеальным, калорически совершенным:

p1 = ρ0
1RT1, u1 = cv1(T1 − T0) + u10,

где R — газовая постоянная; cv1 — удельная теплоемкость при постоянном объеме.

Сжимаемость газа многократно превосходит сжимаемость материала твердой фазы
(ρ0

1C1 ¿ ρ0
2C2). Поэтому можно предположить, что в случае газонасыщенной пористой

среды материал скелета несжимаем (ρ0
2 = ρ0

20). Проведенные расчеты подтверждают это
предположение [5, 6].

В силу несжимаемости материала твердой фазы деформация скелета происходит за
счет переупаковки зерен и изменения объемов пор. Тогда упругая внутренняя энергия
твердой фазы не меняется и вся работа внутренних межгранулярных сил переходит в
тепловую энергию:

u2 = c2(T2 − T0) + u20

(c2 — удельная теплоемкость материала твердой фазы).
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2. Конечно-разностная аппроксимация системы
уравнений газонасыщенных пористых сред

При заданных значениях ηm, Df∗, De∗, t20 выписанная система уравнений является зам-
кнутой. Процедура, используемая для ее численного интегрирования, на каждом шаге по
времени состоит из трех этапов. На первом этапе “замораживается” межфазное силовое и
тепловое взаимодействие, т. е. полагается Q = 0, и дифференциальные уравнения системы
интегрируются с помощью двухшаговой схемы Лакса — Вендроффа [17].

На первом шаге вычисляются значения переменных для промежуточного (n + 1/2)-го
временного слоя:
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где j = 1, 2, ..., N − 1; целочисленные нижние индексы соответствуют узлам конечно-
разностной сетки на n-м слое по времени (рис. 1).

На втором шаге значения переменных вычисляются для следующего (n+1)-го времен-
ного слоя:
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(j = 2, 3, ..., N − 1).
На втором этапе производится учет членов межфазного взаимодействия по схеме пер-

вого порядка точности:
Un+1

j = Un+1
j + ∆tQ

(

Un+1
j

)

.

При необходимости возможен третий этап — сглаживание полученного решения. С по-
мощью так называемого дифференциального анализатора [18] выделяются области фак-
тической нерегулярности решения. Для подавления счетных осцилляций решения в этих
областях применяется трехточечный оператор сглаживания:

ϕn+1
j = (1 − 2α)ϕn+1

j + α(ϕn+1
j−1 + ϕn
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0 — в противном случае

(j = 3, 4, ..., N − 2),

ϕ = {ρ1, ρ2, ρ1v1, ρ2v2, σ2∗, ε2}, (vi)
n+1
j = (ρivi)

n+1
j /(ρi)

n+1
j
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Рис. 1. Схема вычислений на первом этапе в соответствии с двухшаговым методом Лакса —
Вендроффа: пунктирные линии — вспомогательный шаг, сплошные — основной шаг.

(j = 2, 3, ..., N − 1).
Для задания граничных условий введем фиктивные ячейки, соответствующие узлам

j = 1 и j = N . Границы физической расчетной области проходят: левая — между первым
и вторым узлами, а правая — между N − 1 и N узлами. Использовались условие проте-
кания на левой границе ϕn

1 = ϕn
2 , ϕ = {ρ1, ρ2, v1, v2, T1, T2, ε2∗, σ2∗} и условие отражения от

жесткой стенки на правой vn
1 (N) = −vn

1 (N − 1), vn
2 (N) = −vn

2 (N − 1).
Шаг по времени в численном алгоритме выбирался из условия устойчивости решения

и точности расчетов процессов межфазного взаимодействия:

∆t ≤ min(∆tKFL
i , ∆tFi ), i = 1, 2,

где ∆tKFL
i = ∆x/(| vi |+Ci) — условие Куранта — Фридрихса — Леви; ∆tFi = a2

20ρi/(ηµµ1) —
время силовой (стоксовой) релаксации при межфазном взаимодействии; ∆x — шаг по
координате.

Что касается граничных условий на контактной границе газ — пористая среда, в ра-
ботах [19–22] показано, что в случае линейных волн давление газа и полное напряжение
должны быть непрерывны:

p1− = p1+, p1− = σ+, (1)

откуда следует, что σ2∗+ = 0. В случае нелинейных волн эти условия могут нарушаться.
Анализ соответствующих соотношений на скачках объемных концентраций твердой фазы
выполнен в работах [23, 24]. Для сохранения энтропии авторы вводят поверхностную силу,
действующую со стороны газа на твердую фазу. При этом для определения величины этой
силы требуется привлекать опытные данные.

При использовании схем сквозного счета можно явно не задавать граничные условия.
Результаты расчетов согласуются с условиями (1) для слабых волн, но с ростом интенсив-
ности падающей волны наблюдается скачок полного напряжения на контактной границе.

При анализе граничных условий возникают вопросы: можно ли проводить расчеты по
приближенной схеме, отбросив газ слева от пористой среды и заменив его “поршнем”, воз-
действующим на пористую среду, какие в этом случае будут условия на поршне, будет ли
он воздействовать только на скелет, только на газ в порах или на обе фазы одновременно?
Проведенный численный анализ показал, что возмущение из газа в насыщенную газом
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пористую среду передается через газ в порах, который через силовое межфазное взаимо-
действие вовлекает в движение твердую фазу. Решающую роль при этом играет слагаемое

α2
∂p1

∂x
в уравнении импульса твердой фазы, иногда называемое силой Архимеда. При его

отсутствии волна в твердой фазе не возбуждается (имеет практически нулевую амплиту-
ду), интенсивности других сил (вязкого трения, присоединенных масс и т. д.) оказывается
для этого недостаточно.

Рис. 2. Отражение ударной волны в воздухе от жесткой стенки: цифры у кривых соответствуют
моментам времени в мс.

В качестве теста решена задача о поршне в газе с отражением ударной волны от твер-
дой преграды (рис. 2). В процессе распространения ударной волны в численном расчете ее
амплитуда оставалась неизменной, фронт размазывался на 3–4 ячейки, а скорость распро-
странения соответствовала теоретическому значению. Давление отражения ps оказалось
равным теоретическому, рассчитанному по формуле [25]

ps =
(3γ − 1)pe − (γ − 1)p0

(γ − 1)pe + (γ + 1)p0

pe.

3. Численные результаты

Известно, что в насыщенной пористой среде исходное возмущение в процессе распростра-
нения распадается на две волны — быструю (деформационную) и медленную (фильтраци-
онную). Двухволновая структура возмущения присуща параметрам фаз (давлению газа и
напряжению в скелете, скоростям, температурам и т. д.), но профиль полного напряжения
в среде имеет практически одноволновую структуру. В случае газонасыщенной среды ско-
рость медленной волны много меньше, чем скорость быстрой, поэтому при взаимодействии
ударной волны с жесткой стенкой, покрытой пористым слоем, быстрая волна успевает пе-
реотразиться от стенки и свободной поверхности прежде, чем медленная волна достигнет
стенки. Это вызывает дополнительные трудности при анализе возникающей волновой кар-
тины. Однако наибольший практический интерес представляет суммарное воздействие на
преграду, которое описывается полным напряжением σ. Профиль давления газа хотя и
имеет двухволновую структуру, но наблюдается лишь фильтрационная (медленная) вол-
на, так как амплитуда быстрой волны, как правило, мала. В экспериментах на ударных
трубах обычно регистрируют полное напряжение и давление газа.

Перейдем к рассмотрению численных решений, полученных с помощью вышеописан-
ной методики. Исследовались прохождение треугольного импульса давления амплитуды
0.2 МПа и длительности 0.24 мс из газа в газонасыщенную пористую среду и отражение его
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Рис. 3. Эпюры полного напряжения σ, давления газа p1 и приведенного напряжения в скелете
σ2∗ при прохождении треугольного импульса длительности 0.24 мс в газонасыщенную пористую
среду (сталь—воздух, α10 = 0.46, a20 = 0.5 мм, t20 = 0.01 мс, D∗f = 500 м/с, ηm = 0.3, толщина
слоя 60 см). Цифры у кривых соответствуют моментам времени в мс.

от преграды. На рис. 3 изображены эпюры полного напряжения, давления газа и приве-
денного напряжения при воздействии ударной волны на насыщенную воздухом пористую
среду из стальных шариков с параметрами: α10 = 0.46 мм, a20 = 0.5 мм, Df∗ = 500 м/с,
t20 = 0.01 мс, ηm = 0.3. В момент времени 0.4 мс импульс распространяется по воздуху.
При падении на поверхность пористой среды он отражается почти как от жесткой пре-
грады (момент времени 0.6 мс). Причина этого явления заключается как в значительно
большей акустической жесткости пористой среды по сравнению с газом, так и в тормо-
жениии потока газа в порах, возникающем в результате действия сил аэродинамического
сопротивления частиц пористой среды. Воздушная ударная волна после прохождения в
насыщенную пористую среду (момент времени 0.6 мс) перестает быть ударной и становит-
ся фильтрационной, которая распространяется с небольшой скоростью, меньшей скорости
звука в воздухе (профили давления газа p1 на моменты времени от 1.0 и 1.8 мс). По ске-
лету со скоростью, близкой к продольной динамической скорости звука Df∗ = 500 м/с,
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распространяется деформационная волна, которая вследствие диссипации из-за межзе-
ренного трения затухает по мере распространения, за деформационной (быстрой) волной
сжатия движется медленная волна разрежения (профили приведенного напряжения σ2∗

на моменты времени 0.6 и 1.0 мс), скорость которой равна скорости фильтрационной вол-
ны в газе, а амплитуда мала. Рассмотрим процесс отражения треугольного импульса от
жесткой стенки на профилях полного напряжения σ (рис. 3). В моменты времени 1.0 и 1.8
мс волна, затухая, распространяется по пористому слою в направлении к жесткой стенке.
В момент 2.4 мс волна отражается от стенки. При этом давление на преграде существен-
но повышается и в следующие моменты 2.8 и 3.4 мс распространяется по направлению
к свободной поверхности, как волна сжатия. В момент 4 мс волна подошла к свободной
поверхности и начала отражаться от нее, далее волна будет распространяться, как волна
разрежения, по направлению к жесткой стенке.

Можно отметить, что волновая картина в экранирующем пористом слое определяется
волнами сжатия и разрежения, распространяющимися по твердой фазе пористой среды.

На рис. 4 приведены расчетные осциллограммы полного напряжения, давления газа и
приведенного напряжения в скелете пористой среды, записанные на контактной границе
воздух—пористая среда (x = 0) и жесткой стенке (x = 0.6 м). Штриховой линией показан
случай отсутствия пористого экрана. Осцилляции на кривых расчетные и не имеют физи-
ческого смысла. Видно, как в процессе распространения изменяются амплитуда и длина
импульса. В случае отсутствия пористого слоя волна имеет более высокую скорость. На
входе в пористую среду (x = 0) импульс усиливается до амплитуды 0.3 МПа и становится
длиннее (0.67 мс) (в случае отсутствия пористого слоя на этом же расстоянии импульс
имеет амплитуду 0.2 МПа и длительность 0.5 мс), по газу входит волна сжатия, а по ске-
лету — волна разрежения. Когда импульс доходит до стенки, он становится почти в два
раза шире, при отражении от преграды амплитуда увеличивается до 0.34 МПа (в случае
отсутствия пористого слоя — до 0.27 МПа). Когда импульс пришел на контактную грани-
цу после отражения от стенки, он имеет амплитуду 0.135 МПа, что меньше, чем в случае
отсутствия пористого слоя (0.15 МПа).

Вследствие переотражений от стенки и свободной поверхности пористого слоя и дис-
сипации пористой среды полное напряжение и давление газа стремятся к начальному
давлению, а приведенное напряжение — к нулю.

Исследовалось влияние параметров пористого слоя: толщины слоя, времени релаксации
напряжений, скоростей звука, радиуса зерен, пористости, длительности импульса — на
характер динамического воздействия на стенку.

С уменьшением времени релаксации t20 немонотонно изменяются амплитуда колеба-
ний полного напряжения на стенке и интенсивность их затухания. Это связано с тем, что
предельные значения t20, равные нулю и бесконечности, соответствуют упругому пове-
дению скелета с различными модулями упругости Ef∗ и Ee∗. Максимум диссипативных
потерь из-за межзеренного трения наблюдается при конечном ненулевом значении t20. С
увеличением отношения Df∗/De∗ (или Ef∗/Ee∗) эти потери растут. Межзеренное трение
является основной причиной затухания деформационной волны.

Изменение акустической жесткости пористого слоя влияет на амплитуду и период ко-
лебаний полного напряжения на преграде. Рост скоростей звука или плотности материала
скелета вызывает увеличение акустического сопротивления слоя и, следовательно, умень-
шение амплитуды колебаний. Увеличение скоростей звука приводит к уменьшению вре-
мени пробега волной пористого слоя и, следовательно, сокращает период колебаний, при
этом растет интенсивность затухания колебаний.
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Рис. 4. Осциллограммы полного напряжения σ, давления газа p1 и приведенного напряжения в
скелете σ2∗ при отражении треугольного импульса начальной длительности 0.24 мс от преграды,
экранируемой пористым слоем. Параметры пористого слоя такие же, как на рис. 3. Цифры —
расстояния от входа в пористую среду в м.

С увеличением радиуса зерен уменьшается интенсивность межфазного силового и теп-
лового взаимодействия и, как следствие, увеличивается амплитуда колебаний. При сравне-
нии со случаем отсутствия пористого слоя можно отметить, что пористый слой, состоящий
из крупных частиц, может усиливать воздействие на преграду.

При уменьшении пористости несколько увеличивается амплитуда колебаний приве-
денного напряжения и уменьшается давление газа, но изменение пористости не оказывает
существенного влияния на полное напряжение.

Что касается влияния толщины пористого слоя и длительности начального импульса,
то если ширина начального импульса больше толщины пористого слоя — происходит уси-
ление (максимальное давление на преграде больше, чем в случае отсутствия слоя), если
меньше — импульс успевает затухнуть при распространении по слою, и воздействие на
преграду ослабевает.

В качестве примера на рис. 5 приведены осциллограммы полного напряжения, давле-
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Рис. 5. Осциллограммы полного напряжения σ, давления газа p1 и приведенного напряжения в
скелете σ2∗, записанные на стенке при отражении треугольного импульса длительности 50 мкс,
прошедшего из воздуха в газонасыщенную пористую среду. Параметры пористого слоя такие же,
как на рис. 3. Цифры у кривых — значения толщины пористого слоя в мм.

ния газа и приведенного напряжения в скелете пористой среды в зависимости от толщины
пористого слоя (h = 0, 10, 50, 100 мм). В данном расчете ширина начального импульса
25 мм.

Выполнено сравнение численных результатов с экспериментальными данными [26] (рис. 6).
Эксперименты проводились на насыпной среде. Воздушная ударная волна, образующаяся
после разрыва диафрагмы в вертикальной ударной трубе (длина камеры высокого давле-
ния (КВД) 0.8 м, длина камеры низкого давления (КНД) 1.5 м), набегала на слой шариков,
лежащих на дне трубы с квадратным поперечным сечением 31× 31 мм. Для регистрации
воздействия на преграду в торце трубы под пористым слоем были установлены два дат-
чика: первый открыт для контакта с частицами, второй закрыт тонкой сеткой (диаметр
отверстий 0.2 мм). Открытый датчик записывал полное напряжение, а закрытый — дав-
ление газа. В экспериментах варьировались материал, из которого изготовлены шарики
(а — поливинилхлорид, α10 = 0.389, a20 = 1.665 мм; б — алюминий, α10 = 0.456, a20 = 0.835
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Рис. 6. Расчетные и экспериментальные данные (сплошные и штриховые линии соответственно)
по отражению воздушной ударной волны от стенки, покрытой слоем толщины h из шариков
поливинилхлорида (а) и алюминия (б).

мм), и толщина слоя. Интенсивность падающей ударной волны в воздухе соответствовала
числу Маха, равному 1.318, pw = 3.28 — давление отражения волны от стенки в случае
отсутствия пористого слоя. Параметры расчетной модели (t20 = 0.01 мс, ηm = 0.1; а —
Df∗ = 408 м/с, De∗ = 181 м/с; б — Df∗ = 375 м/с, De∗ = 250 м/с) подбирались из условия
наилучшего совпадения расчетной и экспериментальной осциллограмм для одной высоты
засыпки h, затем эти параметры использовались при расчетах для других значений h.

Из сравнения расчетных и экспериментальных осциллограмм полного напряжения и
давления газа на торце КНД можно сделать вывод о качественном согласии расчетного
решения с экспериментальными данными. Количественные отличия могут быть связаны
с недостаточно точным описанием процессов нагружения и разгрузки пористой среды ис-
пользуемой для численных расчетов моделью. В реальных средах, возможно, даже при
небольших циклических нагрузках необходим учет пластических явлений, а также эффек-
тов, связанных с уплотнением среды, изменением свойств среды в уплотненном состоя-
нии, и эффектов, вызванных неодномерностью процесса и др. Так, например, в [27] при
решении задачи об отражении ударной волны в пористом упругопластическом материале
обнаружены режимы, при которых не возникает отраженная ударная волна. В этом слу-
чае вся энергия падающей ударной волны переходит в тепловую за счет диссипации при
вязком затекании пор.

Заключение

Результаты выполненного исследования позволяют сделать вывод о том, что для компью-
терного моделирования движения двухскоростных с двумя напряжениями насыщенных
пористых сред возможно эффективное использование предложенной технологии, основан-
ной на двухшаговом методе Лакса — Вендроффа. Построенная теория позволяет описать
известные экспериментальные данные.
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