
Вычислительные технологии Том 5, № 6, 2000

МЕТОД ФИКТИВНЫХ ОБЛАСТЕЙ
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СВОБОДНОЙ КОНВЕКЦИИ

С НЕОДНОРОДНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ
УСЛОВИЯМИ

М.К. Орунханов

Казахский государственный национальный

университет им. аль-Фараби, Алматы

e-mail: orun@kazgu.almaty.kz

The justifications of the fictitious domain method for the convection equations is carried

out. The problem of natural convection with inhomogeneous conditions on the boundary

is considered. The junior coefficients were extended to the fictitious domain in order to

obtain the additional problem.

Для решения задач математической физики в областях сложной геометрии достаточно
приемлемые результаты дает использование метода фиктивных областей [1, 2]. Большин-
ство результатов по применению этого метода получено для задач с однородными гранич-
ными условиями [3–5], за исключением нескольких работ, например [6].

Рассмотрим неоднородную краевую задачу для уравнений естественной конвекции в
ограниченной области Ω с границей S:

(v · ∇)v = µ∆v −∇p + γgθ, (1)

(v · ∇) θ = χ∆θ, divv = 0, (2)

где g — постоянный вектор; γ — коэффициент объемного расширения; v, p, θ — поля ско-
ростей, давления и температуры соответственно; µ, χ — коэффициенты вязкости и тепло-
проводности. Систему уравнений (1), (2) дополним граничными условиями
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∣
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S
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Далее рассмотрим вспомогательную задачу, полученную продолжением в дополнитель-
ную область младших коэффициентов из задачи (1) – (3). Заметим, что теорема суще-
ствования для задачи (1) – (3) доказывается в процессе обоснования метода фиктивных
областей для этой задачи.

Пусть S — граница области Ω, область D полностью охватывает область Ω, S1 — гра-
ница области D и S1 ∈ C2, S

⋂

S1 = ∅, а также выполнены условия из [7, гл.1]:
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а) поля ϕs, θs можно продолжить в области D в виде

ϕ(x) = rotD(x), D(x) ∈ W 2
2 (D),

θ(x) = H0(x), H0(x) ∈ W 1
2 (D), Ω b D;

б) существует семейство дважды непрерывно дифференцируемых срезывающих функ-
ций ξ(x, δ) для δ ∈ (0, δ1), равных единице вблизи S, нулю — в точках Ω, удаленных от
границы на расстояние больше δ, единице — в области D1 = D \Ω. Потребуем также
выполнение неравенств
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где C — постоянная, не зависящая от δ ∈ (0, δ1). Полагаем, что

∮

S

ϕ · nds =

∮

S1

ϕ · nds = 0.

Обозначим
ϕ(δ, x) = rot (ξ(x, δ)D(x )) ,

H(δ, x) = ξ(x, δ)H0(x)

и положим

ϕδ(x) =

{

ϕ(x), x ∈ D1,
ϕ(δ, x), x ∈ Ω,

Hδ =

{

H0(x), x ∈ D1,
H(δ, x), x ∈ Ω.

Заметим, что
ϕδ(x) ∈ W 1

2 (D), divϕδ(x) = 0, Hδ(x) ∈ W 1
2 (D).

Сформулируем вспомогательную задачу в ограниченной области D:

(vε · ∇)vε = µ∆vε −∇pε +
ξε(x)

ε
(ϕ(x) − vε) + γgθε,

(vε · ∇) θε = χ∆θε +
ξε(x)

ε
(H0(x) − θε(x)) , (4)
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∣
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(5)

с условиями согласования
[
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∣

S
= 0, ξε(x) =

{

1, x ∈ D1,
0, x ∈ Ω,

(6)

где σ — метрический тензор; n — нормаль к границе S.
Пусть H1(D) — гильбертово пространство, порожденное скалярным произведением

(u,ψ)1
D = µ(vx,ϕx)D + χ(θx, ηx)D,

где u = (v, θ); ψ = (ϕ, θ); ∀ϕ,v ∈
◦

J1
2 (D); θ, η ∈

◦

W 1
2 (D), а

◦

J1
2 (D) является подпростран-

ством пространства
◦

W 1
2 (D), для функций из которого divv = 0, (u,v) =

∫

D

u · vdx.
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Пусть Hε
1(D) — гильбертово пространство со скалярным произведением

(u,ψ)ε = (u,ψ)1
D +

1

ε
(v,ϕ)D1

+
1

ε
(η, θ)D1

,

а норма определяется равенством
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(χ0 — произвольная положительная постоянная).
Дадим определение обобщенного решения задачи (4) – (6).
Определение. Обобщенным решением задачи (4) – (6) называются функции vε

1 = vε−
ϕδ(x) ∈

◦

J1
2 (D), θε

1 = θε −Hδ(x) ∈
◦

W 1
2 (D), удовлетворяющие интегральному тождеству

(

(vε
1 + ϕδ(x),∇)ω,vε

1 + ϕδ(x)
)

D
− µ

(

∇(vε
1 + ϕδ(x)),∇ω

)

D
−

−χχ0

(

∇(θε
1 + Hδ(x)),∇η

)

D
+ χ0

((

vε
1 + ϕδ(x),∇

)

η, θε
1 + Hδ(x)

)

D
+

+γ
(

g(θε
1 + Hδ(x)),ω

)

D
− 1

ε
(vε

1,ω)D1
− χ0

ε
(θε

1, η)D1
= 0, (7)

для ∀ω ∈
◦

J1
2 (D), η ∈

◦

W 1
2 (D).

Интегральное тождество (7) эквивалентно операторному уравнению

uε = Aεuε + F, uε = (vε, θε) (8)

в пространстве Hε
1(D), где Aε — нелинейный оператор и F определяются тождествами

Aεuε =
(

(vε
1 + ϕδ(x),∇)ω,vε

1 + ϕδ(x)
)

D
+

((

vε
1 + ϕδ(x),∇
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η, θε
1 + Hδ(x)

)

D
+ γ(θε
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F = µ
(

∇ϕδ · ∇ω
)

D
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(

∇Hδ(x),∇η
)

D
− γ(Hδ(x),gω).

Оператор Aε вполне непрерывный, это легко доказывается. Для доказательства теоре-
мы существования применим теорему Лере — Шаудера, т. е. покажем, что все возможные
решения операторного уравнения

uε = λAεuε + F (9)

при 0 6 λ 6 1 ограничены в Hε
1(D) одной и той же постоянной. Пусть uε(x, λ, δ1) —

решение операторного уравнения (9), т. е. удовлетворяет интегральному тождеству (7) с
δ = δ1. В тождестве (7) положим ω = vε

1(x), η = θε
1(x). Тогда приходим к тождеству

λ
(

(vε
1 + ϕδ1(x),∇)vε

1,ϕ
δ1(x)

)

D
− µ

∥

∥∇vε
1

∥

∥

2

D
− χχ0

∥

∥∇θε
1

∥

∥

2

D
−

−1

ε

(

∥

∥∇vε
1

∥

∥

2

D1

+
χ0

ε

∥

∥∇θε
1

∥

∥

2

D1

)

+ λχ0

((

vε
1 + ϕδ1(x),∇

)

θε
1, θ

ε
1 + Hδ1(x)

)

D
+

+γ
(

g(θε
1 + Hδ1(x)),vε

1

)

D
− µ

(

∇vε
1,∇ϕδ1

)

D
− χχ0

(

∇θε
1,∇Hδ1(x)

)

D
= 0,

из которого следует
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Оцениваем интегралы по неравенствам вложения
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Далее предполагаем, что χ0 достаточно большая величина, а параметр ν — малая величина
и χχ0 − Cν > ν0 > 0. В итоге приходим к неравенству
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, (10)

где s0 — положительная постоянная, не зависящая от δ, ε.
Теперь предполагаем, что множество решений

{

uε
1(x, λ, δ1)

}

не ограничено в сово-
купности, λ ∈ [0, 1]. Тогда существует подпоследовательность λ1, λ2, ..., λn, стремяща-
яся к λ0 при n → 0. Рассмотрим соответствующие этой последовательности функции
uε

1(x, λn, δ1) = uε
1n. Норма Sn = ‖uε

1(x, λn, δ1)‖Hε
1
(D) = ‖uε

1n‖Hε
1
(D) → ∞ при n → 0.

Обозначим

ωε
n =

uε
1n

‖uε
1n‖Hε

1
(D)

=
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1n
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=

(
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,
θε
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)

= (ωε
n, Tn) .

Поделив обе части (11) на S2
n, получим
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∣

∣
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Множество функций ωε
n равномерно ограничены по n в Hε

1(D). Переходя к пределу при
n → ∞, получаем

1 6 s0λn
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∣
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∣

∣

∣

∣

}

. (11)

Однако функция uε(x, λ, δ) =
{

vε
1 +ϕδ1(x)−ϕδ(x), θε

1 +Hδ1(x)−Hδ(x)
}

является обобщен-
ным решением задачи (8) с ϕδ(x), Hδ(x) при любом δ ∈ (0, δ1], причем норма

∥

∥uε(x, λn, δ)
∥

∥
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1
(D)

→
∞ при n → ∞.
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n→∞

uε(x, λn, δ)
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∥

∥
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1
(D)
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n→∞

uε
1n(x, λn, δ1)

∥

∥uε
1n(x, λn, δ1)

∥

∥

Hε
1
(D)

= (ωε(x), T ε(x)) ,

где uε(x, λn, δ) =
{

vε
1n +ϕδ1(x)−ϕδ(x), θε

1n +Hδ1(x)−Hδ(x)
}

. Ввиду этого для предельной
функции ωε

0 = (ωε, T ε(x)) неравенство (11) справедливо для любого δ ∈ (0, δ1]:

1 6 s0λn
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∣

∣

∣

∫
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(ωε · ∇)ωε,ϕδ
)

dx
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)
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∣

∣

∣

∣

∣

}

. (12)

Покажем, что неравенство (12) неверно при малых δ, ε. Рассмотрим интеграл

∫

D

(

(ωε · ∇)ωε,ϕδ
)

dx = lim
n→∞

∫

D

(

vε
1n(x, λn, δ1)

S2
n

· ∇
)
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1n(x, λn, δ1) · ϕδ(x)dx =
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n→∞

{

∫
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(
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n

· ∇
)

vε
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+

∫
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(
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1n(x, λn, δ1)

S2
n

· ∇
)
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1n(x, λn, δ1) · ϕδ(x)dx

}

.

Оценим по неравенству вложения второй интеграл правой части

∫
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(vε
1n(x, λn, δ1) · ∇)vε
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1n · ∇)vε

1n · ϕδ(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
∥
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∥

7

4
·α

D1

+
1

α′
ε−α′

1

∥

∥vε
1n

∥

∥

α′/4

D1

)

= J1.

Положим α = 8/7, α′ = 8, ε1 = ε1/24. Тогда

J1 6 C1

(

7

8
ε1/24

∥

∥∇vε
1n

∥

∥

2

D1

+
1

8
ε−1/3

∥

∥vε
1n

∥

∥

2

D1

)

6 C2

(

ε1/24µ
∥

∥∇vε
1n

∥

∥

2

D1

+ ε2/3 1

ε

∥

∥vε
1n

∥

∥

2

D1

)

6
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6 C3ε
1/24

(

µ
∥

∥∇vε
1n

∥

∥

2

D1

+
1

ε

∥

∥vε
1n

∥

∥

2

D1

)

.

Отсюда следует
J1

Sn

6 C3ε
1/24. (13)

Рассмотрим второй интеграл из (12)

∫

D

(ωε · ∇)T ε(x)Hδ(x)dx = lim
n→∞

{

∫

Ωδ

(vε
1n · ∇)T ε

1nHδ(x)

S2
n

dx +

∫

D1

(vε
1n · ∇)T ε

1nH0(x)

S2
n

dx

}

.

Рассуждая, как при выводе оценки (13), имеем

∣

∣

∣

∣

∣

∫

D1

(vε
1n · ∇)T ε

1nH0(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

6 C4ε
1/24.

После перехода к пределу при n → ∞ с функциями ϕδ(x), Hδ(x) имеем

1 6 s0λ0

{∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωδ

(

(ωε · ∇)ωε,ϕδ
)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

χ0

∫

Ωδ

(

(ωε · ∇)T ε, Hδ(x)
)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

}

+ C5ε
1/24,

где второй интеграл правой части оценивается следующим образом:
∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωδ

(

(ωε · ∇)T ε, Hδ(x)
)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

6
∥

∥∇T ε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥ωε
∥

∥

L4(Ωδ)

∥

∥Hδ(x)
∥

∥

L4(Ωδ)
6

6 C
∥

∥∇T ε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇H0(x)
∥

∥

L2(Ωδ)
→ 0 при δ → 0.

Оценим интеграл
∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωδ

(

(ωε · ∇)ωε,ϕδ
)

dx

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ωδ

((ωε · ∇)ωε · rot(ξ(x, δ)D(x))) dx

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∫

Ωδ

∣

∣(ωε · ∇)ωε
∣

∣ · (|∇ξ(x, δ)| + ξ(x, δ)|∇D(x)|)dx 6

6 C

∫

Ωδ

|ωε| · |∇ωε| ·
(

1

δ
+ |∇D(x)|

)

dx 6

6 C

(

1

δ

∥

∥ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
+

∥

∥ωε
∥

∥

L4(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇D(x)
∥

∥

L4(Ωδ)

)

6

6 C

(

1

δ

∥

∥ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
+

∥

∥∇ωε
∥

∥

2

L2(Ωδ)

∥

∥D(x)
∥

∥

W 2

2
(Ωδ)

)

.

Заметим, что
∥

∥∇ωε
∥

∥

2

L2(Ωδ)

∥

∥D(x)
∥

∥

W 2

2
(Ωδ)

→ 0, δ → 0.
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Здесь C — универсальная положительная постоянная, не зависящая от ε, δ:

1

δ

∫

Ωδ

∣

∣ωε
∣

∣ ·
∣

∣∇ωε
∣

∣dx 6
1

δ

∥

∥ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
.

Теперь используем легко доказуемую оценку

∥

∥ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
6 Cδ1/2

∥

∥ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
+ δ

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
. (14)

В силу (13) и (14) имеем

1 6 C6

(

∥

∥∇ωε
∥

∥

2

L2(Ωδ)
+

1

δ1/2

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥ωε
∥

∥

L2(S)
+ ε1/24 +

∥

∥∇T ε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)

)

.

(15)
Оценим следы функции ωε:

∥

∥ωε
∥

∥

L2(S)
6

∥

∥ωε − vε
1n

Sn

∥

∥

L2(S)
+

∥

∥

vε
1n

Sn

∥

∥

L2(S)
. (16)

Последнее слагаемое оценивается по теореме вложения:

∥

∥

vε
1n

Sn

∥

∥

L2(S)
6

∥

∥∇vε
1n

∥

∥

1/2

L2(D1)

Sn

·
∥

∥vε
1n

∥

∥

1/2

L2(D1)
6

1√
Sn

∥

∥vε
1n

∥

∥

1/2

L2(D1)
6 C7ε

1/4.

В неравенстве (16), переходя к пределу при n → ∞ и в силу теорем вложения, имеем

∥

∥ωε
∥

∥

L2(S)
6 lim

n→∞

∥

∥ωε − vε
1n

Sn

∥

∥

L2(S)
+ lim

n→∞

∥

∥

vε
1n

Sn

∥

∥

L2(S)
6 C7ε

1/4.

Из (15) и (3) следует

1 6 C8

(

∥

∥∇ωε
∥

∥

2

L2(Ωδ)
+

ε1/4

δ1/2

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
+

∥

∥∇T ε
∥

∥

L2(Ωδ)

∥

∥∇ωε
∥

∥

L2(Ωδ)
+ ε1/24

)

. (17)

Предполагаем, что ε1/4 6 δ1/2, причем постоянная C8 не зависит от ε, δ. Но такое нера-
венство невыполнимо, потому что левая часть (17) стремится к нулю при ε, δ → 0. Таким
образом, приходим к противоречию. Следовательно, выполнены все условия теоремы Ле-
ре — Шаудера. Нами доказана следующая

Теорема 1. Пусть выполняются требования а), б) и ε < δ. Тогда существует хотя бы
одно обобщенное решение задачи (4) – (6). Для этого решения при достаточно малом ε
имеет место оценка

∥

∥vε
x

∥

∥

2

L2(D)
+

∥

∥θε
x

∥

∥

2

L2(D)
+

1

ε

∥

∥ϕ(x) − vε
∥

∥

2

L2(D1)
+

1

ε

∥

∥H0(x) − θε
∥

∥

2

L2(D1)
6 C < ∞,

причем постоянная C не зависит от ε, δ.

На основании данной теоремы сделаем вывод, что из последовательностей vε, θε можно
выделить подпоследовательности, для которых имеют место соотношения

vε → v слабо в W 1
2 (Ω),
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θε → θ слабо в W 1
2 (Ω),

vε → v сильно в L4(Ω),
θε → θ сильно в L4(Ω),
vε → ϕS сильно в L2(S),
θε → θS сильно в L2(S).
В интегральном тождестве (7) переходим к пределу при ε → 0. В результате полу-

чаем, что v, θ являются обобщенным решением задачи (1) – (3). Таким образом доказана
следующая

Теорема 2. Пусть выполнены условия а), б). Тогда обобщенное решение задачи (4) – (6)
сходится к решению задачи (1) – (3) при ε → 0.
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