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This paper presents an effective, fast converging method for calculating 3-D stationary

transonic flows. One of its features is the combination of a local multigrid technique with

the algorithm of accelerating internal iterative processes by using the method of least

squares.

Одной из проблем компьютерного моделирования стационарных трансзвуковых течений
идеального газа является медленная скорость сходимости итерационных методов решения
систем сеточных уравнений. Смешанный тип уравнений газовой динамики (эллиптиче-
ский — в дозвуковых зонах, гиперболический — в сверхзвуковых) и обширные простран-
ственные расчетные области приводят к необходимости решения плохо обусловленных
систем конечно-разностных уравнений большой размерности. Одним из эффективных ме-
тодов ускорения сходимости релаксационных процессов является многосеточная техноло-
гия, которая в настоящее время находит все более широкое применение в вычислительной
аэродинамике. Многосеточная техника ускорения итераций была предложена Р. Федорен-
ко [7], затем, в работе [14], она была распространена на методы расчета трансзвуковых
потенциальных течений. В наши дни многосеточная технология широко используется в
алгоритмах численного решения уравнений Эйлера и Навье — Стокса. На ее основе, в со-
четании с техникой блочной генерации сеток [5], разработаны эффективные локальные
многосеточные методы (например, [4]).

В настоящей работе рассматривается многосеточный метод, построенный на основе
предобусловленного метода Ричардсона нефакторизованного типа. Его особенностью яв-
ляется ускорение сходимости внутренних итерационных процессов по методу наименьших
квадратов [13]. Эффективность метода иллюстрируется расчетами до- и трансзвукового
обтекания эллипсоида вращения, в том числе и на локально вложенных сетках.
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1. Исходные уравнения

Уравнение для потенциала скоростей в консервативной форме имеет вид

∂

∂x
(ρφx) +

∂

∂y
(ρφy) +

∂

∂z
(ρφz) = 0, (1.1)

где ρ — плотность, u = φx, v = φy, w = φz — декартовы компоненты скорости. Плотность
ρ и давление p определяются из интеграла Бернулли и условия изэнтропичности течения:

ρ =

[

1 +
γ − 1

2
M2

∞

(

1 − φ2

x − φ2

y − φ2

z

)

]
1

γ−1

,

p =
1

γM2

∞

[

1 +
γ − 1

2
M2

∞
(1 − φ2

x − φ2

y − φ2

z)

]
γ

γ−1

.

Здесь M∞ — число Маха набегающего потока, а γ — показатель адиабаты.
Уравнение (1.1) записано относительно безразмерных величин

ρ =
ρ̂

ρ̂∞

, u =
û

û∞

, v =
v̂

û∞

, w =
ŵ

û∞

,

p =
p̂

ρ̂∞û
2
∞

, x =
x̂

l
, y =

ŷ

l
, z =

ẑ

l
,

где l — характерный масштаб (например, наибольшая полуось обтекаемого эллипсоида),
ρ̂, û, v̂, и т. д. — размерные величины.

Введем преобразование координат:

ξ = ξ(x, y, z),

η = η(x, y, z),

ζ = ζ(x, y, z).

В криволинейных координатах уравнение (1.1) примет вид:

∂

∂ξ

(

ρU

J

)

+
∂

∂η

(

ρV

J

)

+
∂

∂ζ

(

ρW

J

)

= 0. (1.2)

Здесь U, V,W — контрвариантные составляющие скорости:

U = A1φξ + A4φη + A5φζ ,

V = A4φξ + A2φη + A6φζ ,

W = A5φξ + A6φη + A3φζ ,

где
A1 = ξ2

x + ξ2

y + ξ2

z , A2 = η2

x + η2

y + η2

z ,

A3 = ζ2

x + ζ2

y + ζ2

z , A4 = ξxηx + ξyηy + ξzηz,

A5 = ξxζx + ξyζy + ξzζz, A6 = ηxζx + ηyζy + ηzζz,

а J = ξx(ηyζz − ηzζy) + ηx(ξzζy − ξyζz) + ζx(ξyηz − ξzηy) — якобиан преобразования.
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Воспользуемся следующими очевидными тождествами:

ξx = J(yηzζ − yζzη), ηx = J(yζzξ − yξzζ), ζx = J(yξzη − yηzξ),

ξy = J(xζzη − xηzζ), ηy = J(xξzζ − xζzξ), ζy = J(xηzξ − xξzη),

ξz = J(xηyζ − xζyη), ηz = J(xζyξ − xξyζ), ζz = J(xξyη − xηyξ).

Тогда декартовы компоненты скорости будут вычисляться по формулам:

φx = ξxφξ + ηxφη + ζxφζ ,

φy = ξyφξ + ηyφη + ζyφζ ,

φz = ξzφξ + ηzφη + ζzφζ .

2. Конечно-разностная схема

Для решения уравнения (1.2) воспользуемся консервативной конечно-разностной схемой

δ̄ξ(ρ̄U) + δ̄η(ρ̄V ) + δ̄ζ(ρ̄W ) = 0, (2.1)

где

ρ̄ =
ρ

J
,
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Заметим, что без нарушения общности можно положить δξ = δη = δζ = 1.
Компоненты скорости Ūj+ 1

2

, V̄k+
1

2

, W̄l+ 1

2

в нецелых узлах вычисляются по формулам:
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2

= A1,j+ 1

2
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1

2
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1

2
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1
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W̄l+ 1

2
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(A5,l+1δξφl+1 + A5,lδξφl) +

1
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(A6,l+1δηφl+1 + A6,lδηφl),

где δξφj = (φj+1 − φj−1)/2, δηφk = (φk+1 − φk−1)/2, δζφl = (φl+1 − φl−1)/2 — центральные
аппроксимации второго порядка производных потенциала вдоль направлений ξ, η, ζ.

Для стабилизации схемы в сверхзвуковых областях, где уравнение (1.2) имеет гипербо-
лический тип, значения плотности ρ∗ на гранях расчетной ячейки задаются выражениями
[6]:
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. (2.2)

В (2.2) параметры r, m, n определяются следующим образом:

r =

{

0 при Ūj+ 1

2

> 0,

1 при Ūj+ 1

2

< 0,
m =

{

0 при V̄k+
1

2

> 0,

1 при V̄k+
1

2

< 0,
n =

{

0 при W̄l+ 1

2

> 0,

1 при W̄l+ 1

2

< 0.

При θ = 0 мы получим формулу линейной интерполяции, определенную на узлах, сме-
щенных против потока. Однако при этом схема понижает свой порядок аппроксимации до
первого. При θ = 2 мы получим формулу параболической интерполяции, которая и была
использована в описанных ниже расчетах. В этом случае схема сохраняет второй порядок
аппроксимации.

Коэффициент искусственной вязкости νj+ 1

2

вычисляется по формуле

νj+ 1

2

=

{

max[M̂2
j − 1, 0]C при Uj+ 1

2

> 0,

max[M̂2
j+1 − 1, 0]C при Uj+ 1

2

< 0,

где M̂ = c
√

A1/U , c2 = pγ/ρ. Параметр C подбирается эмпирическим путем (C ' 1).
Значения νk+

1

2

, νl+ 1

2

определяются аналогичным образом.

3. Базовый релаксационный метод

Запишем конечно-разностную задачу в виде

Lhφh = fh, (3.1)

где Lh — нелинейный разностный оператор. Для ее решения воспользуемся неявным ите-
рационным процессом

[αI − N ] ∆φh = Lφn
h − fh,

φn+1

h = φn
h + ω∆φh, (3.2)

где α и ω — релаксационные параметры, а N — линейный оператор, аппроксимирующий
Lh. В настоящей работе Lh получался из N путем “замораживания” значений плотности.
Отметим, что при α = 0 мы получим упрощенный вариант метода Ньютона.

Линейная система уравнений решалась методом верхней релаксации (если течение до-
звуковое) либо методом типа Гаусса — Зейделя (при сверхкритических режимах обтека-
ния).

Замечание 3.1. Использование приближенной факторизации неявного оператора (ADI,
попеременно-треугольного методов и т. д.) упрощает реализацию базового итерационного
процесса. Так, расщепляя стабилизирующий оператор по пространственным направлени-
ям, мы получим известную схему Стегера [6] для уравнения (1.2), реализуемую скалярны-
ми прогонками. Применение ADI метода в многосеточном алгоритме изложено, например,
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в [14]. Предобусловленные методы, основанные на приближенной LU факторизации неяв-
ного оператора, рассмотрены в [8,15]. Однако в этих случаях, из-за ошибок приближенной
факторизации, неявный оператор не будет приближаться к Lh по мере уменьшения α. Воз-
никает проблема выбора оптимальных параметров α и ω , которая сама по себе является
далеко не очевидной.

4. Алгоритм ускорения итераций

Для ускорения сходимости внутренних итераций в методе (3.2) использовался алгоритм
А. Слепцова [13]. Суть алгоритма заключается в построении приближения для вектора по-
грешности в подпространстве векторов невязок. Изначально метод ускорения сходимости
был предложен для линейных итераций. В дальнейшем он был обобщен на итерационные
процессы численного решения широкого класса задач аэрогидродинамики [10].

Приведем описание алгоритма для случая решения системы линейных уравнений

Ax = b (4.1)

итерационным методом вида
xk+1 = Txk + g, (4.2)

где T — сжимающий оператор.
Шаг 1. Начиная с некоторого x0 вычисляем (m + 2) приближения xi (i = 1, . . . , m + 2)

методом (4.2).
Шаг 2. Вычисляем приращения zn = xn+1 − xn (n = 1, . . . , m + 1).
Шаг 3. Строим ŷm+2 — приближение погрешности ym+2 = xm+2−x (x — точное решение

(4.1)):

ŷm+2 =
m

∑

i=1

αizi+1.

Коэффициенты αi находим из системы уравнений

m
∑

i=1

(zi − zi+1, zj − zj+1)αi = (zm+1, zj − zj+1), j = 1, . . . , m.

Шаг 4. Поправляем xm+2:
xm+2 + ŷm+2 → xm+2.

Если критерии сходимости не выполнены, берем xm+2 в качестве начального приближения
в шаге 1.

В настоящей работе все расчеты проводились при m = 2.
Замечание 4.1. Алгоритм ускорения легко применяется к уже запрограммированным

итерационным методам.
Замечание 4.2. Алгоритм проще в реализации, а во многих случаях более эффекти-

вен, чем широко используемый обобщенный метод минимальных невязок [12] (см. [10]).
Замечание 4.3. Метод ускорения может быть применен к нелинейным релаксацион-

ным методам (см., например, [10,11]), поэтому возможно использование описанного выше
алгоритма для ускорения сходимости базовой релаксационной схемы (3.2).
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5. Многосеточный метод на двух сетках

Известно, что релаксационные методы довольно быстро подавляют высокочастотные со-
ставляющие ошибки приближенного решения. Однако решение в низкочастотной части
спектра сходится медленно. Очевидно, что низкочастотная компонента на мелкой сет-
ке становится высокочастотной на грубой. Таким образом, после малого числа итераций
на мелкой сетке ошибка будет иметь только низкочастотные компоненты, которые будут
эффективно подавляться на более грубой сетке. Этот принцип лежит в основе многосе-
точного метода Р. Федоренко [7].

Для двух сеток алгоритм выглядит следующим образом.
Пусть требуется найти решение системы конечно-разностных уравнений (3.1).
Шаг 1. Некоторым итерационным методом (в нашем случае — методом (3.2)) находится

ψh — приближение для решения системы (5.1).
Замечание 5.1. Дальнейшая стратегия заключается в нахождении приближения для

погрешности ch из проекции условия Lh(ψh + ch) = fh на иерархически вложенную сетку.
Шаг 2. На сетке с удвоенными шагами решается (как можно точнее) система уравнений

L2hφ2h = R (−Lhψh + fh) + L2h (Rψh) , (5.1)

где R : gh→g2h, где gh — сеточная функция. В результате получаем ψ2h — приближение
для φ2h.

Шаг 3. Вычисляем ĉh — приближение для ch:

ĉh = P (ψ2h − Rψh) ,

где P : g2h→gh .
Шаг 4. Поправляем ψh по формуле

ψh + ĉh → ψh.

Если полученное приближение не достаточно точно, берем его в качестве начального при-
ближения в шаге 1.

Замечание 5.2. Приведенный выше алгоритм применим как для линейных, так и для
нелинейных систем сеточных уравнений.

Замечание 5.3. Формально алгоритм легко обобщается на сколь угодно большое чис-
ло вложенных сеток.

6. Многосеточные технологии и их приложения

6.1. Тестовые задачи

Дальнейшее описание многосеточной технологии приведем на примере решения задач о
безвихревом до- и сверхкритическом обтекании эллипсоида вращения идеальным газом.
Для расчета течений использовалась эллипсоидальная система координат, относительно
которой строилась равномерная сетка (рис. 1).

В работе представлены лишь расчеты продольного обтекания эллипсоида с соотно-
шением полуосей 2:1 под нулевым углом атаки, при этом циркуляция полагалась рав-
ной нулю. Однако полученные оценки эффективности предложенной методики оказались
справедливыми и для более широкого класса течений.

Замечание 6.1. Расчеты проводились по алгоритму, построенному для произвольного
преобразования системы координат и во всей области.
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Рис. 1. Пример расчетной области и эллипсоидальной сетки.

6.2. V циклы

Как известно, многосеточная стратегия определяется, в основном, двумя факторами: по-
следовательностью вложенных сеток и техникой циклического пересчета на ней искомых
величин. Число вложенных сеток зависит от того, насколько мы в состоянии аккуратно ре-
шить вспомогательную задачу о построении приближения для вектора погрешности. Как
уже упоминалось во введении, при численном моделировании пространственных стацио-
нарных трансзвуковых течений мы сталкиваемся с проблемой решения плохо обусловлен-
ной системы сеточных уравнений большой размерности. Однако, как легко видеть, уже
для двух сеток вспомогательная задача сводится к решению системы в 8 раз меньшей
размерности. Если при решении этой задачи возникают сложности, то вводим дополни-
тельную вложенную сетку и рекуррентно повторяем процедуру, описанную в разделе 5. В
данной работе, для случая двух и трех вложенных сеток, использовались схемы цикличе-
ского пересчета, изображенные на рис. 2.

Число итераций на различных сетках подбиралось эмпирически. Для реализации од-
ного шага по методу (3.2) выполнялось 4 внутренние итерации.

Замечание 6.2. Как показали численные эксперименты, при расчетах дозвуковых
течений достаточно делать лишь одну внутреннюю итерацию, а алгоритм ускорения при-
менять непосредственно к базовому релаксационному методу (см. замечание 4.3). При
сверхкритическом режиме использование более 16 (ускоренных) внутренних итераций не
приводит к существенному повышению скорости сходимости.

Для продолжения численного решения с грубой сетки на мелкую применялась техника
линейных либо квадратичных лагранжевых элементов (см., напр., [2]).

Рис. 2. Число внутренних итераций в V циклах.
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Рис. 3. Распределение вычислительных затрат в V цикле на двух сетках.

Рис. 4. Распределение вычислительных затрат в V цикле на трех сетках.

На рис. 3, 4 представлены относительные затраты времени работы процессора на вы-
полнение различных процедур при исполнении одного V цикла. Из диаграмм видно, что
включение дополнительной вложенной сетки не приводит к существенному увеличению
времени счета.

Замечание 6.3. Хотя это так, использование большого числа сеток требует повы-
шенного внимания к точности вычислений, так как многократно повторяющаяся проце-
дура интерполирования с грубой сетки на более мелкую приводит к накоплению ошибок
округления. Как показали предварительные исследования, на большом числе сеток це-
лесообразно использовать немонотонные циклы. Однако в данной работе этот вопрос не
рассматривается.

Замечание 6.4. Предложенная структура V циклов является далеко не единственной.
Некоторые распространенные циклы описаны в монографии [3].

6.3. Некоторые результаты расчетов

Вначале рассмотрим результаты численного моделирования дозвуковых течений. Для их
расчета использовалась последовательность вложенных сеток, содержащих 38 × 38 × 38,
19 × 19 × 19 и 10 × 10 × 10 узлов. В качестве начального приближения задавался рав-
номерный набегающий поток. Релаксационные параметры полагались α = 0, а ω = 1.
Критерий сходимости — C-норма невязки меньше 10

−6. Это условие гарантировало полу-
чение численного решения с точностью до 1 % (рис. 5) при расчете гипозвукового течения
(M∞ = 0.01). Оценка погрешности осуществлялась по известному точному решению (см.,
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напр., [1]).
Об эффективности предложенной методики можно судить по данным, представлен-

ным на рис. 6. Ориентиром для сравнения служит время получения решения на самой
мелкой сетке методом верхней релаксации (203 итерации). Для получения того же реше-
ния многосеточным методом понадобилось выполнение 16 (6) V циклов на двух сетках и 10
(4) — на трех. В скобках указано число V циклов при использовании алгоритма ускорения
внутренних итераций. Аналогичное соотношение временных затрат было получено при
расчете дозвуковых течений (вплоть до сверхкритических) при различных углах атаки.

Рис. 5. Погрешность приближенных решений.

Рис. 6. Относительные временные затраты на расчет дозвукового течения.

Рис. 7. Расчет трансзвукового обтекания эллипсоида при M∞ = 0.85. Распределение давления.
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Рис. 8. Относительные временные затраты на расчет сверхкритического течения.

При моделировании трансзвуковых течений преимущества многосеточной технологии
становятся более очевидными. На рис. 7 представлен расчет сверхкритического обтекания
эллипсоида с использованием тех же сеток, что и в предыдущей задаче, а на рис. 8 —
временные затраты на его получение. Релаксационный параметр α устремлялся к нулю
по мере сходимости итераций. Для получения численного решения на одной сетке требова-
лось более 300 итераций по методу (3.2) (без ускорения сходимости внутренних итераций),
на двух сетках — 18(10) V циклов, а на трех — 11(6) V циклов.

6.4. Локальный многосеточный метод

Численное моделирование течений сложной структуры требует привлечения адаптивных
сеток. В настоящее время все более широкое распространение получают алгоритмы блоч-
ной адаптации, когда решение строится на последовательности локально вложенных, по-
чти равномерных сеток. Технология блочной адаптации достаточно хорошо разработана,
на ее основе построены эффективные локальные многосеточные методы (см., например,
[4,5,9]).

Для апробации предложенного в работе метода был проведен расчет трансзвукового
течения на последовательности локально вложенных сеток, покрывающих сверхзвуковую
область и замыкающую ее ударную волну (рис. 9), по алгоритму:

Шаг 1. В расчетной области D0 строим равномерную эллипсоидальную сетку G0

2h (20×
20 × 20).

Шаг 2. На сетке G0

2h получаем приближенное решение.
Шаг 3. Выделяем (априори) подобласть D1⊂D0, в которой локализована особенность

задачи (сверхзвуковая область и скачок уплотнения).
Шаг 4. В D1 строим сетку G1

h (30 × 19 × 38), шаги которой вдвое меньше чем у G0

2h.
Шаг 5. Интерполируем данные с G0

2h на G1

h.
Шаг 6. Выполняем V цикл на двух сетках: G1

h→G0

2h→G1

h.
Замечание 6.5. Для сетки G0

2h уравнение (5.1) записывается в виде

L2hφ2h = RHS2h,

где RHS2h = R (−Lhψh + fh) + L2h (Rψh) — если узел принадлежит D0∪D1, и RHS2h =
f2h — в противном случае.

Шаг 7. Выделяем подобласть D2⊂D1, в которой строим сетку G2

h/2
(52 × 19 × 74).
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Рис. 9. Топология вложенных сеток.

Шаг 8. Интерполируем данные с G1
h на G2

h/2
.

Шаг 9. Выполняем до сходимости V циклы на трех сетках: G2

h/2
→G1

h→G0
2h→G1

h→G2

h/2
.

Полученное решение сопоставимо по точности с расчетом на сетке, содержащей
80× 80× 80 узлов, при сокращении затрат памяти ЭВМ более чем в 5 раз. Временные за-
траты на решение задачи соответствуют расчету на последовательности вложенных сеток,
содержащих 57 × 57 × 57, 29 × 29 × 29, 15 × 15 × 15 узлов.
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