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Рассмотрены два полулагранжевых численных метода для одномерного (по
пространству) уравнения переноса с оператором в симметричной форме: эйлерово-
лагранжев и лагранжево-эйлеров. Оба метода монотонны и свободны от ограниче-
ния Куранта на соотношение шагов по времени и пространству. Причем во втором
методе достигнут второй порядок аппроксимации для гладких решений и проде-
монстрировано отсутствие численной вязкости для разрывных решений.
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Введение

Рассмотрим полулагранжевы численные методы для одномерного (по пространству)
уравнения переноса с оператором в симметричной форме [1]. Для уравнений с операто-
ром в дивергентной форме и с оператором материальной производной имеются сотни
работ по разнообразным численным методам (см. [2] и литературу в ней). Для урав-
нений с оператором в симметричной форме таких работ практически не встречается.
Вместе с тем эта форма оператора переноса описывает закон локального интегрального
сохранения квадрата решения. Это свойство оказывается полезным для (локального)
контроля кинетической энергии, когда решением является скорость, как и в уравнени-
ях Навье –Стокса для вязкой несжимаемой жидкости. В работе использована аналогия
с уравнением неразрывности, описывающим закон сохранения массы.

Что касается полулагранжевых методов, то нами рассмотрены два разных приема.
Эйлерово-лагранжев метод опирается на фиксированные (здесь равномерные) сетки по
времени 𝑡𝑘 = 𝜏𝑘 с шагом 𝜏 и по пространству 𝑥𝑖 = 𝑖ℎ с шагом ℎ. А для лагранжево-
эйлерова метода разностная сетка строится путем пересечения характеристических
кривых (вычисленных приближенно) с прямыми 𝑡 = 𝑡𝑘, порождая неравномерные раз-
ностные сетки по пространству на каждом слое по времени.

Оба метода монотонны и свободны от ограничения Куранта на соотношение шагов
по времени и пространству. Но лагранжево-эйлеров метод обладает двумя дополни-
тельными полезными свойствами. Во-первых, у него отсутствует численная вязкость по
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пространству, что вытекает из исследования полученной разностной схемы путем пер-
вого дифференциального приближения [3]. В результате разностная схема применима
к задачам с разрывными решениями без разглаживания разрывов. Во-вторых, достига-
ется второй порядок аппроксимации по времени и пространству. На первый взгляд это
приходит в противоречие с известным результатом С.К. Годунова [4] о недостижимости
порядка аппроксимации выше первого для линейных монотонных разностных схем. Но
предварительная подготовка разностных сеток с учетом коэффициента уравнения, по-
видимому, выводит построенную разностную схему из класса линейных схем, хотя по-
строенная лагранжево-эйлерова схема алгоритмически выглядит вполне линейной. Оба
свойства подтверждены численными примерами.

1. Постановка дифференциальной задачи

Рассмотрим аппроксимацию уравнения с оператором в симметричной форме:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

1

2

(︂
𝑎
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑎𝑢)

𝜕𝑥

)︂
= 𝑓(𝑡, 𝑥) ∀ (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ]× [0, 1] (1)

с коэффициентом 𝑎(𝑡, 𝑥), представляющим скорость потока субстанции с плотностью
𝑢(𝑡, 𝑥). Для упрощения изложения предположим непрерывность 𝑎(𝑡, 𝑥) ее первых и вто-
рых производных на [0, 𝑇 ]× [0, 1], а также условие непротекания

𝑎(𝑡, 𝑥) = 0 при 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (2)

Совместно с начальным условием

𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∀ 𝑥 ∈ [0, 1] (3)

условие (2) обеспечивает однозначную разрешимость задачи (1), (3) [5].

2. Эйлерово-лагранжева аппроксимация

Умножим уравнение (1) на 2𝑢(𝑡, 𝑥) и проведем некоторые преобразования. В итоге по-
лучаем уравнение

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑎𝑣)

𝜕𝑥
= 𝑔 (4)

с функцией 𝑣 = 𝑢2 и правой частью 𝑔 = 2𝑢𝑓 . Дополним его начальным условием

𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑢2
0(𝑥) ∀ 𝑥 ∈ [0, 1]

и получим задачу с хорошо изученным оператором в дивергентной форме [1, 6].
Приближенное решение задачи на каждом временном слое 𝑡𝑘 будем искать, как

и в работе [5], в виде кусочно-постоянной функции 𝑢ℎ(𝑡, 𝑥), постоянной на каждом отрез-
ке 𝑤0 = [0, 𝑥1/2), 𝑤𝑖 = [𝑥𝑖−1/2, 𝑥𝑖+1/2) ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑤𝑁 = [𝑥𝑁−1/2, 1]. Таким образом,
на каждом временном шаге функция 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥) полностью определяется своими дискрет-
ными значениями 𝑢ℎ

𝑘,𝑖 ≡ 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥𝑖), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 , на сетке �̄�𝑥 = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ; 𝑖 = 0, . . . , 𝑁}
с целыми узлами. Введем также сетку �̂�𝑥 = {𝑥𝑖+1/2 = (𝑖 + 1/2)ℎ; 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1}
с промежуточными узлами.
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Рис. 1. Криволинейная трапеция 𝑄𝑘,𝑖, соответствующая узлу (𝑡𝑘, 𝑥𝑖)
Fig. 1. Curvilinear trapezoid 𝑄𝑘,𝑖 corresponding to node (𝑡𝑘, 𝑥𝑖)

В целях упрощения геометрических иллюстраций используем ограничение на вре-
менной шаг

𝜏 max
[0,𝑇 ]×[0,1]

|𝑎| ≤ ℎ/2. (5)

Из каждого узла (𝑡𝑘, 𝑥𝑖+1/2) сетки 𝜔𝑡 × �̂�𝑥 на 𝑘-м слое по времени опустим криволи-
нейную характеристику �̄�𝑖+1/2(𝑡) на предыдущий временной слой 𝑡𝑘−1. Таким образом,
каждому внутреннему узлу 𝑥𝑖 ∈ �̄�𝑥 соответствует криволинейная трапеция 𝑄𝑘,𝑖, огра-
ниченная сверху отрезком {𝑡𝑘}×𝑤𝑖, сбоку кривыми �̄�𝑖−1/2(𝑡) и �̄�𝑖+1/2(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]
и снизу отрезком {𝑡𝑘−1} × [�̄�𝑖−1/2(𝑡𝑘−1), �̄�𝑖+1/2(𝑡𝑘−1)] (рис. 1).

Проинтегрируем уравнение (4) по области 𝑄𝑘,𝑖 и применим формулу Гаусса –Остро-
градского:

𝑥𝑖+1/2∫︁
𝑥𝑖−1/2

𝑣(𝑡𝑘, 𝑥)𝑑𝑥−

�̄�𝑖+1/2(𝑡𝑘−1)∫︁
�̄�𝑖−1/2(𝑡𝑘−1)

𝑣(𝑡𝑘−1, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑄𝑘,𝑖

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Левая часть аппроксимируется довольно просто с учетом кусочно-постоянной структу-
ры приближенного решения. В правой части сначала возьмем квадратурную формулу
прямоугольника по времени с узлом 𝑡𝑘, а затем квадратурную формулу центрального
прямоугольника по 𝑥. В итоге получаем разностное уравнение

ℎ𝑣ℎ𝑘,𝑖 =

�̄�𝑖+1/2(𝑡𝑘−1)∫︁
�̄�𝑖−1/2(𝑡𝑘−1)

𝑣ℎ(𝑡𝑘−1, 𝑥)𝑑𝑥+ 𝜏ℎ𝑔𝑘,𝑖. (6)

Теоретически точки �̄�𝑖±1/2(𝑡𝑘−1) находятся из точного решения характеристического
уравнения. Но по аналогии с работой [5] для достижения первого порядка аппроксима-
ции возьмем их приближенные значения в виде результата одного шага явного метода
Эйлера обратно по времени:

𝑥*
𝑖±1/2 = 𝑥𝑖±1/2 − 𝜏𝑎(𝑡𝑘−1, 𝑥𝑖±1/2).

В результате после этой замены уравнение (6) примет вид

ℎ𝑣ℎ𝑘,𝑖 −
(︀
𝛼𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖−1 + 𝛽𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖 + 𝛾𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖+1

)︀
= 𝜏ℎ𝑔𝑘,𝑖, (7)

где
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𝛼𝑘−1,𝑖 = meas
(︀
𝑤𝑖−1 ∩ [𝑥*

𝑖−1/2, 𝑥
*
𝑖+1/2]

)︀
≥ 0, 𝛽𝑘−1,𝑖 = meas

(︀
𝑤𝑖 ∩ [𝑥*

𝑖−1/2, 𝑥
*
𝑖+1/2]

)︀
≥ 0,

𝛾𝑘−1,𝑖 = meas
(︀
𝑤𝑖+1 ∩ [𝑥*

𝑖−1/2, 𝑥
*
𝑖+1/2]

)︀
≥ 0, 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 и 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1.

Отметим, что уравнения (7) для узлов 𝑥*
0 и 𝑥*

𝑁 ввиду вдвое меньшего шага имеют другие
коэффициенты:

ℎ𝑣ℎ𝑘,0/2−
(︀
𝛽𝑘−1,0𝑣

ℎ
𝑘−1,0 + 𝛾𝑘−1,0𝑣

ℎ
𝑘−1,1

)︀
= 𝜏ℎ𝑔𝑘,0/2,

ℎ𝑣ℎ𝑘,𝑁/2−
(︀
𝛼𝑘−1,𝑁𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑁−1 + 𝛽𝑘−1,𝑁𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑁

)︀
= 𝜏ℎ𝑔𝑘,𝑁/2,

(8)

где

𝛽𝑘−1,0 = meas
(︀
𝑤0 ∩ [0, 𝑥*

1/2]
)︀
≥ 0, 𝛾𝑘−1,0 = meas

(︀
𝑤1 ∩ [0, 𝑥*

1/2]
)︀
≥ 0,

𝛼𝑘−1,𝑁 = meas
(︀
𝑤𝑁−1 ∩ [𝑥*

𝑁−1/2, 1]
)︀
≥ 0, 𝛽𝑘−1,𝑁 = meas

(︀
𝑤𝑁 ∩ [𝑥*

𝑁−1/2, 1]
)︀
≥ 0.

Для соответствия обозначениям уравнения (7) положим

𝛼𝑘−1,0 = 𝛼𝑘−1,𝑁+1 = 0, 𝛾𝑘−1,𝑁 = 𝛾𝑘−1,−1 = 0.

Любой отрезок 𝑤𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 , на слое 𝑡 = 𝑡𝑘−1 полностью исчерпывается коэффи-
циентами уравнений (7), (8). Это влечет важное равенство

𝛼𝑘−1,𝑖+1 + 𝛽𝑘−1,𝑖 + 𝛾𝑘−1,𝑖−1 = meas(𝑤𝑖), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (9)

С учетом принятых обозначений уравнения (7), (8) можно записать в единой форме

meas(𝑤𝑖)𝑣
ℎ
𝑘,𝑖−

(︀
𝛼𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖−1+𝛽𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖+𝛾𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖+1

)︀
=𝜏 meas(𝑤𝑖)𝑔𝑘,𝑖, 𝑖=0, . . . , 𝑁. (10)

Эти уравнения позволяют найти сеточную функцию 𝑣ℎ𝑘,𝑖 ≡ 𝑣ℎ(𝑡𝑘, 𝑥𝑖) последовательно
для всех 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 при условии какой-либо аппроксимации значений 𝑢𝑘,𝑖 в правой
части 𝑔𝑘,𝑖 = 2𝑢𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖. Первое, что приходит в голову

𝑢𝑘,𝑖 ≈ 𝑢ℎ
𝑘,𝑖 =

√︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖.

Отметим, что в этой формуле возникает первая альтернатива с выбором знака у квад-
ратного корня. В результате получаются два квадратных уравнения относительно 𝑢ℎ

𝑘,𝑖,
что приводит к выбору из четырех возможных корней. Другая возможность состоит
в том, чтобы взять приближенное значение, отбросив в (10) правую часть порядка 𝑂(𝜏ℎ):

𝑢𝑘,𝑖 ≈ �̃�ℎ
𝑘−1,𝑖 =

√︃
𝛼𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖−1 + 𝛽𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖 + 𝛾𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖+1

meas(𝑤𝑖)
.

Эта ситуация тоже неявно содержит выбор из четырех возможностей, поскольку помимо
корня в этом выражении потом придется выбирать из двух значений для вычисления
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 =

√︁
𝑣ℎ𝑘,𝑖. Возьмем полусумму двух упомянутых значений, получая разностные урав-

нения непосредственно для 𝑢ℎ
𝑘,𝑖. Перепишем предыдущее выражение в следующем виде:

�̃�ℎ
𝑘−1,𝑖 =

√︃
𝛼𝑘−1,𝑖(𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖−1)

2 + 𝛽𝑘−1,𝑖(𝑢
ℎ
𝑘−1,𝑖)

2 + 𝛾𝑘−1,𝑖(𝑢
ℎ
𝑘−1,𝑖+1)

2

meas(𝑤𝑖)
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁.



Полулагранжевы аппроксимации оператора конвекции . . . 105

Для аппроксимации в правой части 𝑔𝑘,𝑖 = 2𝑢𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖 в (10) используем замену

𝑢𝑘,𝑖 ≈
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 + �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖

2
.

С ее учетом разделим обе части уравнения (10) на 𝜏 meas(𝑤𝑖)
(︀
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 + �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖

)︀
. В итоге

получим явные уравнения для 𝑢ℎ
𝑘,𝑖:

1

𝜏

(︀
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 − �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖

)︀
= 𝑓𝑘,𝑖 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (11)

Добавив к ним начальные условия

𝑢ℎ
0,𝑖 = 𝑢0(𝑥𝑖), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁, (12)

получим явную разностную схему по определению сеточной функции 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥𝑖) на сетке
𝜔𝑡 × �̄�𝑥.

Свойства коэффициентов (9) обеспечивают “сильную монотонность”: неотрицатель-
ность приближенного решения 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥𝑖) на сетке 𝜔𝑡 × �̄�𝑥 при неотрицательном началь-
ном условии 𝑢ℎ

0,𝑖 и неотрицательной правой части 𝑓𝑘,𝑖 ≥ 0, в сущности, позволяя реали-
зовать численное решение без риска получить отрицательное число под знаком квад-
ратного корня. Эти же свойства обеспечивают пошаговую устойчивость в норме

⃦⃦
𝑢ℎ

⃦⃦
2,�̄�𝑥

=

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=0

(𝑢ℎ
𝑖 )

2meas(𝑤𝑖) =

⎯⎸⎸⎷(𝑢ℎ
0)

2ℎ/2 +
𝑁−1∑︁
𝑖=1

(𝑢ℎ
𝑖 )

2ℎ+ (𝑢ℎ
𝑁)

2ℎ/2,

определяемой для сеточной функции 𝑢ℎ(𝑥) на сетке �̄�𝑥. Эта норма порождается ска-
лярным произведением

(𝑢ℎ, 𝑧ℎ)�̄�𝑥 =
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑢ℎ
𝑖 𝑧

ℎ
𝑖 meas(𝑤𝑖) = 𝑢ℎ

0𝑧
ℎ
0ℎ/2 +

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑢ℎ
𝑖 𝑧

ℎ
𝑖 ℎ+ 𝑢ℎ

𝑁𝑧
ℎ
𝑁ℎ/2.

Докажем эти утверждения.
Лемма 2.1. При выполнении (5), а также условий

𝑢ℎ
0,𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 и 𝑓𝑘,𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁

решение разностной схемы (11), (12) с учетом положительного квадратного корня
является неотрицательным:

𝑢ℎ
𝑘,𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (13)

Более того, при нулевой правой части 𝑓𝑘,𝑖 = 0 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 , ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 выполня-
ется закон сохранения ⃦⃦

𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝑥

=
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

. (14)

Доказательство. Учитывая неотрицательность 𝑢ℎ
0,𝑖 ≥ 0 на начальном слое по вре-

мени, применим метод математической индукции для 𝑘 = 1, . . . ,𝑀 . Для этого пред-
положим выполнение (13) на слое 𝑘 − 1. Тогда неотрицательность 𝑢ℎ

𝑘,𝑖 следует из (11)
с учетом неотрицательных значений 𝛼𝑘−1,𝑖, 𝛽𝑘−1,𝑖, 𝛾𝑘−1,𝑖, 𝑓𝑘,𝑖.
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Для доказательства второго утверждения уравнение (11) с нулевой правой частью
умножим на 𝜏 , перенесем �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖 в правую часть и возведем обе части в квадрат. В итоге
приходим к равенствам

(𝑢ℎ
𝑘,𝑖)

2 =
𝛼𝑘−1,𝑖(𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖−1)

2 + 𝛽𝑘−1,𝑖(𝑢
ℎ
𝑘−1,𝑖)

2 + 𝛾𝑘−1,𝑖(𝑢
ℎ
𝑘−1,𝑖+1)

2

meas(𝑤𝑖)
.

Суммируя их с весами meas(𝑤𝑖), получаем

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥
=

𝑁∑︁
𝑖=0

(︀
𝛼𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖−1 + 𝛽𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖 + 𝛾𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖+1

)︀
.

Используя свойство коэффициентов (9), приходим к равенству

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥
=

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑣ℎ𝑘−1,𝑖 meas(𝑤𝑖),

из которого следует (14).
Лемма 2.2. Для решения явной разностной схемы (11), (12) при выполнении усло-

вия (5) справедлива оценка устойчивости⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

+ 𝜏 ‖𝑓(𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝑥
∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀. (15)

Доказательство. Умножим (11) на 𝜏
(︀
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 + �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖

)︀
:

(𝑢ℎ
𝑘,𝑖)

2 − (�̃�ℎ
𝑘−1,𝑖)

2 = 𝜏
(︀
𝑢ℎ
𝑘,𝑖 + �̃�ℎ

𝑘−1,𝑖

)︀
𝑓𝑘,𝑖.

Проведем суммирование этих равенств по всем 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 с весами meas(𝑤𝑖):⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥
−

⃦⃦
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥
= 𝜏

(︀
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·), 𝑓(𝑡𝑘, ·)

)︀
�̄�𝑥

+ 𝜏
(︀
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·), 𝑓(𝑡𝑘, ·)

)︀
�̄�𝑥

. (16)

Теперь используем неравенства Коши–Буняковского(︀
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·), 𝑓(𝑡𝑘, ·)

)︀
�̄�𝑥

≤
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

‖𝑓(𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝑥
,(︀

�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·), 𝑓(𝑡𝑘, ·)
)︀
�̄�𝑥

≤
⃦⃦
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

‖𝑓(𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝑥
.

Применим их к правой части (16) и проведем сокращение на сумму
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

+⃦⃦
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

. В итоге приходим к неравенству⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

−
⃦⃦
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤ 𝜏 ‖𝑓(𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝑥
.

Используя свойство коэффициентов (9) для перехода от
⃦⃦
�̃�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥
к
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝑥

(как в предыдущей лемме), получаем неравенство (15).
Для доказательства сходимости привлечем запись разностной схемы в виде (11).

Подставляя в нее точное решение 𝑢𝑘,𝑖, получаем равенства

1

𝜏
(𝑢𝑘,𝑖 − �̃�𝑘−1,𝑖) = 𝑓𝑘,𝑖 + 𝜀𝑘,𝑖 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁
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c погрешностью аппроксимации 𝜀ℎ𝑘,𝑖. Путем разложения в ряд Тейлора в точке (𝑡𝑘−1, 𝑥𝑖)
получаем равенство

𝑢𝑘,𝑖 − �̃�𝑘−1,𝑖

𝜏
=

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝑎

2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

2

𝜕(𝑎𝑢)

𝜕𝑥

)︂
𝑘,𝑖

+𝑂(𝜏 + ℎ).

Поэтому справедлива оценка ⃒⃒
𝜀ℎ𝑘,𝑖

⃒⃒
≤

(︁
𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ

)︁
с некоторыми константами, не зависящими от 𝜏 , ℎ равномерно на разностной сетке
𝜔𝑡 × �̄�𝑥 при достаточной гладкости данных задачи (1), (3). С учетом этой оценки по-
грешности аппроксимации получаем сходимость того же порядка.

Теорема 2.1. При выполнении условия (5) для достаточно гладких данных зада-
чи (1), (3) имеет место следующая оценка сходимости разностной схемы (11), (12):⃦⃦

𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤ 𝜏𝑘(𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ) ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, (17)

откуда
max

1≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤ 𝑇 (𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ). (18)

Доказательство. Для доказательства (17) воспользуемся принципом математичес-
кой индукции. На начальном слое ввиду условия (12) оценка (17) выполняется с нулевой
правой частью. Пусть теперь она выполнена для некоторого 𝑘−1. Докажем ее для 𝑘 ≥ 1.
На основании леммы 2.2 имеем оценку⃦⃦

𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤
⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘−1, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

+ 𝜏 ‖𝜀(𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝑥
∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀.

Используем ее с предположением (17) на слое 𝑘 − 1:⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑥

≤ (𝑘 − 1)𝜏(𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ) + 𝜏(𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ) = 𝜏𝑘(𝐴1𝜏 + 𝑐2ℎ).

В итоге (17) справедлива на слое 𝑘.
Для доказательства оценки (18) возьмем максимум от обеих частей (17).

3. Лагранжево-эйлерова аппроксимация

Рассмотрим лагранжево-эйлеров подход. Из каждой точки (0, 𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ �̄�𝑥 и (0, 𝑥𝑖+1/2),
𝑥𝑖+1/2 ∈ �̂�𝑥 нижнего слоя 𝑡 = 0 построим характеристические кривые (𝑡, �̄�𝑖(𝑡))
и (𝑡, �̄�𝑖+1/2(𝑡)) с начальными условиями соответственно �̄�𝑖(0) = 𝑥𝑖 и �̄�𝑖+1/2(0) = 𝑥𝑖+1/2.
В результате пересечения этих характеристических кривых с прямыми 𝑡 = 𝑡𝑘, 0≤𝑘≤𝑀 ,
на каждом слое по времени получаются две неравномерные сетки по пространству:
�̄�𝑘
𝑥 = {�̄�𝑘,𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁} и �̂�𝑘

𝑥 =
{︀
�̄�𝑘,𝑖+1/2, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1

}︀
.

Приближенное решение задачи на каждом временно́м слое 𝑡𝑘 будем искать в виде
кусочно-постоянной функции 𝑢ℎ(𝑡, 𝑥), постоянной на каждом отрезке 𝑤𝑘

0 =
[︀
0, �̄�𝑘,1/2

)︀
,

𝑤𝑘
𝑖 =

[︀
�̄�𝑘,𝑖−1/2, �̄�𝑘,𝑖+1/2

)︀
∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑤𝑘

𝑁 =
[︀
�̄�𝑘,𝑁−1/2, 1

]︀
. Положим ℎ𝑘,𝑖 = meas(𝑤𝑘

𝑖 )
∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 . Таким образом, на каждом временном шаге функция 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥) полностью
определяется своими дискретными значениями 𝑢ℎ

𝑘,𝑖 ≡ 𝑢ℎ (𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 .
Из каждого узла

(︀
𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖+1/2

)︀
сетки 𝜔𝑡× �̂�𝑘

𝑥 на 𝑘-м слое по времени выходит криволи-
нейная характеристика �̄�𝑖+1/2(𝑡) на предыдущий временной слой 𝑡𝑘−1. Таким образом,
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Рис. 2. Криволинейная трапеция �̃�𝑘,𝑖, соответствующая узлу (𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖)
Fig. 2. Curvilinear trapezoid �̃�𝑘,𝑖 corresponding to node (𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖)

каждому внутреннему узлу �̄�𝑘,𝑖 ∈ �̄�𝑘
𝑥 соответствует криволинейная трапеция �̃�𝑘,𝑖, свер-

ху ограниченная отрезком {𝑡𝑘}×𝑤𝑘
𝑖 , сбоку кривыми �̄�𝑖−1/2(𝑡) и �̄�𝑖+1/2(𝑡) при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘]

и снизу отрезком {𝑡𝑘−1} × 𝑤𝑘−1
𝑖 (рис. 2).

Начнем с аппроксимации уравнения (4). Проинтегрируем его по области �̃�𝑘,𝑖, соот-
ветствующей внутреннему узлу �̄�𝑘,𝑖:∫︁

�̃�𝑘,𝑖

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑎𝑣)

𝜕𝑥

)︂
𝑑𝑡𝑑𝑥 =

∫︁
�̃�𝑘,𝑖

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Применяя формулу Гаусса –Остроградского к левой части этого равенства, получа-
ем, что интеграл по области �̃�𝑘,𝑖 сводится к двум одномерным интегралам по верхней
и нижней границам:

�̄�𝑘,𝑖+1/2∫︁
�̄�𝑘,𝑖−1/2

𝑣(𝑡𝑘, 𝑥)𝑑𝑥−

�̄�𝑘−1,𝑖+1/2∫︁
�̄�𝑘−1,𝑖−1/2

𝑣(𝑡𝑘−1, 𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
�̃�𝑘,𝑖

𝑔(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Его левая часть аппроксимируется довольно просто с учетом кусочно-постоянной струк-
туры приближенного решения. А в правой части сначала возьмем квадратурную фор-
мулу центрального прямоугольника по 𝑡 и 𝑥. В итоге получаем разностное уравнение

ℎ𝑘,𝑖𝑣
ℎ
𝑘,𝑖 − ℎ𝑘−1,𝑖𝑣

ℎ
𝑘−1,𝑖 = 𝜏ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑔𝑘−1/2,𝑖. (19)

Для перехода к сеточному уравнению для функции 𝑢ℎ
𝑘,𝑖 введем условное выражение

2
√︀

ℎ𝑘−1/2,𝑖�̃�
ℎ
𝑘−1/2,𝑖 =

√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖 и поделим на него обе части (19).

В левой части получим выражение
√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 −

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖. Напомним, что 𝑔 = 2𝑢𝑓 .

В правой части (19) заменим выражение ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑔𝑘−1/2,𝑖 = 2ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑢𝑘−1/2,𝑖𝑓𝑘−1/2,𝑖

приближенным значением 2
√︀
ℎ𝑘−1/2,𝑖�̃�

ℎ
𝑘−1/2,𝑖

√︀
ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑓

ℎ
𝑘−1/2,𝑖, где

√︀
ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑓

ℎ
𝑘−1/2,𝑖 =(︀√︀

ℎ𝑘,𝑖𝑓
ℎ
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑓

ℎ
𝑘−1,𝑖

)︀
/2. Тогда деление на 2

√︀
ℎ𝑘−1/2,𝑖�̃�

ℎ
𝑘−1/2,𝑖 приводит приближен-

ную правую часть к виду 𝜏
√︀

ℎ𝑘−1/2,𝑖𝑓
ℎ
𝑘−1/2,𝑖. В итоге получается следующее разностное

уравнение:√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 −

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖

𝜏
=

√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑓𝑘−1,𝑖

2
∀ 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1.



Полулагранжевы аппроксимации оператора конвекции . . . 109

Перепишем его в виде√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 −

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖

𝜏
=

√︀
ℎ𝑘,𝑖𝑓

ℎ
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝑘−1,𝑖𝑓

ℎ
𝑘−1,𝑖

2
∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (20)

Заметим, что эта запись справедлива как для внутренних узлов, так и для граничных
при условии

𝑓ℎ
𝑘,𝑖 =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑡𝑘, �̄�𝑘,1/4) для 𝑖 = 0,
𝑓(𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1,
𝑓(𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑁−1/4) для 𝑖 = 𝑁 ,

(21)

где �̄�𝑘,1/4 и �̄�𝑘,𝑁−1/4 представляют собой точки пересечения характеристик �̄�1/4(𝑡)
и �̄�𝑁−1/4(𝑡) с линией 𝑡 = 𝑡𝑘.

Возьмем эти уравнения совместно с начальными условиями

𝑢ℎ
0,𝑖 = 𝑢0(𝑥𝑖) ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (22)

В итоге получим явную разностную схему (20), (22) для последовательного определения
сеточной функции 𝑢ℎ(𝑡, 𝑥) на сетке

�̄�𝑡,𝑥 =

{︂
∪

0≤𝑘≤𝑀
(𝑡𝑘, 𝑥) : 𝑥 ∈ �̄�𝑘

𝑥

}︂
.

Вместе с тем поиск точных значений узлов этой сетки представляет некоторые труд-
ности. Поэтому заменим точные решения характеристических уравнений на прибли-
женные �̄�𝜏

𝑘,𝑖 путем использования метода Рунге –Кутты второго порядка:

𝑘1 = 𝜏𝑎(𝑡𝑘−1, �̄�
𝜏
𝑘−1,𝑖),

𝑘2 = 𝜏𝑎(𝑡𝑘−1 + 𝜏, �̄�𝜏
𝑘−1,𝑖 + 𝑘1),

�̄�𝜏
𝑘,𝑖 = �̄�𝜏

𝑘−1,𝑖 + 1/2(𝑘1 + 𝑘2).

Приближенное решение на каждом временном слое 𝑡𝑘 будем искать в узлах полученных
сеток �̄�𝜏,𝑘

𝑥 =
{︀
�̄�𝜏
𝑘,𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁

}︀
. Соответствующим образом переопределяются отрезки

𝑤𝑘,𝜏
𝑖 и шаги ℎ𝜏

𝑘,𝑖. Таким образом, на шаге 𝑡𝑘 (20) переходит в уравнение√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 −

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖

𝜏
=

√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑓

𝜏
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑓

𝜏
𝑘−1,𝑖

2
∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁, (23)

справедливое как для внутренних узлов, так и для граничных при условии

𝑓 𝜏
𝑘,𝑖 =

⎧⎨⎩
𝑓(𝑡𝑘, �̄�

𝜏
𝑘,1/4) для 𝑖 = 0,

𝑓(𝑡𝑘, �̄�
𝜏
𝑘,𝑖) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 − 1,

𝑓(𝑡𝑘, �̄�
𝜏
𝑘,𝑁−1/4) для 𝑖 = 𝑁 .

(24)

Простой вид коэффициентов в (23) и (24) обеспечивает “сильную монотонность”:
неотрицательность приближенного решения 𝑢ℎ(𝑡𝑘, 𝑥𝑖) на сетке �̄�𝜏

𝑡,𝑥 при неотрицатель-
ном начальном условии 𝑢ℎ

0,𝑖+1/2 и неотрицательной правой части 𝑓 ≥ 0. Эти же свойства
обеспечивают пошаговую устойчивость, на этот раз в нормах, различающихся на вре-
менны́х слоях:

‖𝑢ℎ‖2,�̄�𝜏,𝑘
𝑥

=

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑖=0

(︀
𝑢ℎ(�̄�𝜏

𝑘,𝑖)
)︀2

ℎ𝜏
𝑘,𝑖,
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определяемых для сеточных функций 𝑢(𝑥), 𝑧(𝑥) на сетках �̄�𝜏,𝑘
𝑥 и порожденных скаляр-

ным произведением

(𝑢ℎ, 𝑧ℎ)�̄�𝜏,𝑘
𝑥

=
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑢ℎ(�̄�𝜏
𝑘,𝑖)𝑧

ℎ(�̄�𝜏
𝑘,𝑖)ℎ

𝜏
𝑘,𝑖.

Первое утверждение приведем без доказательства, поскольку оно в упрощенной
форме копирует доказательство из предыдущей части, а второе обоснуем подробнее.

Лемма 3.1. При выполнении условий

𝑢ℎ
0,𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 и 𝑓 ≥ 0 = 0 [0, 𝑇 ]× [0, 1]

решение разностной схемы (22)–(24) является неотрицательным:

𝑢ℎ
𝑘,𝑖 ≥ 0 ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁.

Лемма 3.2. Для решения разностной схемы (22)–(24) при выполнении условия (2)
справедлива оценка устойчивости

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘,·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
≤
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1,·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
+
𝜏

2
‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘,·)‖2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+
𝜏

2
‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1,·)‖2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
∀ 𝑘=1,. . .,𝑀. (25)

Более того, если 𝑓 ≡ 0 на [0, 𝑇 ]× [0, 1], то⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
=

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀. (26)

Доказательство. Для доказательства (25) умножим уравнение (20) на введенную
ранее величину 2

√︁
ℎ𝜏
𝑘−1/2,𝑖�̃�

ℎ
𝑘−1/2,𝑖 =

√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖+

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖. В итоге запишем равенство

ℎ𝜏
𝑘,𝑖

(︀
𝑢ℎ
𝑘,𝑖

)︀2 − ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖

(︀
𝑢ℎ
𝑘−1,𝑖

)︀2
𝜏

=

(︀√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑓

𝜏
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑓

𝜏
𝑘−1,𝑖

)︀ (︀√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑢

ℎ
𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑢

ℎ
𝑘−1,𝑖

)︀
2

.

Эти же равенства получаются и для граничных интервалов с учетом равенств (21).
Просуммируем их по всем 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 и умножим на 𝜏 :

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝜏,𝑘
𝑥

−
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝜏,𝑘−1
𝑥

=
𝜏

2

(︁(︁
𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, ·), �̂�ℎ(𝑡𝑘, ·)

)︁
+
(︁
𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, ·), �̂�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

)︁
+

+
(︁
𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1, ·), �̂�ℎ(𝑡𝑘, ·)

)︁
+
(︁
𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1, ·), �̂�ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

)︁)︁
. (27)

Здесь использовано обычное евклидово (не взвешенное) скалярное произведение для
сеточных функций �̂�ℎ(𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖) =

√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑢

ℎ(𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖) и

𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, �̄�𝑘,𝑖) =
√︁

ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑓

𝜏
𝑘,𝑖 ∀ 𝑖 = 0, . . . , 𝑁.

К слагаемым правой части применим неравенство Коши–Буняковского:
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⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝜏,𝑘
𝑥

−
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦2

2,�̄�𝜏,𝑘−1
𝑥

≤

≤ 𝜏

2

(︁
‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+ ‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
+

+ ‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘−1
𝑥

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+ ‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥

)︁
=

=
𝜏

2

(︁
‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+ ‖𝑓 𝜏 (𝑡𝑘−1, ·)‖2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥

)︁(︁⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥

)︁
.

После деления на
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+
⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
получаем неравенство (25). Равен-

ство (26) прямо следует из (27).
При подстановке точного решения в уравнение (23) запишем равенство√︀

ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑢𝑘,𝑖 −

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑢𝑘−1,𝑖

𝜏
=

√︀
ℎ𝜏
𝑘,𝑖𝑓𝑘,𝑖 +

√︀
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖𝑓𝑘−1,𝑖

2
+ 𝜀ℎ𝑘,𝑖

c погрешностью аппроксимации второго порядка

⃒⃒
𝜀ℎ𝑘,𝑖

⃒⃒
≤

(︁√︁
ℎ𝜏
𝑘,𝑖 +

√︁
ℎ𝜏
𝑘−1,𝑖

)︁(︁
𝐴1𝜏

2 + 𝑐2ℎ
2
)︁
,

где константы не зависят от 𝜏 , ℎ при достаточной гладкости данных задачи (1)–(3).
Оставляем это обоснование в виде упражнения с учетом отклонения точных и прибли-
женных значений �̄�𝑘,𝑖. С учетом оценки (25) получаем сходимость того же порядка.

Теорема 3.1. Для достаточно гладких данных задачи (1)–(3) имеет место следу-
ющая оценка сходимости разностной схемы (22)–(24):⃦⃦

𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
≤ 𝑘𝜏(𝐴1𝜏

2 + 𝑐2ℎ
2) ∀ 𝑘 = 1, . . . ,𝑀, (28)

откуда

max
1≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
≤ 𝑇 (𝐴1𝜏

2 + 𝑐2ℎ
2). (29)

Доказательство. Для доказательства (28) воспользуемся принципом математичес-
кой индукции. На начальном слое ввиду условия (22) оценка (28) выполняется с нулевой
правой частью. Пусть теперь (28) выполнена для некоторого 𝑘 − 1. Докажем ее для
𝑘 ≥ 1. На основании леммы 3.2 имеем оценку⃦⃦

𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)− 𝑢(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
≤

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)− 𝑢(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
+

+
𝜏

2
(𝐴1𝜏

2 + 𝑐2ℎ
2)
⃦⃦
1ℎ(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
+

𝜏

2
(𝐴1𝜏

2 + 𝑐2ℎ
2)
⃦⃦
1ℎ(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘−1

𝑥
,

где 1ℎ(𝑡𝑘, ·) и 1ℎ(𝑡𝑘−1, ·) — сеточные функции, тождественно равные единице на �̄�𝜏,𝑘
𝑥

и �̄�𝜏,𝑘−1
𝑥 соответственно. Их нормы на отрезке [0, 1] равны единице. Поэтому⃦⃦

𝑢ℎ(𝑡𝑘, ·)− 𝑢(𝑡𝑘, ·)
⃦⃦
2,�̄�𝑘

𝑥
≤

⃦⃦
𝑢ℎ(𝑡𝑘−1, ·)− 𝑢(𝑡𝑘−1, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝑘−1

𝑥
+ 𝜏(𝐴1𝜏

2+ 𝑐2ℎ
2) ≤ 𝑘𝜏(𝐴1𝜏

2+ 𝑐2ℎ
2).

Возьмем максимум от (28) и получим (29).
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4. Вычислительные эксперименты

Рассмотрим уравнение (1) на [0, 1]× [0, 1] с условиями

𝑎(𝑡, 𝑥) = 𝑥
1− 𝑥

2− 𝑡
, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) = sin(𝜋𝑥2), (30)

𝑓(𝑡, 𝑥) = 2𝑡 exp(𝑡2) sin(𝜋𝑥2) + 2𝜋𝑥 exp(𝑡2) cos(𝜋𝑥2)𝑥
1− 𝑥

2− 𝑡
+ 0.5 exp(𝑡2) sin(𝜋𝑥2)

1− 2𝑥

2− 𝑡
.

Точное решение задачи задается формулой

𝑢(𝑡, 𝑥) = exp(𝑡2) sin(𝜋𝑥2).

Возьмем последовательность убывающих шагов 𝜏0 = ℎ0 = 1/10, 𝜏𝑛 = 𝜏0/2
𝑛, ℎ𝑛 =

ℎ0/2
𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 5. Обозначим через 𝑢ℎ𝑛(𝑡𝑘, 𝑥𝑖) приближенное решение, полученное на

разностной сетке с шагами 𝜏𝑛, ℎ𝑛. На равномерной эйлеровой сетке положим

𝜀𝑛 = max
1≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ𝑛(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̂�𝑥

.

Результаты расчетов эйлерово-лагранжевой разностной схемой (11), (12) приведены
в табл. 1.

На лагранжевой сетке обозначим

𝜀𝑛 = max
1≤𝑘≤𝑀

⃦⃦
𝑢(𝑡𝑘, ·)− 𝑢ℎ𝑛(𝑡𝑘, ·)

⃦⃦
2,�̄�𝜏,𝑘

𝑥
.

Скорость сходимости для лагранжево-эйлеровой схемы (22)–(24) приведена в табл. 2.
Расчеты подтверждают второй порядок сходимости.

Теперь сопоставим оба метода аппроксимации для задачи с разрывными начальны-
ми данными. Рассмотрим уравнение (1) с нулевой правой частью, коэффициентом (30)
и разрывным начальным условием

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) =

{︂
𝑥/2 для 𝑥 ≤ 1/2,
1/8 для 𝑥 > 1/2.

Точное решение этой задачи задается формулами

Т а б л и ц а 1. Сходимость разностной
схемы (11), (12)
Table 1. Convergence of the difference
scheme (11), (12)

𝑛 𝜀𝑛 𝜀𝑛−1/𝜀𝑛 log2 (𝜀𝑛−1/𝜀𝑛)

0 0.279403 − −
1 0.141163 1.98 0.98
2 0.071176 1.98 0.99
3 0.035752 1.99 0.99
4 0.017906 2.00 1.00
5 0.008955 2.00 1.00

Т а б л и ц а 2. Сходимость разностной
схемы (22)–(24)
Table 2. Convergence of the difference
scheme (22)–(24)

𝑛 𝜀𝑛 𝜀𝑛−1/𝜀𝑛 log2 (𝜀𝑛−1/𝜀𝑛)

0 0.007790 − −
1 0.001949 4.00 2.00
2 0.000488 4.00 2.00
3 0.000122 4.00 2.00
4 0.000030 4.00 2.00
5 0.000007 4.00 2.00
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Рис. 3. Графики решения эйлерово-лагранжевой разностной схемы (11), (12) для 𝜏 = ℎ = 1/45
Fig. 3. Solution graphs of Euler – Lagrange difference scheme (11), (12) for 𝜏 = ℎ = 1/45

Рис. 4. Графики решения лагранжево-эйлеровой разностной схемы (22)–(24) для 𝜏 = ℎ = 1/45
Fig. 4. Solution graphs of Lagrange –Euler difference scheme (22)–(24) for 𝜏 = ℎ = 1/45
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𝑢(𝑡, 𝑥) =
𝑥(2− 𝑡)

√
4− 2𝑡

2(2− 𝑥𝑡)2
при 𝑥 ≤ 2

4− 𝑡
,

𝑢(𝑡, 𝑥) =

√
4− 2𝑡

8(2− 𝑥𝑡)
при 𝑥 >

2

4− 𝑡
.

Приведем графики решений разностных схем (11), (12) и (22)–(24) с шагами 𝜏 =
ℎ = 1/45 в моменты времени 𝑡 = 0, 1/3, 2/3, 1. На рис. 3 и 4 отчетливо видно, что
эйлерово-лагранжева схема разглаживает разрыв, в то время как лагранжево-эйлерова
схема распространяет разрыв без сглаживания.

Заключение

Продемонстрирована конструктивная разница между эйлерово-лагранжевым и лагран-
жево-эйлеровым подходами к аппроксимации оператора переноса, которые оба назы-
ваются полулагранжевыми в зарубежной литературе. Рассмотрен оператор переноса
в симметричной форме. Дело в том, что для такой формы оператора работ по аппрок-
симации практически не встречается. Между тем в случае скорости субстанции как
искомой функции такая форма оператора переноса дает локальный закон сохранения
кинетической энергии.

Отметим, что в случае постоянной скорости 𝑎(𝑡, 𝑥) = const на некоторых участ-
ках вычислительной области все три формы оператора переноса (дивергентная, сим-
метричная и материальная производные) совпадают. Но выполнение соответствующих
локальных законов сохранения на дискретном уровне приводит к разным сеточным
уравнениям в эйлерово-лагранжевой постановке. В лагранжево-эйлеровой постановке
ввиду совпадения шагов сетки ℎ𝑘,𝑖 = const между характеристиками на этом участке се-
точные уравнения совпадают с точностью до множителя для всех трех форм оператора
переноса с сеточным уравнением Кранка –Николсон для обыкновенного дифференци-
ального уравнения вдоль характеристики.

Представленная эйлерово-лагранжева разностная схема хорошо зарекомендовала се-
бя на численных решениях одного знака. При переключениях знака численного реше-
ния вдоль 𝑥 для повышения точности рекомендуется положительное смещение значе-
ний в (1) и (11) с соответствующей корректировкой правой части. Для лагранжево-
эйлеровой схемы в этом нет необходимости.
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Abstract

Purpose. The purpose of the study is the development and comparison of two numerical semi-
Lagrangian methods with fulfillment of the conservation law at a discrete level. The approach is
applied for the transport equation in the symmetric form, reflecting the law of conservation for the
square of the transferred substance. The article presents the Euler – Lagrangian method, built on
a rectangular difference grid that uses local values of characteristics to calculate the coefficients of
difference equations. Lagrange – Eulerian method is built on a spatial non-uniform grid obtained by
crossing the characteristic trajectories of the equation with lines in time.

Methodology. The integro-interpolation method is applied to derive approximations for the
differential operator which allowed obtaining simple formulas connecting values of the grid function
at the neighboring layers in time. Numerical calculations of characteristic trajectories are held by
the Euler method or the Runge – Kutta method of the second order, depending on the required
accuracy.

Findings. Numerical methods with the mentioned properties are developed and numerically
confirmed, convergence and discrete conservation laws for them are mathematically proved. The
first order convergence for both time and space is proved for the Euler – Lagrange method. The
second order convergence also in time and space is proved for the Lagrange – Euler method.

Originality/value. The Euler – Lagrange and Lagrange – Euler methods for the numerical solution
of the convection equation are developed. These methods are monotone and induce differential
conservation law at discrete level. The first and the second order of convergence correspondingly are
mathematically proved for them. The Lagrange – Euler method has showed two improved aspects:
firstly, it has greater order of convergence than the Euler – Lagrange one and secondly, it allows
solving problems with the discontinuous solutions without smoothing them.

Keywords: convection operator, symmetric form, semi-Lagrangian approximations, stability,
convergence.
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