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Статья посвящена построению экономичных конечно-разностных алгоритмов
для пространственных задач гиперзвуковой аэродинамики. Дан краткий обзор со-
временных моделей и алгоритмов, используемых в этой области, с точки зрения их
вычислительной сложности для моделирования колебательной и химической кине-
тики. Применительно к двухтемпературной модели многокомпонентного диссоци-
ирующего газа построены новые алгоритмы, основанные на методе приближенной
факторизации или схеме предиктор-корректор с расщеплением операторов по фи-
зическим процессам и пространственным направлениям. Реализация алгоритмов
на дробных шагах сводится к трехточечным скалярным прогонкам, что делает их
экономичными по числу арифметических операций на узел сетки. Причем число
операций имеет линейную зависимость от числа узлов расчетной области и чис-
ла уравнений. Используемая для построения алгоритмов идеология расщепления
предполагает возможность распараллеливания вычислений при решении много-
мерных задач, так как решение исходной многомерной задачи сведено на каждом
дробном шаге к независимому решению одномерных или более простых задач.
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Введение. Модели и алгоритмы гиперзвуковой вычислительной
аэродинамики

Гиперзвуковая вычислительная аэродинамика, получившая начало в работах [1, 2], на-
считывает четыре десятилетия, в течение которых были получены результаты, важные
как для развития теории, так и для многих приложений. Существенная особенность за-
дач в этом диапазоне скоростей заключается в необходимости детального учета реаль-
ных свойств газов. Гиперзвуковое обтекание летательных аппаратов характеризуется
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экстремальными градиентами макропараметров, приводящих к критическим значени-
ям температур и давлений, предельных для современных материалов. В высокотемпера-
турных зонах потока происходят процессы колебательного возбуждения и диссоциации,
идут химические реакции. При этом характерные времена молекулярно-кинетических
процессов оказываются сопоставимыми с характерным временем пребывания газовых
частиц у поверхности аппарата, что определяет существенную термохимическую нерав-
новесность потока. Все эти факторы в значительной степени влияют на аэродинамику
аппаратов — подъемную силу, сопротивление, распределение давлений и величину теп-
ловых потоков — и должны быть включены в той или иной степени в физико-матема-
тические и численные модели гиперзвуковых течений.

В настоящее время известна достаточно полная иерархия моделей [3–5], описываю-
щих различные гиперзвуковые течения — от полета ракет в воздухе с умеренными ги-
перзвуковыми числами Маха (M ∼ 10) до входа космического корабля в углекислотную
атмосферу Марса со скоростью порядка 6 км/с (M ∼ 30). Как правило, предполагается
режим обтекания в приближении сплошной среды. В этой связи газодинамическую ос-
нову всех моделей составляют уравнения Навье –Стокса для многокомпонентной смеси
молекулярных химически реагирующих газов. Модели различаются составом исходных
и получаемых в результате реакций и диссоциации-рекомбинации газовых компонентов.
Дополнительный учет комплекса сопутствующих физико-химических процессов приво-
дит к появлению источниковых членов в правых частях уравнения энергии и уравнений
неразрывности отдельных компонент. Последние можно рассматривать как подсистему
уравнений химической кинетики в движущейся среде.

Другое различие, создающее многообразие гиперзвуковых моделей, заключается
в способе учета кинетики колебательного возбуждения [6]. Наиболее детальный под-
ход состоит в поуровневом описании внутримолекулярного энергообмена, когда могут
рассматриваться несколько тысяч энергетических уровней [5, 7]. Такие модели дают
адекватную физическую картину процессов релаксации и переноса энергии, но из-за
гигантского объема требуемых вычислений не могут реализовываться в практических
задачах.

Более приемлемое с вычислительной точки зрения описание колебательной кинети-
ки дают многотемпературные модели [2, 5–9]. В них существенное сокращение числа
уравнений по сравнению с поуровневым подходом достигается за счет предположения,
что заселенности колебательных уровней подчиняются некоторому вероятностному рас-
пределению, часто больцмановскому, которое для каждой колебательной моды каждой
молекулярной компоненты характеризуется своей колебательной температурой. При
этом в систему добавляются релаксационные уравнения для колебательной энергии
каждой моды. Однако для газовых сред, состоящих из смеси много- и двухатомных
молекул, например CO2, CO, N2, O2, что составляет атмосферу Марса, детальное мно-
готемпературное приближение все еще создает чрезмерную вычислительную нагрузку
для решения пространственных аэродинамических задач.

Вместе с тем уже определен круг задач, допускающих дальнейшее упрощение
колебательной и химической кинетики и сокращение числа компонентов смеси.
К ним можно отнести, например, расчеты аэродинамики гиперзвуковых изделий
одноразового использования или расчеты полей аэротермодинамических параметров
при гиперзвуковом обтекании аппаратов для локализации зон ламинарно-турбулент-
ного перехода. В этих случаях бывает достаточно ограничиться двухтемпературной
колебательной кинетикой [5, 9] даже для многоатомных молекул типа углекислого
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газа. При этом предполагается, что поступательные и вращательные степени
свободы молекул находятся в термодинамическом равновесии и определяют
статическую температуру потока. Одновременно все колебательные моды всех
молекулярных компонентов характеризуются единой колебательной температурой.
Для колебательной энергии в модель включается одно релаксационное уравнение,
в котором используется характерное время релаксации, взвешенное по концентрациям
молекулярных компонентов. Такая модель, рассматриваемая в данной работе,
несмотря на относительную простоту, содержит все вычислительные особенности
и трудности, характерные в случае более сложных гиперзвуковых моделей, и удоб-
на при разработке и адаптации новых численных методов для задач гиперзвуковой
аэродинамики.

Нелинейность, многопараметричность, сильная связанность систем уравнений ги-
перзвуковых моделей, разномасштабность описываемых процессов в газовой среде при-
водят к необходимости разработки специальных численных алгоритмов, позволяющих
получать численные решения задач с заданной точностью за приемлемое время рабо-
ты современных вычислительных устройств. Использование для решений этих систем
уравнений явных конечно-разностных (и конечно-объемных) алгоритмов типа Мак-
Кормака или схем типа С. Годунова, основанных на задаче о распаде произвольного
разрыва, или их модификациях [10–12], требует больших затрат вычислительных ре-
сурсов из-за жестких ограничений на их устойчивость. Для повышения экономично-
сти алгоритмов начиная с 80-х гг. XX в. стали использоваться неявные схемы прибли-
женной факторизации и схемы типа предиктор-корректор [12–16], сводящие решение
систем алгебраических уравнений к векторным прогонкам или итерационным алгорит-
мам [13–15]. В методе расщепления этот подход эквивалентен введению расщепления
уравнений по пространственным направлениям (см., например, [16, 17]). Известно, что
реализация систем алгебраических уравнений векторными прогонками требует 𝐾𝑚3

арифметических операций на каждый узел сетки, где 𝑚 — число уравнений, 𝐾 — раз-
мерность задачи по пространству. С ростом числа уравнений эффективность схем при-
ближенной факторизации и схем расщепления по направлениям, реализуемых вектор-
ными прогонками, падает из-за степенного роста числа арифметических операций на
узел сетки.

Для повышения экономичности алгоритмов в работах [18–21] исходная система урав-
нений расщеплялась на две подсистемы: содержащую уравнения Навье –Стокса с пра-
выми частями и оставшуюся систему уравнений химической кинетики или уравнений
типа Максвелла. Для решения каждой из подсистем применялись схемы расщепле-
ния по направлениям и приближенной факторизации с последующими итерациями по
правой части [19–21]. Этот прием частично повышает эффективность алгоритмов, но
сохраняется степенная зависимость при их неявной реализации для расщепленных под-
систем уравнений.

В работе для численного решения системы уравнений математической модели мно-
гокомпонентного колебательного возбужденного диссоциирующего газа предлагаются
неявная конечно-разностная схема приближенной факторизации и схема предиктор-
корректор с расщеплением операторов по физическим процессам и пространственным
направлениям. Они являются обобщением алгоритмов [17, 22] численного решения урав-
нений Навье –Стокса и реализуются на дробных шагах трехточечными скалярными
прогонками, что делает их экономичными по числу арифметических операций на узел
сетки.
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1. Система многомерных уравнений колебательного
возбужденного диссоциирующего (химически реагирующего)
многокомпонентного газа

Приведем систему уравнений колебательного возбужденного диссоциирующего хими-
чески реагирующего многокомпонентного газа в безразмерном виде. В качестве харак-
терных величин для обезразмеривания выбраны следующие величины и соотношения
в невозмущенном потоке, отмеченные индексом ∞:

𝑥𝑗 → 𝐿, 𝜌→ 𝜌∞, 𝑇, 𝑇𝑣 → 𝑇∞, 𝑢𝑗 → 𝑢∞, 𝑡→ 𝐿

𝑢∞
, 𝜇→ 𝜇∞, 𝑝→ 𝜌∞𝑢

2
∞,

𝜆, 𝜆𝑣→̇𝜆∞, �̀� → 𝑤∞ =
`𝜌2∞𝑘𝑑
𝑀∞

, 𝛾 → 𝛾∞, 𝐸, 𝐸𝑣, ℎ→ 𝑅𝜌∞𝑇∞
𝑀∞

.

Система уравнений записывается в терминах плотности смеси 𝜌, массовых концентра-
ций отдельных компонентов 𝑐𝑛, координат вектора скорости 𝑢𝑗, плотности внутренней
энергии 𝐸𝑇𝑟 и плотности колебательной энергии 𝐸𝑣. Основные уравнения, описываю-
щие пространственные течения в декартовых координатах, имеют следующий вид:

– уравнение неразрывности для смеси в целом

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝜌𝑢𝑘) = 0, 𝑘 = 1, 2, 3; (1)

– уравнения неразрывности для отдельных компонентов

𝜌

(︂
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝑡

+ 𝑢𝑘
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝑥𝑘

)︂
=

1

ScRe∞

𝜕

𝜕𝑥𝑘
𝜇
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝑥𝑘

+Da𝑐𝑤
′
𝑛, 𝑘 = 1, 2, 3; 𝑛 = 1, . . . , 𝑁, (2)

𝑁∑︀
𝑛=1

𝑐𝑛 = 1, 𝑐𝑛 = −𝜌𝑛/𝜌 — массовая концентрация компонента смеси;

– уравнения для импульсов

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢𝑖) +

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝜌𝑢𝑘𝑢𝑖) +

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
=

1

Re∞

𝜕𝜏𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑘

, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3; (3)

– уравнение для внутренней энергии (поступательно-вращательных степеней свобо-
ды)

𝜕𝐸𝑇𝑟

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑢𝑘𝐸𝑇𝑟) + 𝛾𝑀2

∞

(︂
𝑝
𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑘

+
𝜏𝑖𝑘
Re∞

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑘

)︂
=

= − 1

Re∞

(︂
𝛼∞

Pr

𝜕𝑞𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑞𝑑𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑞𝑑𝑘
𝜕𝑥𝑘

)︂
+Da𝑐𝐽−Da𝑐𝑄𝑣−Da𝑣𝑄𝑡𝑟−𝑣, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3, (4)

где 𝑞𝑖𝑘 = −𝜆 𝜕𝑇
𝜕𝑥𝑘

— компоненты обезразмеренного теплового потока;

– уравнение для колебательной энергии

𝜕𝐸𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑢𝑘𝐸𝑣) = − 1

Re∞

(︂
𝛼∞

Pr

𝜕𝑞𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑞𝑑𝑣𝑘
𝜕𝑥𝑘

)︂
+Da𝑐𝑄𝑣 +Da𝑣𝑄𝑡𝑟−𝑣; (5)

– уравнение состояния смеси

𝑝 =
𝜌𝑇

𝛾M2
∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑀𝑛

, (6)

где 𝑀𝑛 — молекулярный вес 𝑛-го компонента.
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При записи уравнений введены критерии: число Рейнольдса Re∞ =
𝐿𝜌∞𝑢∞
𝜇∞

, число

Маха M∞ =
𝑢∞√︀

𝛾∞𝑅/(𝑀∞)𝑇∞
, число Прандтля Pr =

𝜇∞𝑐𝑝
𝜆∞

= 0.7, число Дамкелера

химическое Da𝑐 =
𝐿

𝜏𝑐𝑢∞
, число Дамкелера колебательное Da𝑣 =

𝐿

𝜏𝑣𝑢∞
, число Шмидта

Sc =

(︂
𝜌𝐷12

𝜇

)︂−1

= 0.5, 𝛼∞ =
𝐶𝑃∞

𝑅/𝑀∞
.

Тензор напряжений равен

𝜏𝑖𝑗 = −𝛿𝑖𝑗𝜇
(︂
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑥𝑖

)︂
− 𝜇

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

, 𝜇 = 𝜇1 −
2

3
𝜇, 𝜇1 = 𝛼𝜇, 𝛼 = 1 . . . 2.

Вязкость смеси вычисляется по формуле Уилки

𝜇 =
∑︁
(𝑛)

𝑋𝑛𝜇𝑛

𝜑𝜇,𝑛

, 𝜑𝜇,𝑛=
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑋𝑟

[︃
1+

√︂
𝜇𝑛

𝜇𝑟

(︂
𝑀𝑟

𝑀𝑛

)︂1/4
]︃2

√︃
8

(︂
1+

𝑀𝑛

𝑀𝑟

)︂ , 𝑋𝑛=
𝑐𝑚
𝑀𝑛

(︃
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑐𝑟
𝑀𝑟

)︃−1

, 𝑛=1, . . . , 𝑁.

Динамическая вязкость компонента 𝑛 вычисляется по формуле Блотнера

𝜇𝑛(𝑇 ) = 0.1 exp [(𝐴𝑛 ln𝑇 +𝐵𝑛) ln𝑇 + 𝐶𝑛] , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁.

Объемная плотность внутренней энергии равна

𝐸𝑇𝑟 = 𝜌𝑇
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛𝐶𝑉 𝑛, 𝐶𝑉 𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
3

2𝑀𝑛

для атомов,

5

2𝑀𝑛

для молекул.

Объемная плотность колебательной энергии

𝐸𝑣 = 𝜌
𝑚∑︁
(𝑛)

𝑐𝑛
𝜃𝑛/𝑀𝑛

exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)− 1
= 𝜌

𝑚∑︁
(𝑛)

𝑐𝑛𝑒𝑣𝑛(𝑇𝑣),

где колебательная энергия молекул (мод) на единицу массы вычисляется в приближе-
нии гармонического осциллятора:

𝑒𝑣𝑛(𝑇𝑣) =
𝜃𝑛/𝑀𝑛

exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)− 1

(суммирование только по молекулярным компонентам), 𝜃𝑛 — безразмерная характерис-
тическая температура компоненты (моды), колебательная температура 𝑇𝑣 предполага-
ется единой для всех мод и компонентов, рассчитывается итеративно из выражения
объемной плотности колебательной энергии.

Коэффициент теплопроводности смеси 𝜆 вычисляется по формуле Уилки

𝜆 =
∑︁
(𝑛)

𝑋𝑛𝜆𝑛
𝜑𝜆,𝑛

, 𝜑𝜆,𝑛 =
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑋𝑟

[︃
1 +

√︂
𝜆𝑛
𝜆𝑟

(︂
𝑀𝑟

𝑀𝑛

)︂1/4
]︃2

√︃
8

(︂
1 +

𝑀𝑛

𝑀𝑟

)︂ , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁.
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Коэффициенты теплопроводности отдельных компонентов выражаются через коэффи-
циент динамической вязкости с помощью приближенных соотношений Эйкена — моле-

кулярная компонента 𝜆𝑛 =

(︂
5

2

3

2𝑀𝑛

+
6

5

1

𝑀𝑛

)︂
𝜇𝑛, атомарная компонента 𝜆𝑛 =

5

2

3

2𝑀𝑛

𝜇𝑛.

Компоненты обезразмеренного диффузионного теплового потока равны

𝑞𝑑𝑘 = − 1

Sc

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑃𝑛𝜇
𝜕𝑐𝑛
𝜕𝑥𝑘

, 𝐶𝑃𝑛 = 𝐶𝑉 𝑛 +
1

𝑀𝑛

.

Компоненты обезразмеренного диффузионного потока колебательных квантов равны

𝑞𝑑𝑣𝑘 = − 1

Sc

𝑚∑︁
(𝑛)

𝜇
𝜃𝑛/𝑀𝑛

exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)− 1

𝜕𝑐𝑛
𝜕𝑥𝑘

,

где суммирование только по молекулярным компонентам.

Обезразмеренное тепловыделение химических реакций задается по формуле

𝐽 =
𝑁∑︀

𝑛=1

�̀�𝑛ℎ
0
𝑛, где ℎ

0
𝑛 — безразмерная энтальпия образования 𝑛-го компонента. Прирост

колебательной энергии за счет химических реакций (рекомбинации) 𝑄𝑣 =
𝑚∑︀
(𝑛)

𝑒𝑣𝑛�̀�𝑛,

(суммирование только по молекулярным компонентам).

Обезразмеренный релаксационный член равен

𝑄𝑡𝑟−𝑣 = 𝜌
𝑁∑︁

𝑛=1

𝑐𝑛
𝑒𝑣𝑛(𝑇 )− 𝑒𝑣𝑛(𝑇𝑣)

𝜏𝑛
.

Компоненты обезразмеренного теплового потока колебательных квантов

𝑞𝑣𝑖 = −
𝑚∑︁
(𝑛)

𝑐𝑛𝜆𝑣𝑛
𝜕𝑇𝑣
𝜕𝑥𝑖

.

Коэффициент переноса колебательных квантов

𝜆𝑣𝑛 =
6

5
𝜇𝑛𝑐𝑉 𝑣𝑛 =

6

5
𝜇𝑛
𝜕𝑒𝑣𝑛
𝜕𝑇𝑣

=
6

5
𝜇𝑛

1

(exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)− 1)2
exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)(𝜃𝑛/𝑇𝑣)

2.

Интенсивность производства компоненты (на примере реакций диссоциации-рекомби-
нации) задается в виде

�̀�𝑛 = −
𝑁∑︁
𝑠=1

𝐾𝑓,𝑛𝑠(𝑇 )
𝜌𝑛
𝑀𝑛

𝜌𝑠
𝑀𝑠

+
𝑁∑︁
𝑠=1

𝐾𝑏,𝑛𝑠(𝑇 )

(︂
2
𝜌𝑛𝑑
𝑀𝑛

)︂2
𝜌𝑠
𝑀𝑠

,

где 𝐾𝑓,𝑛𝑠 — константа диссоциации компоненты при столкновении с 𝑠-компонентой,
𝐾𝑏,𝑛𝑠 — константа рекомбинации компоненты из продуктов диссоциации компоненты
с 𝑠-компонентой в качестве третьего тела.
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2. Численные алгоритмы

Для удобства построения численных алгоритмов разрешим исходные уравнения (1)–(6)
относительно искомых функций 𝜌, 𝑐𝑛, 𝑢𝑗, 𝐸𝑛, 𝐸𝑣 и представим их в векторной форме

𝜕f

𝜕𝑡
= −W, f = (𝜌, 𝑐𝑛, 𝑢𝑗, 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑣)

𝑇 , W = (𝑤𝜌, 𝑤𝑐𝑛, 𝑤𝑢𝑗, 𝑤𝐸𝑇𝑟, 𝑤𝐸𝑣)
𝑇 , (7)

где 𝑢𝑗 ∈ u = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)
𝑇 , 𝑐𝑛 ∈ c = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑁)

𝑇 , 𝑤𝑢𝑗 ∈ w𝑢 = (𝑤𝑢1, 𝑤𝑢2, 𝑤𝑢3)
𝑇 , 𝑤𝑐𝑛 ∈ w𝑐 =

(𝑤𝑐1, . . . , 𝑤𝑐𝑁)
𝑇 — векторы, 𝑗 = 1, . . . , 𝐾, 𝑛 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑁 — количество компонентов

смеси газа, 𝐾 = 1, 2, 3 — количество пространственных координат;

𝑤𝜌 = 𝜕𝑘(𝜌𝑢𝑘), 𝑤𝑐𝑛 = 𝑢𝑘𝜕𝑘𝑐𝑛 −
1

𝜌
(𝜕𝑘𝜇𝑐𝜕𝑘𝑐𝑛 +𝐷𝑎𝑐𝑤

′
𝑛) , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁,

𝑤𝑢𝑗 = 𝑢𝑘𝜕𝑘𝑢𝑗 +
1

𝜌

(︀
𝛿𝑘𝑗 𝜕𝑘𝑝+ 𝜕𝑘𝜏𝑗𝑘

)︀
, 𝑗 = 1, . . . , 𝐾,

𝑤𝐸𝑇𝑟 = 𝜕𝑘𝑢𝑘𝐸𝑇𝑟 + 𝑝0 (𝑝𝜕𝑘𝑢𝑘 + 𝜏𝑘𝑖𝜕𝑖𝑢𝑘) + 𝜕𝑘𝜆𝑇𝜕𝑘𝑇 − 𝜕𝑘𝑞𝑑𝑣𝑘 + 𝜕𝑘𝑞𝑑𝑘 + 𝐽0 −𝑅,

𝑤𝐸𝑣 = 𝜕𝑘(𝑢𝑘𝐸𝑣) + 𝜕𝑘𝜆𝑣𝜕𝑘𝑇𝑣 + 𝜕𝑘𝑞𝑑𝑣𝑘 +𝑅,

(8)

𝑝 =
𝜌𝑇

𝛾𝑀2
∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑀𝑛

, 𝑞𝑑𝑣𝑘 = − 1

Sc

𝑚∑︁
𝑛

𝜇
𝜃𝑛/𝑀𝑛

exp(𝜃𝑛/𝑇𝑣)− 1
𝜕𝑘𝑐𝑛, 𝑞𝑑𝑘 = − 1

Sc

𝑁∑︁
𝑛=1

𝐶𝑃𝑛𝜇𝜕𝑘𝑐𝑛.

При записи уравнений (7), (8) введены обозначения: 𝜕𝑘 = 𝜕/𝜕𝑘, 𝑅 = Da𝑐𝑄𝑣 +Da𝑣𝑄𝑡𝑟−𝑣,

𝐽0 = Da𝑐𝐽 , 𝑝0 =
1

𝛾𝑀2
∞
, 𝜇𝑐 =

1

Sc
, 𝜆𝑇 =

𝜆𝛼∞

Pr
, 𝜆𝑇𝑣 =

𝛼∞

Pr

𝑚∑︀
(𝑛)

𝑐𝑛𝜆𝑣𝑛. Число Re∞ внесе-

но в коэффициенты вязкости, теплопроводности и т. д. Уравнения (7), (8) дополнены
замыкающими соотношениями и зависимостями коэффициентов уравнений от газоди-
намических функций, приведенными выше. Так как 𝐸𝑇𝑟 = 𝐸𝑇𝑟(𝜌, 𝑇, 𝑐𝑛), 𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇, 𝑐𝑛) =
𝑝(𝜌, 𝑐𝑛, 𝐸𝑇𝑟), 𝐸𝑣 = 𝐸𝑣(𝜌, 𝑇𝑣, 𝑐𝑛), 𝑅 = 𝑅(𝜌, 𝑐𝑛, 𝑇, 𝑇𝑣), 𝐽0 = 𝐽0(𝜌, 𝑐𝑛, 𝑇 ), 𝑤

′
𝑛 = 𝑤′

𝑛(𝜌, 𝑐𝑛, 𝐸𝑇𝑟),
справедливы следующие соотношения:

1

𝜌
𝜕𝑘𝑝 = 𝑎𝜌𝜕𝑘𝜌+ 𝑎𝑐𝑛𝜕𝑘𝑐𝑛 + 𝑎𝐸𝜕𝑘𝐸𝑇𝑟, 𝜕𝑘𝑇 = 𝑏𝜌𝜕𝑘𝜌+ 𝑏𝑐𝑛𝜕𝑘𝑐𝑛 + 𝑏𝐸𝑇𝑟𝜕𝑘𝐸𝑇𝑟,

Da𝑐𝜕𝑘𝑤
′
𝑛(𝑐𝑛, 𝐸𝑇𝑟, 𝜌) = 𝐵𝑤𝑐𝑛𝜕𝑘𝑐𝑛 +𝐵𝑤𝑇𝑟𝜕𝑘𝐸𝑇𝑟 +𝐵𝑤𝜌𝜕𝑘𝜌,

𝜕𝑘𝐽0(𝜌, 𝑐𝑛, 𝐸𝑇𝑟) = 𝐵𝐽𝜌𝜕𝑘𝜌+𝐵𝐽𝑐𝜕𝑘𝑐𝑛 +𝐵𝐽𝑇𝑟𝜕𝑘𝐸𝑇𝑟,

𝜕𝑘𝑅(𝜌, 𝑐𝑛, 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑣) = 𝐵𝑅𝜌𝜕𝑘𝜌+𝐵𝑅𝑐𝜕𝑘𝑐𝑛 +𝐵𝑅𝑇𝑟𝜕𝑘𝐸𝑇𝑟 +𝐵𝑅𝑣𝜕𝑘𝐸𝑣,

(9)

𝑎0 =
1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝜌
, 𝑎𝑐𝑛 =

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑐𝑛
, 𝑎𝑇𝑟 =

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝐸𝑇𝑟

, 𝑏𝜌 =
𝜕𝑇

𝜕𝜌
, 𝑏𝑐𝑛 =

𝜕𝑇

𝜕𝑐𝑛
, 𝑏𝑇𝑟 =

𝜕𝑇

𝜕𝐸𝑇𝑟

,

𝐵𝑤𝜌 = Da𝑐
𝜕𝑤′

𝑛

𝜕𝜌
, 𝐵𝑤𝑐𝑛 = Da𝑐

𝜕𝑤′
𝑛

𝜕𝑐𝑛
, 𝐵𝑤𝑇𝑟 = Da𝑐

𝜕𝑤′
𝑛

𝜕𝐸𝑇𝑟

, 𝐵𝑅𝜌 =
𝜕𝑅

𝜕𝜌
, 𝐵𝑅𝑐𝑛 =

𝜕𝑅

𝜕𝑐𝑛
,

𝐵𝑅𝑇𝑟 =
𝜕𝑅

𝜕𝐸𝑇𝑟

, 𝐵𝑅𝑣 =
𝜕𝑅

𝜕𝐸𝑣

, 𝐵𝐽𝜌 =
𝜕𝐽0
𝜕𝜌

, 𝐵𝐽𝑐𝑛 =
𝜕𝐽0
𝜕𝑐𝑛

, 𝐵𝐽𝑇𝑟 =
𝜕𝐽0
𝜕𝐸𝑇𝑟

.

С учетом введенных соотношений (8), (9) представим систему уравнений (7) в форме
расщепления по пространственным направлениям
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𝜕f

𝜕𝑡
= −W = −

𝐾∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘f − F, (10)

f =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜌
𝑐𝑙
𝑢𝑗
𝐸𝑇𝑟

𝐸𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐵𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑘𝑢𝑘 0 0 0 0
𝑏𝑘𝑤𝜌 𝑢𝑘𝜕𝑘 − 𝑏𝑐𝑛𝑘 0 𝑏𝑘𝑤𝑛 0
𝛿𝑘𝑗 𝑎0𝜕𝑘 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝑐𝑛𝜕𝑘 𝑢𝑘𝜕𝑘 − 𝑏𝑗𝑘 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝐸𝜕𝑘 0
𝑏𝑘𝜌 𝑏𝑘𝑐𝑛 𝑝𝑝0𝛿

𝑘
1𝜕𝑘 𝜕𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑇𝑟𝑘 𝑏𝑘𝑅𝑣

−𝑏𝑘𝑅𝜌 −𝑎𝑘𝑅𝑐𝑛 0 −𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 𝜕𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑏𝑗𝑘 =
1

𝜌
𝜕𝑘

(︁
𝜇+ 𝛿𝑘𝑗

(︁𝜇
3
+ 𝜇1

)︁)︁
𝜕𝑘, 𝑏𝑇𝑟𝑘 = 𝜕𝑘

(︂
𝜆𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝐸𝑇𝑟

)︂
𝜕𝑘 − 𝑏𝑘𝑇𝑟,

𝑏𝑐𝑛𝑘 = 𝜕𝑘𝜇𝑐𝜕𝑘 + 𝑏𝑘𝑤𝑐𝑛, 𝑏𝑣𝑘 = 𝜕𝑘

(︂
𝜆𝑇𝑣

𝜕𝑇𝑣
𝜕𝐸𝑣

)︂
𝜕𝑘 + 𝑏𝑘𝑅𝑣.

Операторы 𝐵𝑘 содержат все газодинамические члены уравнений, члены с повторными
производными из (8) и коэффициенты при алгебраических членах 𝑤′

𝑛, 𝑅, 𝐽0 в (9) после

их линеаризации. Вектор F = W−
𝐾∑︀
𝑘=1

𝐵𝑘f содержит оставшиеся члены. Коэффициенты

при свободных членах 𝑤′
𝑛, 𝑅, 𝐽0 равны

𝑏𝑘𝑤𝜌 = 𝐵𝑤𝜌, 𝑏𝑘𝑤𝑇𝑟 = 𝐵𝑤𝑇𝑟, 𝑏𝑘𝑤𝑐𝑛 = 𝐵𝑤𝑐𝑛, 𝑏𝑘𝑅𝜌 = 𝐵𝑅𝜌, 𝑏𝑘𝑅𝑐𝑛 = 𝐵𝑅𝑐𝑛,

𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 = 𝐵𝑅𝑇𝑟, 𝑏𝑘𝑣 = 𝐵𝑅𝑣, 𝑏𝑘𝐽𝑐𝑛 = 𝐵𝐽𝑐𝑛, 𝑏𝑘𝐽𝜌 = 𝐵𝐽𝜌, 𝑏𝑘𝐽𝑇𝑟 = 𝐵𝐽𝑇𝑟,

𝑏𝑘𝜌 = 𝑏𝑘𝑅𝜌 − 𝑏𝑘𝐽𝜌, 𝑏𝑘𝑐𝑛 = 𝑏𝑘𝑅𝑐𝑛 − 𝑏𝑘𝐽𝑐𝑛, 𝑏𝑘𝑇𝑟 = 𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 − 𝑏𝑘𝐽𝑇𝑟

и сохранены в операторе 𝐵1, а в операторах 𝐵2, 𝐵3 они равны нулю. Сохранение алгеб-
раических членов в операторе 𝐵1 с последующей их неявной аппроксимацией обычно
приводит к повышению устойчивости разностных схем [16]. Отметим, что размерность
вектора f для трехмерного случая равна 𝑚 = 6 +𝑁 (так как 𝐾 = 3, 𝑙 = 𝑁), а размер-
ность матричных операторов 𝐵𝑘 — соответственно 𝑚×𝑚.

Для численного решения системы уравнений (10) рассмотрим неявную конечно-
разностную схему приближенной факторизации и схему предиктор-корректор с рас-
щеплением операторов по физическим процессам и пространственным направлениям.
Они являются обобщением алгоритмов [16, 17] численного решения уравнений Навье –
Стокса и реализуются на дробных шагах трехточечными скалярными прогонками, что
делает их экономичными по числу арифметических операций на узел сетки, причем
число скалярных прогонок равно лишь 𝐾(𝑚+ 1). Остановимся на их построении.

Аппроксимируем в операторе W из (10) первые и вторые производные со вторым
порядком по формулам

Λ𝑘 =
Λ𝑘+ + Λ𝑘−

2
, Λ𝑘𝑏𝑘Λ𝑘 = Λ𝑘+𝑏𝑘Λ𝑘−, Λ𝑘±𝑓𝑘 = ±𝑓𝑘±1 − 𝑓𝑘

ℎ𝑘
,

Λ𝑗𝑏Λ𝑖𝑓𝑖𝑗 =
𝑏𝑖𝑗+1(𝑓𝑖+1,𝑗+1 − 𝑓𝑖−1,𝑗+1)− 𝑏𝑖𝑗−1(𝑓𝑖+1,𝑗−1 − 𝑓𝑖−1,𝑗−1)

4ℎ𝑖ℎ𝑖
,

Λ2
𝑘 =

1

2
(Λ𝑘+ + Λ𝑘− − 𝑎𝜀Λ𝑘+Λ𝑘−) , Λ

2

𝑘 =
1

2
(Λ𝑘+ + Λ𝑘− + 𝑎𝜀Λ𝑘+Λ𝑘−) ,

(11)

𝜀 = sign(𝑢𝑘)

⎧⎨⎩
|Λ𝑘+Λ𝑘−𝑝𝑘|

|Λ𝑘+𝑝𝑘|+ |Λ𝑘−𝑝𝑘|
, если |Λ𝑘+𝑝𝑘|+ |Λ𝑘−𝑝𝑘| ≠ 0,

0, иначе,
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где ℎ𝑘 — шаги сетки по направлению 𝑥𝑘. В силу немонотонности симметричных ап-
проксимаций первых производных со вторым порядком их применение может приво-
дить к осцилляциям решения. Введенное сглаживание вида (11) помогает их мини-
мизировать без понижения порядка аппроксимации (см., например, [22]). При 𝑎 = 0
имеем аппроксимацию второго порядка без сглаживания, при 𝑎 = 1 — со сглажи-
ванием. С учетом введенных аппроксимаций (11) получим Wℎ = W + 𝑂(ℎ2), где
Wℎ = (𝑤ℎ𝜌, 𝑤ℎ𝑐𝑛, 𝑤ℎ𝑢𝑗, 𝑤ℎ𝐸𝑇𝑟, 𝑤ℎ𝐸𝑣),

𝑤ℎ𝜌 = Λ2
𝑘(𝜌𝑢𝑘),

𝑤ℎ𝑐𝑛 = 𝑢𝑘Λ
2
𝑘𝑐𝑛 −

1

𝜌
(Λ𝑘𝜇Λ𝑘𝑐𝑛 − 𝑤𝑎𝑛), 𝑛 = 1, . . . , 𝑁,

𝑤ℎ𝑢𝑗 = 𝑢𝑘Λ
2
𝑘𝑢𝑗 +

1

𝜌
(𝛿𝑘𝑗Λ

2
𝑘𝑝+ Λ𝑘𝜏𝑗𝑘), 𝑗 = 1, . . . , 𝐾,

𝑤ℎ𝐸𝑇𝑟 = Λ2
𝑘(𝑢𝑘𝐸𝑇𝑟) + 𝑝0(𝑝Λ

2
𝑘𝑢𝑘 + 𝜏𝑘𝑖Λ𝑖𝑢𝑘) + Λ𝑘𝜆𝑇Λ𝑘𝑇 − Λ𝑘𝑞𝑑𝑣𝑘 + Λ𝑘𝑞𝑑𝑘 + 𝐽0 −𝑅,

𝑤ℎ𝐸𝑣 = Λ2
𝑘(𝑢𝑘𝐸𝑣) + Λ𝑘𝜆𝑣Λ𝑘𝑇𝑣 + Λ𝑘𝑞𝑑𝑣𝑘 +𝑅,

𝑝 =
𝜌𝑇

𝛾𝑀2
∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑀𝑛

,

𝜏𝑖𝑗 = −𝛿𝑖𝑗𝜇(Λ𝑖𝑢𝑗 + Λ𝑗𝑢𝑖)− 𝜇Λ𝑘𝑢𝑘, 𝑗, 𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3.

Аппроксимируем конвективные члены уравнений 𝑢𝑘𝜕𝑘 и члены с давлением 𝜕𝑘𝑝 в опе-
раторах 𝐵𝑘 из (10) подобно [16, 17] несимметричными операторами с первым порядком

𝑢𝑘Λ =

{︂
Λ𝑘−
Λ𝑘+

, Λ𝑘𝑝 =

{︂
Λ𝑘+

Λ𝑘−
, если

{︂
𝑢𝑘 ≥ 0
𝑢𝑘 < 0

, Λ𝑘±𝑓𝑘 = ±𝑓𝑘±1 − 𝑓𝑘
ℎ𝑘

,

а соответственно члены, содержащие вторые производные, — по формулам (11). Тогда

𝐵𝑘ℎ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Λ𝑘𝑢𝑘 0 0 0 0
𝑏𝑘𝑤𝜌 𝑢𝑘Λ𝑘 − 𝑏𝑐𝑛𝑘 0 𝑏𝑘𝑤𝑛 0
𝛿𝑘𝑗 𝑎0Λ𝑘 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝑐𝑛Λ𝑘 𝑢𝑘Λ𝑘 − 𝑏𝑗𝑘 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝐸Λ𝑘 0
𝑏𝑘𝜌 𝑏𝑘𝑐𝑛 𝑝𝑝0𝛿

𝑘
𝑗Λ𝑘 Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑇𝑟𝑘 𝑏𝑘𝑅𝑣

−𝑏𝑘𝑅𝜌 −𝑏𝑘𝑅𝑐𝑛 0 −𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = 𝐵𝑘 +𝑂(ℎ).

Для решения системы уравнений (10) рассмотрим разностную схему с весами

f𝑛+1 − f𝑛

𝜏
= −

𝐾∑︁
𝑘=1

𝐵𝑛
𝑘ℎ(𝛼f

𝑛+1 + 𝛽f𝑛)− F𝑛 = −W𝑛

или эквивалентную ей схему в каноническом виде(︃
𝐼 + 𝜏𝛼

𝐾∑︁
𝑘=1

𝐵𝑛
𝑘ℎ

)︃
f𝑛+1 − f𝑛

𝜏
= −W𝑛

ℎ. (12)

Она аппроксимирует исходные уравнения с порядком 𝜓 = 𝑂(𝜏 +𝜏ℎ+ℎ2) и линейна, так
как коэффициенты операторов 𝐵𝑛

𝑘ℎ заданы на 𝑛-м слое, однако ее реализация сводится
к матричной прогонке. Приближенно факторизуем оператор

𝐼 + 𝜏𝛼
𝐾∑︁
𝑘=1

𝐵𝑛
𝑘ℎ ≈

𝐾∏︁
𝑘=1

(𝐼 + 𝜏𝛼𝐵𝑛
𝑘ℎ).
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Тогда разностная схема

𝐾∏︁
𝑘=1

(𝐼 + 𝜏𝛼𝐵𝑛
𝑘ℎ)

f𝑛+1 − f𝑛

𝜏
= −W𝑛

ℎ

или эквивалентная ей схема в дробных шагах

𝜉𝑛 = −W𝑛
ℎ,

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
1 )𝜉

𝑛+1/𝐾 = 𝜉𝑛, . . . , (𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
21)𝜉

𝑛+1 = 𝜉𝑛+(𝐾−1)/𝐾 ,

f𝑛+1 = f𝑛 + 𝜏𝜉𝑛+1

аппроксимирует исходные уравнения (10) с порядком 𝜓 = 𝑂(𝜏+ℎ2), но является линей-
ной. На дробных шагах она реализуется векторными прогонками, что делает ее также
неэкономичной. Такой подход, основанный на расщеплении уравнений по простран-
ственным направлениям, использовался многими авторами [11–15, 18–21].

Для построения экономичных алгоритмов подобно [16, 17] введем расщепление опе-
раторов 𝐵𝑘ℎ по физическим процессам, полагая 𝐵𝑘ℎ = 𝐵𝑘1 +𝐵𝑘2, где

𝐵𝑘1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Λ𝑘𝑢𝑘 0 0 0 0
𝑏𝑘𝑤𝜌 𝑢𝑘Λ𝑘 − 𝑏𝑐𝑛𝑘 0 0 0
𝛿𝑘𝑗 𝑎0Λ𝑘 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝑐𝑛Λ𝑘 𝑢𝑘Λ𝑘 − 𝑏𝑗𝑘 0 0
𝑏𝑘𝜌 0 0 Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑇𝑟𝑘 0

−𝑏𝑘𝑅𝜌 −𝑏𝑘𝑅𝑐𝑛 0 0 Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑣𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝐵𝑘2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 𝑏𝑘𝑤𝑛 0
0 0 0 𝛿𝑘𝑗 𝑎𝐸Λ𝑘 0
0 𝑏𝑘𝑐𝑛 𝑝𝑝0𝛿

𝑘
𝑗Λ𝑘 0 𝑏𝑘𝑅𝑣

0 0 0 −𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝑛 = 1, . . . , 𝑁,
𝑗 = 1, . . . , 𝐾.

Так как
𝐾∏︀
𝑘=1

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
𝑘1)(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛

𝑘2) = 𝐼 + 𝜏𝛼
𝐾∑︀
𝑘=1

𝐵𝑛
𝑘ℎ + 𝑂(𝜏 2), разностная схема прибли-

женной факторизации

𝐾∏︁
𝑗=1

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
𝑘1)(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛

𝑘2)
f𝑛+1 − f𝑛

𝜏
= −W𝑛

ℎ (13)

или эквивалентная ей схема в дробных шагах

𝜉𝑛 = −W𝑛
ℎ,

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
11)𝜉

𝑛+1/2𝐾 = 𝜉𝑛, (𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
21)𝜉

𝑛+1/𝐾 = 𝜉𝑛+1/2𝐾 ,

. . .

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
12)𝜉

𝑛+(2𝐾−1)/2𝐾 = 𝜉𝑛+(𝐾−1)/𝐾 , (𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
22)𝜉

𝑛+1 = 𝜉𝑛+(2𝐾−1)/2𝐾 ,

f𝑛+1 = f𝑛 + 𝜏𝜉𝑛+1

(14)

также аппроксимирует уравнения (11) с порядком 𝜓 = 𝑂(𝜏 + ℎ2) для всех 𝛼. Остано-
вимся на ее реализации. На нулевом шаге система разностных уравнений 𝜉𝑛 = −W
разрешается явно для каждой компоненты вектора 𝜉𝑛 = (𝜉𝑛𝜌 , 𝜉

𝑛
𝑐𝑛, 𝜉

𝑛
𝑗 , 𝜉

𝑛
𝐸𝑇𝑟, 𝜉

𝑛
𝐸𝑣)

𝑇 для всех
внутренних узлов. На границах области задаются краевые условия.
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На нечетных (𝑘 = 1, 3, 5) дробных шагах система уравнений

[1 + 𝜏𝛼Λ𝑘𝑢𝑘] 𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 = 𝜉𝑛+(𝑘−1)/2𝐾

𝜌 ,

[𝐼 + 𝜏𝛼(𝑢𝑘Λ𝑘 − 𝑏𝑐𝑛𝑘)] 𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝑐𝑛 = 𝜉𝑛+(𝑘−1)/2𝐾

𝑐𝑛 + 𝜏𝛼𝑏𝑘𝑤𝑝𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁,

[𝐼+𝜏𝛼(Λ𝑘𝑢𝑘−𝑏𝑗𝑘)]𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝑗 =𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝑗 −𝜏𝛼

(︃
𝑎0Λ𝑘𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 +𝑎𝑐𝑛

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝑐𝑛

)︃
, 𝑗 = 1, . . . , 𝐾,

(𝐼 + 𝜏𝛼(Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑇𝑟𝑘)) 𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 = 𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 − 𝜏𝛼𝑏𝑘𝜌𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 ,

[𝐼 + 𝜏𝛼(Λ𝑘𝑢𝑘 − 𝑏𝑣𝑘)] 𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑣 = 𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑣 − 𝜏𝛼

(︃
𝑏𝑘𝜌𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 + 𝑏𝑘𝑅𝑐𝑛

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝑐𝑛

)︃
решается скалярными прогонками для каждого уравнения.

На четных (𝑘 = 2, 4, 6) дробных шагах решается система уравнений

𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝜌 = 𝜉𝑛+(𝑘−1)/2𝐾

𝜌 , 𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝑐𝑛 = 𝜉𝑛+(𝑘−1)/2𝐾

𝑐𝑛 − 𝜏𝛼𝑏𝑘𝑤𝑛𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 , 𝑛 = 1, . . . , 𝑁,

𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝑗 = 𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝑗 − 𝜏𝛼𝛿𝑘𝑗 𝑎𝐸Λ𝑘𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 , 𝑗 = 1, . . . , 𝐾,

𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 = 𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 − 𝜏𝛼

(︃
𝛿𝑘𝑗 𝑝0𝑝Λ𝑘𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝑗 + 𝑏𝑘𝑅𝑣𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑣 + 𝑏𝑘𝑐𝑛

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛+𝑘/2𝐾
𝑐𝑛

)︃
,

𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑣 = 𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑣 + 𝜏𝛼𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟𝜉

𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 .

После исключения из уравнения энергии других компонент невязок получим для невяз-
ки давления уравнение в следующем виде:{︃

𝐼 − (𝜏𝛼)2

[︃
𝑝0𝑝Λ𝑘𝑎𝐸Λ𝑘 + 𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟𝑏𝑘𝑅𝑣 + 𝑏𝑘𝑐𝑛

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑏𝑘𝑤𝑛

]︃}︃
𝜉
𝑛+𝑘/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 =

= 𝜉
𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑇𝑟 − 𝜏𝛼

{︃
𝑝𝑝0𝛿

𝑘
𝑗Λ𝑘𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝑗 + 𝑏𝑘𝑅𝑣𝜉

𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝐸𝑣 + 𝑏𝑘𝑅𝑐

𝑁∑︁
𝑛=1

𝜉𝑛+(𝑘−1)/2𝐾
𝑐𝑛

}︃
.

Его решение находится трехточечной скалярной прогонкой, после чего явно вычисляют-
ся новые значения остальных компонент. Значения функций на шаге f𝑛+1 вычисляются
явно из последнего уравнения схемы (14). На этом процесс вычисления функций на
одном временно́м шаге заканчивается.

Для получения схемы второго порядка аппроксимации по всем переменным рас-
смотрим схему предиктор-корректор:

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
11)f

𝑛+1/4𝐾 = f𝑛, (𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
21)f

𝑛+1/2𝐾 = f𝑛+1/4𝐾 ,

. . .

(𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
12)f

𝑛+(2𝑘−1)/4𝐾 = f𝑛+2/8, (𝐼 + 𝜏𝛼B𝑛
22)f

𝑛+1/2 = f𝑛+(2𝑘−1)/4𝐾 ,

f𝑛+1 = f𝑛 − 𝜏W
𝑛+1/2
ℎ .

(15)

При 𝛼 = 1/2 + 𝑂(𝜏) она аппроксимирует уравнения (9) с порядком 𝜓 = 𝑂(𝜏 2 + ℎ2)
и реализуется подобно (13), (14) на дробных шагах скалярными прогонками, а на этапе
корректора — явно.
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Таким образом, предложенные разностные схемы (13), (15) являются экономичными
по числу арифметических операций на узел сетки, поскольку реализуются скалярными
прогонками, число прогонок равно (𝑚+ 1)𝑁 .

Остановимся на анализе устойчивости алгоритма (13). Проведем его для уравнений
с замороженными коэффициентами спектральным методом (отметим, что для линеа-
ризованных уравнений схемы (13), (15) эквивалентны). Для определенности выберем
симметричную аппроксимацию первых производных в операторах B𝑛

𝑘𝑗 и Wℎ. Будем

искать решение схем в виде f𝑛𝑙1𝑙2𝑙3 = f0𝜆
𝑛𝑒𝑖𝑞, 𝑞 =

3∑︀
𝑗=1

𝑘𝑙𝑗𝑙ℎ𝑙, 𝜆 = 𝑒𝜔𝜏 . Тогда схеме (13) для

линеаризованных уравнений соответствует характеристическое уравнение

det

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝐾∏︁
𝑗=1

(︀
𝐼 + 𝛼B0

𝑗1

)︀ (︀
𝐼 + 𝛼B0

𝑗2

)︀
(𝜆− 1) +

𝐾∑︁
𝑗=1

(︀
B0

𝑗1 +B0
𝑗2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦ = 0, (16)

где операторы B0
𝑖𝑗 имеют структуру операторов B𝑖𝑗. Найти решение системы алгебра-

ических многопараметрических уравнений (16) в общем виде затруднительно, поэтому
ограничимся рассмотрением некоторых предельных случаев. Для одномерного случая
характеристическое уравнение примет вид

det
⃦⃦(︀
𝐼 + 𝛼B0

11

)︀ (︀
𝐼 + 𝛼B0

12

)︀
(𝜆− 1) +B0

11 +B0
12

⃦⃦
= 0, (17)

B0
11 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡𝜌0 0 0 0 0

𝜏𝑏1𝑤𝜌 𝑡𝑐0 0 0 0
𝑑𝑎0 𝑑𝑎𝑐 𝑡𝑢0 0 0
𝜏𝑏1𝜌 0 0 𝑡𝐸𝑇𝑟

0 0
0 0 0 0 𝑡𝐸𝑣

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , B0
12 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 0
0 0 0 𝜏𝑏1𝑤𝑇𝑟 0
0 0 0 𝑑𝑎𝐸 0
0 −𝜏𝑏𝐽𝑐𝑛 𝑑𝑝𝑝0 0 𝑏𝑘𝑅𝑣

0 0 0 −𝑏𝑘𝑅𝑇𝑟 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где

𝑑 = 𝑖
𝜏

ℎ1
sin(𝑘𝑗ℎ𝑗), 𝑑0 =

4𝜏

ℎ21
sin2 𝑘𝑗ℎ𝑗

2
, 𝑡0 = 𝑢𝑑, 𝑡𝜌0 = 𝑡0,

𝑡𝑐𝑛0 = 𝑡0 + 𝜏(𝑏𝑐𝑛 + 𝑑0𝑏1𝑤𝑐𝑛), 𝑡𝑢0 = 𝑡0 + 𝜏𝑏21, 𝑡𝐸𝑇𝑟
0 = 𝑡0 + 𝜏(𝑑0𝑏31 + 𝑏1𝑖),

𝑡𝐸𝑣
0 = 𝑡0 + (𝑑0𝑏41 + 𝜏𝑏1𝑅𝑣), 𝑡𝑞 = 1 + 𝛼𝑡𝑞0, 𝑞 = 𝜌, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, 𝑢, 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑣.

Его корни могут быть определены из решения алгебраического уравнения 𝑚-го по-
рядка относительно 𝛼. Если полагать преобладающими конвективные и вязкие члены
в характеристическом уравнении (17), т. е. положить B0

12 = 0, то оно примет вид

𝑄∏︁
𝑞

[𝑡𝑞(𝜆− 1) + 𝑡𝑞0] = 0, 𝑞 = 𝜌, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, 𝑢, 𝐸𝑇𝑟, 𝐸𝑣,

𝑄 — сумма всех членов 𝑞. Его корни равны 𝜆1 =
𝑡𝑞 − 𝑡𝑞0
𝑡𝑞

, 𝑞 = 𝜌, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛, 𝑢, 𝐸𝑇𝑟,

𝐸𝑣, и, очевидно, |𝜆𝑞| ≤ 1 при 𝛼 ≥ 1/2 + 𝑂(𝜏), т. е. разностная схема (17) безусловно
устойчива. Если положить, что B0

11 = 0, то характеристическое уравнение примет вид

(𝜆− 1)2+𝑁
[︀
(𝜆− 1)2 + 𝑠2(𝛼𝜆+ 1− 𝛼)2

]︀
= 0.

Здесь 𝑠2 = |𝑑|2𝑠2𝑎 + 𝑠2𝑏 , 𝑠
2
𝑎 = 𝑝𝑝𝑎𝐸, 𝑠

2
𝑏 = 𝜏 2

(︂
𝑏1𝑅𝑇𝑟𝑏𝑘𝑅𝑣 +

𝑁∑︀
𝑐𝑛=1

𝑏1𝑅𝑇𝑟𝑏𝐽𝑐𝑛

)︂
, 𝑠2𝑎 — квадрат

скорости звука идеального газа. Его корни равны
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𝜆𝑗 = 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 + 2, 𝜆1,2 =
1± 𝑖𝑠(𝛼− 1)

1± 𝑖𝛼𝑠
,

а |𝜆𝑙| ≤ 1 при 𝛼 ≥ 1/2 + 𝑂(𝜏). Можно полагать устойчивость схемы для одномерных
уравнений и в общем случае. Для двумерного случая безусловная устойчивость схе-
мы (13) сохраняется (по крайней мере, для предельных случаев). Заметим, что в трех-
мерном случае схемы вида (13), (15), как и все схемы приближенной факторизации,
теряют свойство безусловной устойчивости [16]. Как и следовало ожидать, неявная ап-
проксимация концентраций компонентов 𝑐𝑛 смеси приводит к повышению устойчивости
схем (13), (15).

Предложенные алгоритмы (13), (15) легко распараллеливаются при решении за-
дач на многопроцессорных системах ЭВМ. Сама идеология расщепления предполагает
возможность распараллеливания вычислений при решении многомерных задач, так как
решение исходной многомерной задачи сведено к решению на каждом дробном шаге од-
номерных задач. Пусть, для определенности, расчетная область для пространственной
задачи содержит 𝐼 = 𝐼1𝐼2𝐼3 узлов. Тогда на первом дробном шаге одновременно могут
использоваться 𝐼2𝐼3 процессоров, затем процесс параллельных вычислений повторяется
и на других дробных шагах. Можно повысить эффективность вычислений на каждом
нечетном дробном шаге путем дополнительного распараллеливания вычислений еще на
𝑚 процессорах, где𝑚— число решаемых уравнений. Как показывает практика решения
стационарных и нестационарных задач в приближении уравнений Навье –Стокса, при
нахождении стационарных решений методом установления целесообразно использовать
схему приближенной факторизации, а для решения нестационарных задач — схему пре-
диктор-корректор, имеющую второй порядок по всем переменным. Можно ожидать, что
этот подход окажется справедливым и при решении стационарных и нестационарных
задач в рамках предложенных моделей для расчета гиперзвуковых течений.

Заключение

В работе дан краткий обзор современных моделей и алгоритмов, используемых в ги-
перзвуковой аэродинамике с точки зрения их вычислительной сложности для модели-
рования колебательной и химической кинетики. Для двухтемпературной модели мно-
гокомпонентного диссоциирующего газа предложены новые алгоритмы, основанные на
методах приближенной факторизации или предиктор-корректор с расщеплением опера-
торов по физическим процессам и пространственным направлениям. Применение рас-
щепления позволило построить алгоритмы, реализуемые на дробных шагах трехточеч-
ными скалярными прогонками, что делает их экономичными по числу арифметичес-
ких операций на узел сетки, где число операций линейно зависит от числа узлов сетки
и числа уравнений. Исследована устойчивость предложенных алгоритмов и показана
их безусловная устойчивость для линеаризованных одно- и двумерных по простран-
ству уравнений. Используемая идеология расщепления допускает возможность распа-
раллеливания вычислений при решении многомерных задач, так как в предложенных
алгоритмах решение исходной многомерной задачи сведено на каждом дробном шаге
к решению одномерных задач или задач более простой структуры.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант � 20-
01-00168a).
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Abstract
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