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Представлена компьютерная реализация алгоритмов, предназначенных для
численного моделирования трехмерных выпуклых тел со случайным числом вер-
шин. Построение выпуклых многогранников является классической проблемой вы-
числительной геометрии. Интерес к таким моделям возникает в целом ряде задач
физики, биологии, медицины. В данной работе модели построения выпуклых тел
ориентированы на приложения, связанные с решением задач расчета характерис-
тик рассеяния оптического излучения ледяными кристаллами перистых облаков.
Алгоритмы построения выпуклых многогранников были положены в основу про-
граммы ConvexHull, предназначенной для моделирования кристаллов произволь-
ных выпуклых форм в трехмерном пространстве. В работе описаны алгоритмы
построения и результаты визуализации с помощью библиотеки OpenGL.
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Введение

Построение выпуклого многогранника или так называемой выпуклой оболочки конеч-
ного множества точек является классической проблемой вычислительной геометрии
и широко применяется в различных областях [1]. С алгоритмами и методами для по-
строения выпуклых оболочек в двух- или трехмерном пространстве для различных
приложений можно ознакомиться, например, в работах [2–5]. Построение выпуклых
оболочек, содержащих заданное или случайное множество точек, применяется в таких
прикладных областях, как интеллектуальный анализ данных, географические инфор-
мационные системы, распознавание образов, искусственный интеллект, обработка изоб-
ражений и медицинское моделирование. Помимо этого, приложения с использованием
выпуклых многогранников распространились на смежные области, такие как поиск пу-
ти, компьютерная визуализация, теория игр и т. д. Достаточно интересно, что особый
вид приложения с использованием выпуклых оболочек заключается в характеристи-
ке пространственной протяженности вспышки эпидемий животных или людей. В этом
контексте пространственная протяженность эпидемии оценивается путем построения
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выпуклого множества, охватывающего инфицированных животных или людей в за-
данный момент времени (см. подробнее [3] и библиографию).

В данной работе алгоритм построения выпуклых трехмерных тел произвольных
форм используется при исследовании рассеивающих характеристик ледяных кристал-
лов перистых облаков. Обширную информацию о форме, размерах и ориентации крис-
таллических частиц в перистых облаках можно найти в монографиях [6, 7]. Ввиду
разнообразия указанных характеристик задача рассеяния света крупными неидеаль-
ными частицами является весьма сложной. Для частиц относительно больших разме-
ров рассеивающие характеристики исследованы для сферических форм, эллипсоидов
или цилиндров. Большое количество работ посвящено изучению рассеивающих свойств
ледяных кристаллов в форме идеальных гексагональных призм. Расчеты многих авто-
ров показали, что переход от частиц с идеальными формами к частицам неправильных
форм приводит к сильнейшим изменениям рассеивающих свойств кристаллов. Поэто-
му уже давно предпринимаются попытки построения моделей частиц неправильных
форм. Например, в работе [8] описаны модели частиц неправильных форм, полученные
с помощью случайных наклонов граней и ребер гексагональных призм в соответствии
с заданными распределениями наклонов. В работе [9] предложена модель частиц на ос-
нове теории фрактала, конкретнее, кривой Коха. Характеристики моделируемых час-
тиц можно изменять, растягивая или сжимая частицу в каком-либо направлении [10].
В работах [11, 12] для моделирования частиц случайных форм в качестве основы ис-
пользовались ромбические бипирамидальные формы кристаллов, затем из них путем
отсекания от изначальной фигуры случайно расположенными плоскостями моделирова-
лись частицы произвольных форм. Все подобные алгоритмы отличаются друг от друга
как качеством описания реальных форм кристаллов, так и величиной соответствующих
вычислительных затрат.

В настоящей работе предложена новая модель ледяных кристаллов нерегулярной
формы, представляющая собой выпуклую оболочку набора случайных точек в трехмер-
ном пространстве. Хотя геометрическая форма таких многогранников не всегда имити-
рует форму ледяных облачных кристаллов, рассеивающие характеристики, рассчитан-
ные по таким моделям, могут дать некоторое представление о рассеивающих свойствах
частиц нерегулярных форм. В разд. 1 представлен алгоритм построения трехмерных
выпуклых тел случайной формы, являющихся выпуклыми оболочками случайного на-
бора точек. Результатам моделирования и визуализации построенных выпуклых оболо-
чек, полученных с помощью библиотеки OpenGL, посвящен разд. 2.

1. Алгоритм построения выпуклых тел в трехмерном

пространстве

Приведем обозначения, использованные для описания алгоритма. Пусть в трехмер-
ном пространстве задано множество 𝑃 , состоящее из 𝑁 точек 𝑃𝑛, с координатами
𝑃𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Определим многогранник 𝐴 с количеством вершин
𝑁𝑉 , граней 𝑁𝐹 и ребер 𝑁𝐸. Вершины многогранника 𝑃𝑛 ∈ 𝑉 ⊆ 𝑃 , 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑉 .
Обозначим грань многогранника через 𝐴𝑘

𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁𝐹 . Символом “𝑘” обозначена
грань — внешняя в многограннике (в этом случае 𝑘 = 1), она становится внутренней
для вновь выбранной вершины многогранника (тогда 𝑘 = 0), это обозначение сохраня-
ется лишь на одном шаге алгоритма — при определении новых граней, далее данная
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грань не используется при определении новых вершин и граней и 𝑘 = −1. Для каждой
грани 𝐴𝑖 многогранника 𝐴 принадлежащие ей вершины обозначаем как 𝐴𝑘

𝑖𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3,
где 𝑖 — номер грани (далее 𝐴𝑘

𝑖𝑗 при отсутствии особых указаний будет записываться
в виде 𝐴𝑖𝑗).

Для построения выпуклого многогранника использовались инкрементальный алго-
ритм и алгоритм направленного ребра [2]. Точки, определяющие вершины многогран-
ника, добавляются одна за другой, и таким образом по индукции строится выпуклое
тело. Главная идея алгоритма направленного ребра заключается в том, что для каждой
грани вершины многогранника должны быть упорядочены и сохранены таким образом,
чтобы векторное произведение векторов, направленных от первой ко второй вершине
и от первой к третьей вершине, являлось внешней нормалью данной грани.

В алгоритме имеется возможность строить выпуклый многогранник со случайным
или заданным числом вершин 𝑁𝑉 и граней 𝑁𝐹 . В первом случае входными данными
служит количество моделируемых точек 𝑁 > 3, во втором — задается интервал, из ко-
торого выбираются необходимое число моделируемых точек [𝑁0, 𝑁1] и количество тре-
буемых вершин 𝑁𝑉 или количество требуемых граней 𝑁𝐹 конечного выпуклого много-
гранника. При такой реализации алгоритма может быть весьма полезной классическая
формула Эйлера [1], связывающая число вершин 𝑁𝑉 , ребер 𝑁𝐸 и граней 𝑁𝐹 :

𝑁𝑉 −𝑁𝐸 +𝑁𝐹 = 2.

Опишем алгоритм построения случайного выпуклого многогранника со случайным
числом вершин.

Этап 1. Подготовка входных данных. Задается или генерируется число моделируе-
мых точек 𝑁 (𝑁 > 3). Согласно некоторому закону распределения в заданном объеме
моделируются координаты точек: 𝑃𝑛 = (𝑥𝑛, 𝑦𝑛, 𝑧𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑁 . Для простоты счи-
таем, что координаты точек равномерно распределены в интервале (−1, 1), т. е.

𝑥𝑖 = −1 + 2𝛼𝑖, 𝑦𝑖 = −1 + 2𝛽𝑖, 𝑧𝑖 = −1 + 2𝛾𝑖,

где 𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 — случайные величины, равномерно распределенные на (0, 1).
Этап 2. Построение начального тетраэдра. Построение выпуклой оболочки, со-

держащей множество точек 𝑃 , начинается с выбора четырех точек, которые не лежат
в одной плоскости. Соединяя выбранные точки, получаем тетраэдр с вершинами 𝑃1, 𝑃2,
𝑃3, 𝑃4.

Этап 3. Определение граней тетраэдра. Для каждой грани 𝐴𝑘
𝑖 тетраэдра вершины

𝑃𝑙, 𝑃𝑠, 𝑃𝑓 , 𝑙, 𝑠, 𝑓 ∈ {1, 2, 3, 4} должны быть упорядочены в последовательность 𝐴𝑖1, 𝐴𝑖2,
𝐴𝑖3 таким образом, чтобы векторное произведение 𝐴𝑖1𝐴𝑖2 × 𝐴𝑖1𝐴𝑖3 являлось внешней
нормалью грани 𝐴𝑘

𝑖 . В этом случае выполняется соотношение

([𝐴𝑖1𝐴𝑖2 × 𝐴𝑖1𝐴𝑖3], 𝐴𝑖1𝑃𝑚) < 0,

где 𝑃𝑚 — четвертая вершина тетраэдра. Эта процедура производится для всех четырех
граней тетраэдра. Для всех построенных граней 𝑘 = 1.

Этап 4. Построение новой вершины многогранника 𝑃𝑛. Проверяется, находится ли
следующая точка 𝑃𝑛 ∈ 𝑃 внутри построенного тела: если для всех внешних граней 𝐴𝑘

𝑖

многогранника (для них 𝑘 = 1) выполняется соотношение

([𝐴𝑖1𝐴𝑖2 × 𝐴𝑖1𝐴𝑖3], 𝐴𝑖1𝑃𝑛) < 0, (1)
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то точка 𝑃𝑛 является внутренней. В этом случае она не принадлежит множеству вершин
многогранника. Переходим к нахождению следующей точки: 𝑛 := 𝑛 + 1, 𝑃𝑛 ∈ 𝑃 . Если
существуют грани 𝐴𝑘

𝑖 , для которых условие (1) не выполнено, то точка 𝑃𝑛 располагается
за пределами построенного тела и будет новой вершиной 𝑃𝑛 ∈ 𝑉 многогранника 𝐴. Обо-
значим через 𝑄 множество граней 𝐴𝑘

𝑖 , для которых на данном этапе точка 𝑃𝑛 является
внешней. Для всех граней 𝐴𝑘

𝑖 ∈ 𝑄 изменяем значение параметра 𝑘 : 𝑘 = 0.
Этап 5. Определение новых граней и вершин многогранника. Исследуется грань

𝐴𝑘
𝑖 ∈ 𝑄. Для граней, имеющих общие вершины с гранью 𝐴𝑘

𝑖 , последовательно прове-
ряем значения 𝑘. Пусть для соседних граней 𝐴𝑖 и 𝐴𝑗 значения 𝑘𝑖 = 0 и 𝑘𝑗 = 1, тогда
соединяем общие вершины 𝑃𝑠, 𝑃𝑞 этих граней c точкой 𝑃𝑛, найденной на этапе 4, по-
лучаем новую грань с вершинами 𝑃𝑠, 𝑃𝑞, 𝑃𝑛. Для этой грани необходимо произвести
процедуру упорядочения вершин (этап 3). Если для двух соседних граней 𝐴𝑘

𝑖 , 𝐴
𝑘
𝑡 , 𝑖,

𝑡 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁𝑛
𝐹} значения параметра 𝑘 равны нулю (𝑘𝑖 = 0, 𝑘𝑡 = 0), переходим к

проверке следующих граней, имеющих с данными гранями общие вершины. Через 𝑁𝑛
𝐹

обозначено число граней, построенных на данном этапе моделирования. После окон-
чания процедуры построения новых граней (т. е. исследования всех граней 𝐴𝑘

𝑖 ∈ 𝑄)
значения 𝑘 переопределяем на 𝑘𝑖 = −1 для всех граней 𝐴𝑘

𝑖 ∈ 𝑄, теперь они являются
внутренними и не используются при определении новых вершин.

Этап 6. Повторяются этапы 4 и 5, пока 𝑛 < 𝑁 .

При построении выпуклого многогранника с заданным числом вершин или граней
этапы 4 и 5 повторяются до тех пор, пока число вершин (граней) не будет равно за-
данному 𝑁𝑉 (𝑁𝐹 ). Каждая грань построенного многогранника является треугольной.
Путем растяжения (сжатия) полученной фигуры вдоль некоторого направления можно
добиться некоторых свойств многогранника, необходимых для имитации ледяных крис-
таллов. Кроме того, подходящий выбор плотности распределения случайных точек поз-
волит строить случайные многогранники, подобные по форме известным моделям крис-
таллов ледяных облаков. Этот вопрос будет изучаться в дальнейших исследованиях.

2. Результаты моделирования и визуализации

На основе описанной выше процедуры разработана программа ConvexHull, которая
в качестве результата выдает число граней конечной выпуклой оболочки, координа-
ты вершин и упорядоченную последовательность вершин каждой грани, используемую
для определения внешней нормали многогранника.

Продемонстрируем работу программы на простейшем примере: пусть заданы четыре
точки с номерами 0, 1, 2, 3. В результате работы программы для каждой грани опреде-
ляются последовательности точек по вышеописанному принципу: 123, 203, 301, 021. На
рис. 1 стрелками показано направление обхода вершин для каждой грани (для невиди-

Рис. 1. Пример упорядоченной последовательности вершин на каждой грани
Fig. 1. An example of ordered sequences of vertices at each face
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Рис. 2. Вид выпуклых многогранников со случайным числом вершин, генерируемых програм-
мой ConvexHull
Fig. 2. Convex polyhedra with a random number of vertices generated by the program ConvexHull

Рис. 3. Результаты статистического анализа соотношений между 𝑁 , 𝑁𝑉 и 𝑁𝐹 , полученные
с помощью программы ConvexHull
Fig. 3. Results of statistical analysis of the relationships between 𝑁 , 𝑁𝑉 and 𝑁𝐹 obtained by the
program ConvexHull

𝑁𝑉 = 4

𝑁𝑉 = 9

𝑁𝐹 = 8

𝑁𝐹 = 24

Рис. 4. Результаты построения случайных выпуклых оболочек
Fig. 4. Results of constructing random convex hulls
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мых граней направление обхода окружено штрихпунктирной линией, для видимых —
непрерывной).

Программа ConvexHull написана на языке С++. В нее добавлена функция визуали-
зации моделируемых ntk с использованием библиотеки OpenGL. Примеры получаемых
выпуклых многогранников со случайным количеством вершин или граней представле-
ны на рис. 2.

Для построения многогранника случайной формы с заданным количеством вершин
𝑁𝑉 или граней𝑁𝐹 в качестве начальных данных задаются интервал, в котором находит-
ся число моделируемых начальных точек 𝑁 , и значения 𝑁𝑉 или 𝑁𝐹 . Для определения
возможных соотношений между значениями 𝑁,𝑁𝑉 и 𝑁𝐹 в данной работе проводились
тестовые расчеты. На рис. 3 представлены зависимости значений 𝑁𝐹 и 𝑁𝑉 от числа
моделируемых точек 𝑁 для 𝑁 ∈ [4, 100]. Для каждого такого 𝑁 проведена серия из ста
независимых тестовых расчетов. На рисунке более темный цвет соответствует большей
частоте появления многогранников с соответствующими 𝑁 , 𝑁𝑉 или 𝑁𝐹 . На основе по-
лученной информации заданы подходящие значения 𝑁 для требуемых 𝑁𝑉 и 𝑁𝐹 . На
рис. 4 представлены некоторые примеры результатов построения выпуклых оболочек
с заданными значениями 𝑁𝑉 и 𝑁𝐹 .

Заключение

Предложена новая модель построения трехмерных выпуклых тел, основанная на ал-
горитме направленного ребра. Модели выпуклых тел используются при исследовании
процессов рассеяния оптического излучения кристаллическими частицами перистых об-
лаков. Описан алгоритм построения выпуклой оболочки, содержащей случайно смоде-
лированное или заданное множество точек. Разработанная программа ConvexHull поз-
воляет получить упорядоченные последовательности вершин для каждой внешней гра-
ни многогранника, которые удобно использовать при исследовании свойств рассеяния
излучения несферическими крупными частицами методом трассировки лучей. Визуали-
зация моделируемых выпуклых многогранников с различным числом вершин и граней
осуществляется с использованием библиотеки OpenGL. Эта программа не исчерпывает
свои возможности задачами атмосферной оптики [6, 7, 12]. Она может быть приме-
нена в других приложениях, где требуется построение выпуклых тел в трехмерном
пространстве.
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Abstract

Cirrus clouds consist of ice crystals of various shapes, sizes, and orientations. In the numerical
study of the radiation characteristics of cirrus clouds, simplified crystal forms likes regular polyhedra
(for example, prisms with hexagonal bases) are often used. To study the optical properties of
irregularly shaped ice crystals, a number of authors of the previously constructed models in which,
for example, a part of the crystal is cut off by a random plane, or the angle between some crystal
faces changes randomly. In this paper, it is proposed to use the convex hull of randomly generated
or user-specified points in three-dimensional space as a model for irregularly shaped ice crystals.
A method for modeling three-dimensional convex polyhedra with a random arrangement of vertices
is presented, which is based on the incremental and the directed edges algorithms. Each face of the
modeled convex polyhedron is triangular. By stretching and squeezing, as well as an appropriate
choice of the distribution function of random points in space, the resulting polyhedra can simulate
the irregular shapes of ice cloud crystals. As a result of the algorithm execution, the number of
vertices, their coordinates are saved, and for each face of the polyhedron, the sequence of vertices
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is ordered to make their vector product corresponds to the right-hand rule and determines the
direction of the outer normal. These models of three-dimensional convex bodies of various sizes
and irregular shapes are designed to calculate the attenuation coefficients and the scattering phase
functions of optical radiation by cloud crystals using the ray tracing method. The paper presents
a visualization of crystals modeled according to the given algorithm, and the dependence of the
number of vertices and faces of the polyhedron on the number of generated random points. The
program code is written in C++ using the OpenGL library.
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