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С использованием ранее предложенной автором гиперболической обобщенно-
равновесной модели газожидкостной смеси, которая в работе применяется в рам-
ках многожидкостной гидродинамики для совместного расчета движения жидкос-
ти и газа с автоматической локализацией контактных поверхностей, рассчитан ряд
таких модельных задач, как растекание столба жидкости под действием сил гра-
витации, падение водяного столба на слой жидкости, колебание жидкости в бас-
сейне. В численных расчетах использован узловой метод характеристик, обобщен-
ный на многомерный случай, который базируется на расщеплении исходной сис-
темы уравнений по пространственным переменным на ряд одномерных подсис-
тем с последующим интегрированием их с помощью одномерного узлового метода
характеристик.
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Введение

Метод характеристик широко используется в вычислительной практике при численном
решении задач из различных предметных областей, таких как газодинамика [1], ме-
ханика гетерогенных сред [2], электромагнетизм [3], динамика популяций [4], ядерная
энергетика [5], механика упругопластических сред [6], термоупругость [7] и др., кото-
рые описываются гиперболическими системами уравнений. Суть метода характеристик
состоит в переходе от дифференциальных уравнений в частных производных к обыкно-
венным дифференциальным уравнениям, которые записываются вдоль характеристи-
ческих направлений [8]. Известны различные варианты метода характеристик, описан-
ные в монографии [9]. В работе [10] предложен вариант многомерного узлового метода
характеристик (МУМХ), основанный на расщеплении исходной системы уравнений по
пространственным направлениям на ряд одномерных подсистем с их последующим ин-
тегрированием с помощью одномерного узлового метода характеристик (ОУМХ) [11].
Использование многомерного узлового метода характеристик проиллюстрируем на при-
мере модели, описывающей течение односкоростной бинарной смеси идеального газа со
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второй несжимаемой фракцией [12], которая используется, например, в многожидкост-
ной гидродинамике для совместного расчета движения жидкости и газа с автоматичес-
кой локализацией контактных поверхностей [13]. Отметим также работу [14], в которой
обсуждается постановка граничных условий на непроницаемых криволинейных грани-
цах для МУМХ.

Представляется перспективным применение использованной в работе модели среды,
а также численного метода для исследования волн цунами. Из литературы известны
различные модели среды, предназначенные для моделирования явления цунами [15–17],
среди которых имеются и гиперболические, например описываемые уравнениями мел-
кой воды, к которым, в частности, может быть применен МУМХ. Численным аспектам
проблемы цунами посвящены работы [18–22].

1. Модель среды

Уравнения, описывающие двумерное течение газожидкостной смеси с несжимаемой
дисперсной фракцией (𝜌0𝑠 = const) в дивергентной форме при наличии сил гравита-
ции, имеют вид

𝜕𝛼𝜌0𝑠
𝜕𝑡

+
𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝛼(𝑝 + 𝜌0𝑠𝑢
2)

𝜕𝑥
+

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑢𝑣

𝜕𝑦
= 𝑓𝑥 + 𝛼𝜌0𝑠g𝑥,

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑢𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑝 + 𝛼𝜌0𝑠𝑣
2)

𝜕𝑦
= 𝑓𝑦 + 𝛼𝜌0𝑠g𝑦,

𝜕𝛼𝜌0𝑠𝑒𝑠
𝜕𝑡

+
𝜕𝛼(𝑝 + 𝜌0𝑠𝑒𝑠)𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝛼(𝑝 + 𝜌0𝑠𝑒𝑠)𝑣

𝜕𝑦
= 𝑓𝑥𝑢 + 𝑓𝑦𝑣 + 𝛼𝜌0𝑠(g𝑥𝑢 + g𝑦𝑣),

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔
𝜕𝑡

+
𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕(1 − 𝛼)(𝑝 + 𝜌0𝑔𝑢
2)

𝜕𝑥
+

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑢𝑣

𝜕𝑦
= −𝑓𝑥 + (1 − 𝛼)𝜌0𝑔g𝑥,

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑢𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕(1 − 𝛼)(𝑝 + 𝜌0𝑔𝑣
2)

𝜕𝑦
= −𝑓𝑦 + (1 − 𝛼)𝜌0𝑔g𝑦,

𝜕(1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝑒𝑔

𝜕𝑡
+

𝜕(1 − 𝛼)(𝑝 + 𝜌0𝑔𝑒𝑔)𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕(1 − 𝛼)(𝑝 + 𝜌0𝑔𝑒𝑔)𝑣

𝜕𝑦
=

= −𝑓𝑥𝑢− 𝑓𝑦𝑣 + (1 − 𝛼)𝜌0𝑔(g𝑥𝑢 + g𝑦𝑣),

(1)

где 𝑢 и 𝑣 — компоненты вектора скорости; 𝑝 — давление; g𝑥, g𝑦 и 𝑓𝑥, 𝑓𝑦 — проек-
ции ускорения свободного падения и плотности сил межфракционного взаимодействия

в направлении осей 𝑂𝑥 и 𝑂𝑦; 𝑒𝑘 = 𝜀𝑘 +
1

2
(𝑢2 + 𝑣2) — удельная полная энергия 𝑘-й

фракции (𝑘 = 𝑔, 𝑠); 𝛼 — объемная доля несжимаемой составляющей в смеси; 𝜀𝑔 =

𝜀𝑔(𝑝, 𝜌
0
𝑔) =

𝑝

(𝛾 − 1)𝜌0𝑔
— удельная внутренняя энергия газа, 𝛾 — показатель адиабаты

газовой составляющей; 𝜌0𝑘 — физическая плотность 𝑘-й фракции. Заметим, что если
в (1) опустить силы межфракционного взаимодействия, то система теряет свойство ги-
перболичности [12].

Просуммировав соответствующие законы сохранения по составляющим смесь фрак-
циям, получим законы сохранения массы, импульса и энергии для смеси в целом
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑢2)

𝜕𝑥
+

𝜕𝜌𝑢𝑣

𝜕𝑦
= 𝜌g𝑥,

𝜕𝜌𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕𝜌𝑢𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑣2)

𝜕𝑦
= 𝜌g𝑦,

𝜕𝜌𝑒

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑒)𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑝 + 𝜌𝑒)𝑣

𝜕𝑦
= 𝜌(g𝑥𝑢 + g𝑦𝑣),

(2)

где 𝜌 = 𝛼𝜌0𝑠 + (1 − 𝛼)𝜌0𝑔 — плотность смеси; 𝜀 =
1

𝜌
[𝛼𝜌0𝑠𝜀𝑠 + (1 − 𝛼)𝜌0𝑔𝜀𝑔] и 𝑒 = 𝜀 +

1

2
(𝑢2 +

𝑣2) — удельные внутренняя и полная энергии смеси. В частности, для рассматриваемой
в работе газожидкостной смеси уравнение состояния имеет вид

𝜀 =
1

𝜌

[︂
(1 − 𝛼)𝑝

𝛾 − 1
+ 𝛼𝜌0𝑠𝜀𝑠

]︂
, (3)

где 𝜀𝑠 = const. Уравнения (2) в квазилинейной форме принимают вид

1

𝜌

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝐷𝑢

𝐷𝑡
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= g𝑥,

𝐷𝑣

𝐷𝑡
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= g𝑦, 𝜌

𝐷𝜀

𝐷𝑡
+ 𝑝

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= 0,

где
𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
. Учитывая (3), а также равенство

𝐷𝛼

𝐷𝑡
=

𝛼

𝜌

𝐷𝜌

𝐷𝑡
, закон сохра-

нения энергии для смеси в целом может быть переписан как

𝐷𝑝

𝐷𝑡
− 𝑐2

𝐷𝜌

𝐷𝑡
= 0,

где 𝑐 =

√︂
𝛾𝑝

𝜌(1 − 𝛼)
— скорость звука в смеси. Таким образом, система уравнений модели

газожидкостной смеси при наличии гравитации в квазилинейной форме принимает вид

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= g𝑥,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= g𝑦,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑐2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= 0,

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝛼

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝛼

𝜕𝑦
+ 𝛼

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= 0.

(4)

Отметим, что в системе (4) отсутствуют плотности сил межфракционного взаимодей-
ствия. В случае необходимости их можно найти из соответствующих уравнений систе-
мы (1).

2. Методика численного счета

При интегрировании системы (4) использован многомерный вариант узлового метода
характеристик, основанный на расщеплении исходной системы уравнений на ряд одно-
мерных (по пространственным направлениям) [10]. Рассмотрим малый временной ин-
тервал, а именно шаг интегрирования по времени системы (4). Изменения параметров,
которые претерпевают за этот малый промежуток времени, можно найти, суммируя ло-
кальные изменения, которые происходят по отдельным координатным направлениям.
Иными словами, для нахождения приближенного решения системы (4) за указанный
промежуток времени сначала решается подсистема
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
= g𝑥,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= g𝑦,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑐2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝛼

𝜕𝑥
+ 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0,

(5)

полученная из (4), в которой оставлены только слагаемые, изменяющие параметры
течения в направлении оси 𝑂𝑥. Проинтегрировав (5) и базируясь на найденном распре-
делении определяющих переменных, решаем подсистему

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+ 𝜌

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= g𝑥,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= g𝑦,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝜌𝑐2

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝛼

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝛼

𝜕𝑦
+ 𝛼

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

(6)

в которой учитываются изменения только вдоль координатного направления 𝑂𝑦.
Характеристическое уравнение системы (5)⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝜆− 𝑢 −𝜌 0 0 0

0 𝜆− 𝑢 0 −1/𝜌 0

0 0 𝜆− 𝑢 0 0

0 −𝜌𝑐2 0 𝜆− 𝑢 0

0 −𝛼 0 0 𝜆− 𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0,

где 𝜆 = 𝑑𝑥/𝑑𝑡, имеет действительные корни: 𝜆1,2 = 𝑢 ± 𝑐, 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 𝑢. Ха-
рактеристические соотношения вдоль характеристических направлений 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢 ± 𝑐
подсистемы (5) могут быть найдены из уравнения⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝜆− 𝑢 −𝜌 0 0 −𝑢
𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 𝜌

𝑑𝑢

𝑑𝑡

0 𝜆− 𝑢 0 −1

𝜌
g𝑥 − 𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡

0 0 𝜆− 𝑢 0 g𝑦 − 𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑡

0 −𝜌𝑐2 0 𝜆− 𝑢 −𝑢
𝑑𝑝

𝑑𝑡
− 𝜌𝑐2

𝑑𝑢

𝑑𝑡

0 −𝛼 0 0 −𝑢
𝑑𝛼

𝑑𝑡
− 𝛼

𝑑𝑢

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

= 0.

Раскрывая определитель, получим соотношения

𝜌𝑐𝑑𝑢± 𝑑𝑝 =
𝜌𝑐 g𝑥
𝑢± 𝑐

𝑑𝑡, (7)

справедливые на характеристических направлениях 𝜆 = 𝑢 ± 𝑐. Вдоль траекторной ха-
рактеристики 𝜆 = 𝑢 выполняются равенства

𝑑𝑝 = 𝑐2𝑑𝜌, 𝑑𝑣 = g𝑦𝑑𝑡, 𝜌𝑑𝛼 = 𝛼𝑑𝜌, (8)

которые непосредственно следуют из подсистемы (5).
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Аналогично характеристическое уравнение подсистемы (6) имеет действительные
корни: 𝜆1,2 = 𝑣 ± 𝑐, 𝜆3 = 𝜆4 = 𝜆5 = 𝑣, а характеристические соотношения вдоль харак-
теристических направлений 𝑑𝑦/𝑑𝑡 = 𝑣 ± 𝑐 подсистемы (6) принимают вид

𝜌𝑐𝑑𝑣 ± 𝑑𝑝 =
𝜌𝑐 g𝑦
𝑣 ± 𝑐

𝑑𝑡.

Вдоль траекторной характеристики 𝜆 = 𝑣 выполняются равенства

𝑑𝑝 = 𝑐2𝑑𝜌, 𝑑𝑢 = g𝑥𝑑𝑡, 𝜌𝑑𝛼 = 𝛼𝑑𝜌.

Для двумерного варианта МУМХ процесс вычислений при переходе с временно́го ша-
га 𝑡𝑛 на 𝑡𝑛+1 состоит из двух тактов. На первом узлы расчетной области перебираются
вдоль оси 𝑂𝑥 и в них по процедуре ОУМХ [11] определяются промежуточные значения
параметров. На втором такте определяются окончательные величины (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝛼)𝑛+1

путем применения процедуры ОУМХ в направлении оси 𝑂𝑦 на основе данных первого
такта.

Опишем процедуру ОУМХ, например, для первого промежуточного такта. Второй
такт проводится аналогично. При его использовании достаточно определить искомые
величины в узле (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) по их известным значениям в узлах, находящихся на 𝑛-м
временно́м слое. Применялась следующая итерационная процедура. Полагалось, что
на “нулевой” итерации (𝜎 = 0) переменные 𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝛼 в точке (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) совпадают
с их значениями в точке (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛), при этом характеристические направления 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢,
𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐 аппроксимируются выражениями

𝑥𝑘 − 𝑥𝜎
𝐶 = 𝑢𝜎∆𝑡, 𝑥𝑘 − 𝑥𝜎

𝐿 = (𝑢𝜎 + 𝑐𝜎)∆𝑡, 𝑥𝑘 − 𝑥𝜎
𝑅 = (𝑢𝜎 − 𝑐𝜎)∆𝑡,

где ∆𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛, 𝜎 — номер итерации. Точки пересечения полученных характеристи-
ческих направлений с прямой 𝑡 = 𝑡𝑛 (рис. 1) определяются соотношениями

𝑥𝜎
𝐿 = 𝑥𝑘 − (𝑢𝜎 + 𝑐𝜎)∆𝑡, 𝑥𝜎

𝐶 = 𝑥𝑘 − 𝑢𝜎∆𝑡, 𝑥𝜎
𝑅 = 𝑥𝑘 − (𝑢𝜎 − 𝑐𝜎)∆𝑡. (9)

Параметры (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝛼)(0) в найденных точках (𝑥𝐿, 𝑥𝐶 , 𝑥𝑅)(0) находятся интерполя-
цией по их известным значениям в ближайших узлах. Перепишем соотношения (7), (8)
в конечно-разностном виде:

Рис. 1. Расчетная схема для узлового метода характеристик
Fig. 1. Calculation scheme for the nodal method of characteristics
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𝑢𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑢𝜎

𝐿 +
1

(𝜌𝑐)𝜎𝐿
[𝑝𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜎𝐿] =
g𝑥∆𝑡

(𝑢 + 𝑐)𝜎𝐿
,

𝑝𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑝𝜎𝐶 − (𝑐2)𝜎𝐶 [𝜌𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝜌𝜎𝐶 ] = 0,

𝑣𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑣𝜎𝐶 = g𝑦∆𝑡,

𝛼𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝛼𝜎

𝐶 +

(︂
𝛼

𝜌

)︂𝜎

𝐶

[𝜌𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝜌𝜎𝐶 ] = 0,

𝑢𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑢𝜎

𝑅 − 1

(𝜌𝑐)𝜎𝑅
[𝑝𝜎+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜎𝑅] =
g𝑥∆𝑡

(𝑢− 𝑐)𝜎𝑅
.

(10)

Решая систему (10) при 𝜎 = 0 относительно переменных (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝛼)(1), найдем уточ-
ненные значения искомых функций в точке (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1). Затем по этим данным из вы-
ражений (9) вычисляются новые координаты (𝑥𝐿, 𝑥𝐶 , 𝑥𝑅)(1), которые, в свою очередь,
используются для определения (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝛼)(2) из (10), где необходимо положить 𝜎 = 1.
Описанный итерационный процесс продолжается вплоть до сходимости. При невязке
10−7 требуется, как правило, 5–7 итераций.

Аналогичные формулы в направлении 𝑂𝑦, позволяющие определить значения иско-
мых параметров в точке (𝑦𝑘, 𝑡

𝑛+1), следующие:

𝑦𝜎𝐿 = 𝑦𝑘 − (𝑣𝜎 + 𝑐𝜎)∆𝑡, 𝑦𝜎𝐿 = 𝑦𝑘 − 𝑣𝜎∆𝑡, 𝑦𝜎𝑅 = 𝑦𝑘 − (𝑣𝜎 − 𝑐𝜎)∆𝑡,

𝑢𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑢𝜎

𝐿 +
1

(𝜌𝑐)𝜎𝐿
[𝑝𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜎𝐿] =
g𝑦∆𝑡

(𝑣 + 𝑐)𝜎𝐿
,

𝑝𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑝𝜎𝐶 − (𝑐2)𝜎𝐶 [𝜌𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝜌𝜎𝐶 ] = 0,

𝑢𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑢𝜎

𝐶 = g𝑥∆𝑡,

𝛼𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝛼𝜎

𝐶 +

(︂
𝛼

𝜌

)︂𝜎

𝐶

[𝜌𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝜌𝜎𝐶 ] = 0,

𝑣𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑣𝜎𝑅 − 1

(𝜌𝑐)𝜎𝑅
[𝑝𝜎+1(𝑦𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜎𝑅] =
g𝑦∆𝑡

(𝑣 − 𝑐)𝜎𝑅
.

3. Результаты численного моделирования

Для иллюстрации применения описанного выше численного метода рассмотрена задача
о растекании столба жидкости (𝛼 = 0.99, 𝜌0𝑠 = 1000 кг/м3), находящегося в поле мас-
совых сил (g𝑥 = 0, g𝑦 = −9.8 м/с2), начальное положение и форма которого на момент
времени 𝑡 = 0 приведены на рис. 2, а. Рассматриваемый жидкий столб располагался
в воздухе при нормальных условиях с 𝛼 = 10−8.

Нижняя граница расчетной области — непроницаемая для газа и жидкости. Левая
и верхняя — “свободные” границы, через которые среда может втекать или вытекать.
Правая граница — плоскость симметрии. Во всем расчетном пространстве на момент
времени 𝑡 = 0 полагалось 𝑝 = 0.1 МПа, 𝑢 = 𝑣 = 0. Расчеты выполнены на равномерной
сетке из 200 × 100 узлов. Временной шаг во все время расчета полагался постоянным
и равным ∆𝑡 = 2.5 · 10−4 с. Для визуализации области, занятой жидкостью, использо-
вался метод маркеров [23], для чего в приграничные ячейки устанавливались невесомые
маркеры, которые перемещались с локальной скоростью среды. Эти маркеры в процессе
вычислений не участвовали, а использовались лишь для целей визуализации деформа-
ции жидкого столба. На рис. 2, б и в приведены поля скоростей, распределения давле-
ний в растекающемся столбе жидкости на моменты времени 0.75 и 1 с, а на рис. 2, г —
распределения скорости 𝑢(𝑥) у поверхности преграды на эти же моменты времени.
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Рис. 2. Поля скоростей и давлений к моментам времени: 0; 0.75; 1 с (а–в). Распределение
скорости у поверхности преграды к моментам времени: 0.75 и 1.0 с (сплошная и штриховая
кривые) (г)
Fig. 2. Velocity and pressure fields at time points: 0; 0.75; 1 s (а–в). Velocity distribution at the
barrier surface to time points: 0.75 and 1.0 s (solid and dashed curves) (г)
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Рис. 3. Поля скоростей и давлений к моментам времени: 0; 0.025; 0.05 и 0.075 с (а–г)
Fig. 3. Velocity and pressure fields at time points: 0; 0.025; 0.05 and 0.075 s (а–г)
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В следующей задаче рассмотрено взаимодействие столба жидкости со слоем жид-
кости под действием сил гравитации. Параметры газа, жидкости и массовые силы —
те же, что и в предыдущей задаче. В начальный момент времени скорость столба
жидкости равна нулю (рис. 3, а). В отличие от предыдущей задачи левая граница —
твердая стенка. Расчеты выполнены на равномерной сетке из 150 × 150 узлов. Вре-
менной шаг во все время расчета полагался постоянным и равным ∆𝑡 = 2.5 · 10−4 с.
На рис. 3, б –г представлены поля скоростей и давлений к моментам времени 0.025, 0.05
и 0.075 с после начала падения. Влияние окружающего столб жидкости воздуха ста-
новится заметным с момента времени, предшествующего непосредственному контакту
нижнего торца столба со слоем жидкости. Вследствие действия истекающего из зазора
воздуха наблюдается некоторая деформация нижней части столба жидкости (рис. 3, б ).

В рамках рассмотренного метода рассчитано свободное колебание жидкости в бас-
сейне, длина которого 𝐿 = 10 м, глубина 𝐻 = 7 м. Над поверхностью жидкости распо-
лагается воздух при нормальных условиях. Начальное положение свободной границы
жидкости определялось выражением

𝑦(𝑥) = 𝐻 + sin
(︁𝑥𝜋
𝐿

+
𝜋

2

)︁
.

В момент времени 𝑡 = 0 жидкость покоится, а давление в ней распределено по гидро-
статическому закону (рис. 4, а). Под действием сил гравитации в бассейне возникает
колебательное движение жидкости, сопровождающееся сложным вихревым движени-
ем газа над поверхностью жидкости, как видно из рис. 4, б, где приведено поле ско-
ростей на момент времени 𝑡 = 0.6 с. Расчеты выполнены на равномерной сетке из
100 × 150 узлов. Временной шаг во все время расчета полагался постоянным и равным
∆𝑡 = 3 · 10−4 с. На рис. 4, в приведена временна́я зависимость вертикальной коорди-
наты свободной поверхности жидкости вблизи левой границы бассейна, откуда видно,
что расчетный период колебаний составляет 𝑇 ≃ 3 c. Это согласуется с теоретической

оценкой 𝑇 =

√︃
4𝜋𝐿

⧸︂[︂
g th

(︂
𝜋𝐻

𝐿

)︂]︂
≈ 3.6 c, которую дает линеаризованная теория для

волн малой амплитуды [24], где пренебрегалось влиянием движущегося над свободной
поверхностью жидкости воздуха.
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Рис. 4. Колебание жидкости в бассейне: распределение давления 𝑝/𝑝0 на момент времени
𝑡 = 0 (а); поле скоростей к моменту времени 𝑡 = 0.6 с (б ); зависимость вертикальной ко-
ординаты свободной поверхности жидкости вблизи левой границы бассейна от времени (в)
Fig. 4. Fluid fluctuation in the pool: pressure distribution 𝑝/𝑝0 at time 𝑡 = 0 (а); speed field at
time 𝑡 = 0.6 s (б ); the vertical coordinate of the free surface of the liquid near the left border of the
basin is time dependent (в)
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Заключение

В гиперболическую обобщенно-равновесную модель среды включены силы гравитации.
Рассмотренная модель, описывающая течение односкоростной бинарной смеси идеаль-
ного газа со второй несжимаемой фракцией, использована для расчета совместного
движения жидкости и газа с автоматической локализацией контактных поверхностей
в рамках подхода многожидкостной гидродинамики. При численном решении уравне-
ний модели применен простой, но эффективный многомерный узловой метод характе-
ристик, предназначенный для интегрирования гиперболических систем. Метод базиру-
ется на расщеплении исходной системы уравнений на ряд одномерных подсистем, для
расчета которых применен одномерный узловой метод характеристик. С помощью это-
го метода решен ряд модельных задач о растекании столба жидкости под действием сил
гравитации, падения водяного столба на слой жидкости, а также свободного колебания
жидкости в бассейне.
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Abstract

Gravity forces are included in the hyperbolic generalized-equilibrium model of the medium.
This model, which describes the flow of a single-velocity binary mixture of an ideal gas with a
second incompressible fraction, is used in multi-fluid hydrodynamics to calculate the combined
movement of liquid and gas with automatic localization of contact surfaces. Numerical solution of
the model equations adapts a simple but effective multidimensional node method of characteristics.
The method was designed to integrate hyperbolic systems and it is based on splitting the original
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system of equations into a number of one-dimensional subsystems. To do this a one-dimensional node
method of characteristics is employed. Using the described method, a number of model problems
were solved including the flow of a column of liquid under the influence of gravity, the fall of a water
column on a layer of liquid as well as the free oscillation of liquid in the basin.

Keywords: hyperbolic model of gas-liquid medium, multidimensional nodal method of
characteristics.
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