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Предложен численный метод определения вертикальной силы тяжести рудного
тела. Метод состоит из двух процедур: решения вспомогательной краевой задачи
для уравнения Пуассона в ограниченной области с граничным условием третьего
рода и вычисления поверхностного интеграла по границе этой области. Вычисли-
тельная реализация базируется на применении метода конечных элементов для
численного решения вспомогательной краевой задачи и квадратурной формулы
для вычисления поверхностного интеграла. Исследуется влияние параметра, вхо-
дящего в граничное условие третьего рода, порядка конечных элементов и размера
расчетной области на точность решения прямой задачи гравиметрии. Приведены
численные результаты для модельной задачи c однородным рудным телом в форме
прямоугольного параллелепипеда.
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Введение

В гравиметрии качественная интерпретация гравитационных аномалий нуждается в
эффективном вычислении силы тяжести заданного плотного тела. Прямая задача гра-
виметрии кроме определения силы тяжести также включает определение гравитаци-
онного потенциала и производных высокого порядка [1]. Необходимость разработки и
исследования более новых математических подходов для решения задач гравиметрии
обусловлена увеличением количества и качества данных измерений, а также развитием
современных вычислительных технологий и увеличением мощностей вычислительных
систем.
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Традиционный способ решения прямой задачи гравиметрии основан на вычислении
объемных интегралов с помощью аналитических [2–4] или кубатурных формул [5, 6].
Для вычисления интегралов также применяется преобразование Фурье [7–9]. Более пер-
спективный подход к определению гравитационных данных основан на приближенном
решении вспомогательной краевой задачи для уравнения Пуассона. В этом случае зада-
ча рассматривается в ограниченной области, а на ее границе ставится граничное усло-
вие, аппроксимирующее поведение гравитационного потенциала или его производных
на удалении. Для решения краевой задачи применяются следующие наиболее популяр-
ные численные методы: метод конечных разностей [10], метод конечных объемов [11, 12],
метод конечных элементов [12–17] и метод спектральных элементов [18–20]. В таком
подходе большое внимание уделяется проблеме выбора аппроксимирующего гранично-
го условия, размера и дискретизации расчетной области [16, 21].

Традиционный способ вычисления гравитационных данных на основе применения
аналитических или кубатурных формул имеет сложность 𝒪(𝑁𝐷𝑀), где 𝑁𝐷 — количест-
во узлов дискретизации области гравитирующего тела 𝐷 ⊂ R3, 𝑀 — количество точек
наблюдения. Сложность метода на основе решения краевой задачи для уравнения Пуас-
сона зависит от выбранного решателя системы линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ). Оптимальным решателем является многосеточный метод с оценкой сложнос-
ти 𝒪(𝑁Ω), где 𝑁Ω — количество узлов дискретизации расчетной ограниченной области
Ω (𝐷 ⊆ Ω ⊂ R3) [22]. Для итерационного метода сопряженных градиентов с пред-
обусловливателем в виде неполного разложения Холецкого сложность решения СЛАУ
оценивается как 𝒪(𝑁

4/3
Ω ), а вычислительная сложность прямого метода равна 𝒪(𝑁

5/3
Ω ).

В данной работе используется метод на основе решения вспомогательной краевой
задачи для уравнения Пуассона в области, включающей рудное тело. Использование
третьей формулы Грина к решению вспомогательной краевой задачи приводит к экви-
валентному определению гравитационного эффекта на основе вычисления поверхност-
ного интеграла. Такой подход в двумерных задачах аксиально-симметричного магнито-
гидродинамического равновесия плазмы в тороидальных системах предложен в ра-
боте [23]. Дву- и трехмерные прямые задачи грави- и магниторазведки рассмотрены
в [24, 25]. В этих работах вспомогательная краевая задача дополняется однородным
граничным условием первого рода. Для расчета гравитационных величин по всей рас-
четной области решается краевая задача с предварительно вычисленными данными на
границе расчетной области по вспомогательному поверхностному потенциалу.

В настоящей работе для расчета вертикальной силы тяжести на отдаленной по-
верхности наблюдения (наблюдение на дневной поверхности) вспомогательная краевая
задача рассматривается в произвольной области, объемлющей гравитирующее тело и
необязательно включающей в себя область наблюдения. Новые возможности подхода
обусловлены постановкой краевой задачи для уравнения Пуассона непосредственно для
вертикальной силы тяжести с исключением дополнительных процедур, связанных с
дифференцированием гравитационного потенциала, и использования однородного гра-
ничного условия третьего рода. Как отдельный метод такая постановка краевой задачи
для вертикальной силы тяжести рассмотрена в работе [17] с применением различных
граничных условий.

Вычислительную сложность предложенного подхода оцениваем величиной 𝒪(𝑁) +
𝒪(𝑁2/3𝑀), где 𝑁 — количество узлов дискретизации объемлющей области. Первое сла-
гаемое характеризует сложность решения СЛАУ для вспомогательной краевой задачи
оптимальным (многосеточным) методом, второе слагаемое 𝒪(𝑁2/3𝑀) — сложность вы-
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числения поверхностного интеграла, где количество узлов на границе расчетной сетки
оценивается как 𝒪(𝑁2/3).

В рамках вычислительного эксперимента для трехмерных тестовых задач исследу-
ется влияние параметра, входящего в граничное условие третьего рода, размера рас-
четной области и порядка конечных элементов на точность расчета вертикальной силы
тяжести на дневной поверхности. Также приводится анализ сходимости приближенного
решения при уменьшении размера сетки. Вспомогательная краевая задача решается с
использованием стандартного метода конечных элементов, а поверхностный интеграл
вычисляется с применением квадратурной формулы Гаусса.

1. Постановка задачи

Гравитационный потенциал [26] трехмерного тела, заключенного в ограниченной облас-
ти 𝐷 ⊂ R3, с заданной плотностью 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧) равен

𝑈(𝑃 ) = 𝛾

∫︁
𝐷

𝜌(𝑄)

𝑟(𝑃,𝑄)
𝑑𝑣, 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3,

где 𝛾 = 6.674 · 10−11 м3 · кг−1 · с−2 — гравитационная постоянная, 𝑄 = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) — точка
интегрирования, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥′𝑑𝑦′𝑑𝑧′ и

𝑟(𝑃,𝑄) =
[︀
(𝑥− 𝑥′)2 + (𝑦 − 𝑦′)2 + (𝑧 − 𝑧′)2

]︀1/2
.

Градиент потенциала (сила тяжести) задается формулой

g := ∇𝑈 = 𝛾

∫︁
𝐷

𝜌(𝑄)∇ 1

𝑟(𝑃,𝑄)
𝑑𝑣. (1)

Пусть g = (𝑔𝑥, 𝑔𝑦, 𝑔𝑧), тогда 𝑔𝑥 и 𝑔𝑦 называются горизонтальными составляющими, а
𝑔𝑧 — вертикальной составляющей силы тяжести.

Гравитационный потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона

−∆𝑈 = 4𝜋𝛾𝜌(𝑃 ), 𝑃 ∈ R3. (2)

Плотность среды вне области рудного тела 𝐷 считается равной нулю. Уравнение (2)
дополняется условием (ограниченность решения)

lim
𝑟(𝑃,𝑄)→∞

𝑈(𝑃 ) = 0, 𝑄 ∈ 𝐷. (3)

Численный расчет силы тяжести g базируется либо на прямом вычислении интег-
ральных выражений (1), либо на решении краевой задачи (2), (3) с привлечением про-
цедуры численного дифференцирования. Отметим также возможность нахождения вы-
бранной составляющей силы тяжести из решения краевой задачи для уравнения Пуас-
сона, полученного дифференцированием уравнения (2) по соответствующему направ-
лению.

Пусть Ω, 𝐷 ⊆ Ω, — ограниченная область с кусочно-гладкой границей 𝜕Ω. Вспомо-
гательная функция 𝑊 определяется как решение краевой задачи

− ∆𝑊 = 4𝜋𝛾𝜌(𝑃 ), 𝑃 ∈ Ω,

𝜕𝑊

𝜕n
+ 𝛼𝑊 = 0, 𝑃 ∈ 𝜕Ω,

(4)
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где n — внешняя нормаль к границе 𝜕Ω, 𝛼 — постоянная величина, м−1. В (2), (3) на гра-
нице области Ω задается произвольное граничное условие третьего рода, необязательно
аппроксимирующее условие гравитационного потенциала на удалении.

Для функции 𝑊 (𝑃 ) и фундаментального решения оператора Лапласа (функции
Грина в неограниченной области) 𝐺(𝑃,𝑄) = 1/𝑟(𝑃,𝑄) применение третьей формулы
Грина [27] дает

𝜒𝑊 (𝑃 ) =

∫︁
𝜕Ω

(︂
𝜕𝑊

𝜕n
(𝑄)𝐺(𝑃,𝑄) −𝑊 (𝑄)

𝜕𝐺

𝜕n
(𝑃,𝑄)

)︂
𝑑𝑠−

∫︁
Ω

∆𝑊 (𝑄)𝐺(𝑃,𝑄)𝑑𝑣,

где число 𝜒 зависит от местоположения точки 𝑃 и для гладкой границы

𝜒 =

⎧⎪⎨⎪⎩
4𝜋, если 𝑃 ∈ Ω,

2𝜋, если 𝑃 ∈ 𝜕Ω,

0, если 𝑃 ∈ R3∖Ω.

Мы ограничимся случаем, когда область наблюдения Γ находится вне области Ω:
Γ∩Ω = ∅. Тогда с учетом интегрального представления гравитационного потенциала 𝑈
и граничного условия в краевой задаче (4) получим

−
∫︁
𝜕Ω

(︂
𝛼𝑊 (𝑄)𝐺(𝑃,𝑄) + 𝑊 (𝑄)

𝜕

𝜕n
𝐺(𝑃,𝑄)

)︂
𝑑𝑠 + 4𝜋𝑈(𝑃 ) = 0.

Таким образом, гравитационный потенциал находится из вычисления поверхностного
интеграла

𝑈(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁
𝜕Ω

(︂
𝛼𝑊 (𝑄)𝐺(𝑃,𝑄) + 𝑊 (𝑄)

𝜕

𝜕n
𝐺(𝑃,𝑄)

)︂
𝑑𝑠. (5)

При Γ ∩ 𝜕Ω = ∅ подынтегральная функция в формуле (5) непрерывна по обеим
переменным. Поэтому компоненты силы тяжести можно определить на основе диф-
ференцирования по соответствующему направлению. Например, для вертикальной со-
ставляющей силы тяжести (далее — просто вертикальная сила тяжести) имеем

𝑔𝑧(𝑃 ) =
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(𝑃 ) =

1

4𝜋

∫︁
𝜕Ω

(︂
𝛼𝑊 (𝑄)𝐺𝑧(𝑃,𝑄) + 𝑊 (𝑄)

𝜕

𝜕n
𝐺𝑧(𝑃,𝑄)

)︂
𝑑𝑠, (6)

где

𝐺𝑧(𝑃,𝑄) =
𝜕𝐺

𝜕𝑧
(𝑃,𝑄) = − 𝑧 − 𝑧′

𝑟3(𝑃,𝑄)
.

При расчете вертикальной силы тяжести 𝑔𝑧 вспомогательную функцию можно опре-
делить как решение краевой задачи, полученной дифференцированием самого уравне-
ния (2) по 𝑧. Для вспомогательной функции 𝑤 решается задача

− ∆𝑤 = 4𝜋𝛾
𝜕𝜌

𝜕𝑧
, 𝑃 ∈ Ω.

𝜕𝑤

𝜕n
+ 𝛼𝑤 = 0, 𝑃 ∈ 𝜕Ω.

(7)

Применение формулы Грина для точек вне области Ω дает

𝑔𝑧(𝑃 ) =
1

4𝜋

∫︁
𝜕Ω

(︂
𝛼𝑤(𝑄)𝐺(𝑃,𝑄) + 𝑤(𝑄)

𝜕

𝜕n
𝐺(𝑃,𝑄)

)︂
𝑑𝑠. (8)
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2. Численная реализация

На базе вычислительной платформы FEniCS (https://fenicsproject.org) [28] раз-
работано прикладное программное обеспечение для решения прямых задач гравимет-
рии. Решение вспомогательных краевых задач базируется на применении метода ко-
нечных элементов. Значения поверхностных интегралов вычисляются с привлечением
стандартных квадратурных формул Гаусса.

2.1. Решение краевых задач

Для решения краевой задачи (4) или (7) в ограниченной области Ω применяется ме-
тод конечных элементов [29, 30]. Область Ω покрывается тетраэдральной сеткой, реше-
ние аппроксимируется лагранжевыми конечными элементами. Для простоты ограни-
чимся описанием тривиального случая — использования кусочно-линейных базисных
функций.

Пусть 𝑉 ℎ ⊂ 𝐻1(Ω) — гильбертово пространство лагранжевых конечных элементов
первого порядка. Скалярное произведение и норма вводятся стандартным образом:

(𝑢, 𝑣) =

∫︁
Ω

𝑢𝑣𝑑𝑣, ‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)1/2 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ℎ.

Введем дополнительное обозначение

(𝑢, 𝑣)𝜕Ω =

∫︁
𝜕Ω

𝑢𝑣𝑑𝑠.

Вместо краевой задачи (4) рассматривается вариационная формулировка с учетом
граничного условия третьего рода:

(∇𝑊,∇𝑣) + 𝛼(𝑊, 𝑣)𝜕Ω = 4𝜋𝛾(𝜌, 𝑣) ∀𝑣 ∈ 𝑉 ℎ. (9)

Аналогично для краевой задачи (7) ставится вариационная задача с учетом обобщенной
производной правой части:

(∇𝑤,∇𝑣) + 𝛼(𝑤, 𝑣)𝜕Ω = −4𝜋𝛾

(︂
𝜌,

𝜕𝑣

𝜕𝑧

)︂
∀𝑣 ∈ 𝑉 ℎ. (10)

Функции 𝑊 и 𝑤 аппроксимируются кусочно-линейными базисными функциями 𝜙𝑖,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 , определенными на элементах сетки:

𝑊 (𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖𝜙𝑖(𝑃 ), 𝑤(𝑃 ) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖𝜙𝑖(𝑃 ).

Значения функции 𝑊𝑖 в узлах сетки 𝑄𝑖 составляют вектор W = (𝑊𝑖), аналогично
w = (𝑤𝑖). Кусочно-линейные базисные функции удовлетворяют условию

𝜙𝑖(𝑄𝑗) =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗,

0, 𝑖 ̸= 𝑗.

https://fenicsproject.org
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В силу этого каждая из вариационных задач (9) и (10) сводится к решению системы
линейных алгебраических уравнений. В случае (9) получаем следующую систему:

𝐴W = B. (11)

Элементы матрицы 𝐴 равны

𝐴𝑖𝑗 = (∇𝜙𝑖,∇𝜙𝑗) + 𝛼(𝜙𝑖, 𝜙𝑗)𝜕Ω,

а для вектора B имеем

𝐵𝑖 = 4𝜋𝛾(𝜌, 𝜙𝑖).

При решении задачи (10) имеем

𝐴w = b, (12)

где используется та же матрица жесткости 𝐴, а компоненты вектора b есть

𝑏𝑖 = −4𝜋𝛾

(︂
𝜌,

𝜕𝜙𝑖

𝜕𝑧

)︂
.

Полученная матрица𝐴 является симметричной, положительно определенной и силь-
но разреженной. Для эффективного решения СЛАУ с такой матрицей разработаны спе-
циальные способы хранения и алгоритмы матрично-векторных произведений. При ра-
боте с FEniCS мы используем вычислительную библиотеку PETSc для решения СЛАУ.

2.2. Вычисление поверхностных интегралов

Пусть 𝑃𝑖 ∈ Γ, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀 , — точки наблюдения в области Γ. Обозначим элементы
сетки, соответствующие поверхности 𝜕Ω, через 𝑓𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑓 . В нашем случае 𝑓𝑗 —
одна из граней приграничного тетраэдра 𝜏𝑗, представляет собой треугольник.

Вычисление поверхностных интегралов (6) и (8) основано на применении квадра-
турной формулы Гаусса. В каждом элементе 𝑓𝑗 задаются квадратурные точки 𝑄𝑘 и
веса 𝜃𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁𝑞, соответствующие порядку 𝑑. Пусть для простоты треугольный
элемент поверхности имеет вершины (0, 0), (1, 0) и (0, 1). Узлы квадратурной формулы
�̃�𝑘 и веса 𝜃𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑞, при 𝑑 = 1 есть [31]

𝑁𝑞 = 1, �̃�1 = (1/3, 1/3), 𝜃1 = 1/2.

Для 𝑑 = 2 узлы и веса соответственно равны:

𝑁𝑞 = 3, �̃�1 = (1/6, 1/6), �̃�2 = (1/6, 2/3), �̃�3 = (2/3, 1/6), 𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃3 = 1/6.

Рассмотрим случай, когда функции 𝐺(𝑃,𝑄) и 𝐺𝑧(𝑃,𝑄) приближаются полиномом
степени 𝑛𝑝 в приграничных тетраэдрах. Здесь производная по нормали вычисляется
как скалярное произведение вектора нормали n и градиента функции. Следовательно,
формула (6) для вертикальной силы тяжести 𝑔𝑧 имеет дискретный аналог

𝑔𝑧(𝑃𝑖;𝑊 ) ≈
𝑁𝑓∑︁
𝑗=1

𝑁𝑞∑︁
𝑘=1

𝜃𝑘𝑊 (𝑄𝑘)(𝛼𝐺𝑧(𝑃𝑖, 𝑄𝑘) + n𝑗 · ∇𝐺𝑧(𝑃𝑖, 𝑄𝑘)), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀. (13)
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Внешняя нормаль элемента 𝑓𝑗 обозначена через n𝑗. Аналогично приближенно вычис-
ляется поверхностный интеграл (8):

𝑔𝑧(𝑃𝑖;𝑤) ≈
𝑁𝑓∑︁
𝑗=1

𝑁𝑞∑︁
𝑘=1

𝜃𝑘𝑤(𝑄𝑘)(𝛼𝐺(𝑃𝑖, 𝑄𝑘) + n𝑗 · ∇𝐺(𝑃𝑖, 𝑄𝑘)), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀. (14)

В более общем случае в отдельном элементе 𝑓𝑗 можно выбрать разный порядок квад-
ратурной формулы.

Рассмотрим случай, когда функции 𝐺(𝑃,𝑄) и 𝐺𝑧(𝑃,𝑄), а также их производные
по нормали вычисляются аналитически. Градиент функции 𝐺(𝑃,𝑄), где 𝑃 = (𝑥, 𝑦, 𝑧),
𝑄 = (𝑥′, 𝑦′, 𝑧′), по второму аргументу равен

∇′𝐺(𝑃,𝑄) =

(︂
𝑥− 𝑥′

𝑟3
,
𝑦 − 𝑦′

𝑟3
,
𝑧 − 𝑧′

𝑟3

)︂
.

Следовательно, на каждой грани области Ω в форме прямоугольного параллелепипеда
производная по нормали вычисляется так:

𝐺𝑛(𝑃,𝑄) :=
𝜕𝐺

𝜕n
(𝑃,𝑄) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

±𝑥− 𝑥′

𝑟3
, если n = (±1, 0, 0),

±𝑦 − 𝑦′

𝑟3
, если n = (0,±1, 0),

±𝑧 − 𝑧′

𝑟3
, если n = (0, 0,±1).

Градиент для функции 𝐺𝑧(𝑃,𝑄) равен

∇′𝐺𝑧(𝑃,𝑄) =

(︂
−3

(𝑥− 𝑥′)(𝑧 − 𝑧′)

𝑟5
,−3

(𝑦 − 𝑦′)(𝑧 − 𝑧′)

𝑟5
,−3

(𝑧 − 𝑧′)2

𝑟5
+

1

𝑟3

)︂
,

и поэтому

𝐺𝑧𝑛(𝑃,𝑄) :=
𝜕𝐺𝑧

𝜕n
(𝑃,𝑄) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∓3
(𝑥− 𝑥′)(𝑧 − 𝑧′)

𝑟5
, если n = (±1, 0, 0),

∓3
(𝑦 − 𝑦′)(𝑧 − 𝑧′)

𝑟5
, если n = (0,±1, 0),

∓3
(𝑧 − 𝑧′)2

𝑟5
± 1

𝑟3
, если n = (0, 0,±1).

При решении задачи (9) для поверхностного интеграла получим

𝑔𝑧(𝑃𝑖;𝑊 ) ≈
𝑁𝑓∑︁
𝑗=1

𝑁𝑞∑︁
𝑘=1

𝜃𝑗𝑘𝑊 (𝑄𝑗
𝑘)(𝛼𝐺𝑧(𝑃𝑖, 𝑄

𝑗
𝑘) + 𝐺𝑧𝑛(𝑃𝑖, 𝑄

𝑗
𝑘)), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀, (15)

а для задачи (10) —

𝑔𝑧(𝑃𝑖;𝑤) ≈
𝑁𝑓∑︁
𝑗=1

𝑁𝑞∑︁
𝑘=1

𝜃𝑗𝑘𝑤(𝑄𝑗
𝑘)(𝛼𝐺(𝑃𝑖, 𝑄

𝑗
𝑘) + 𝐺𝑛(𝑃𝑖, 𝑄

𝑗
𝑘)), 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑀. (16)
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Таким образом, для вычисления вертикальной силы тяжести имеем четыре варианта.
Вариант 1.1 :
� найти вспомогательную функцию 𝑊 из (11);
� вычислить 𝑔𝑧 с помощью (13).
Вариант 1.2 :
� найти вспомогательную функцию 𝑊 из (11);
� вычислить 𝑔𝑧 с помощью (15).
Вариант 2.1 :
� найти вспомогательную функцию 𝑤 из (12);
� вычислить 𝑔𝑧 с помощью (14).
Вариант 2.2 :
� найти вспомогательную функцию 𝑤 из (12);
� вычислить 𝑔𝑧 с помощью (16).

3. Численный эксперимент

В тестовой задаче рудное тело𝐷 заключено в прямоугольную призму с размерами 1, 1 и
0.5 км. Система координат совпадает с главными осями призмы, ось 𝑧 направлена вниз.
Область наблюдения Γ представляет собой горизонтальную площадь [−1, 1]× [−1, 1] км
на высоте 𝐻 = 1 км от начала координат.

В качестве расчетной области Ω возьмем саму область рудного тела 𝐷, Ω = 𝐷.
Дискретизация области представляет собой структурированную сетку из тетраэдров,
для этого каждая из сторон призмы разбивается на интервалы с шагом ℎ = 1/12 км,
𝑁 = 1183. Точки наблюдения 𝑃𝑖 ∈ Γ, 𝑖 = 1, 2, . . ., 𝑀 = 625 являются узлами равномер-
ной сетки, построенной в Γ с шагом ℎ𝑥 = ℎ𝑦 = 1/12 км.

Исследуется влияние параметра 𝛼 (размерность км−1) в граничном условии третье-
го рода на точность аппроксимации для каждого варианта алгоритма. Будем измерять
время 𝑡𝑠 решения системы линейных алгебраических уравнений, а также время 𝑡𝑎 вы-
числения поверхностного интеграла. При расчете вертикальной силы тяжести в точках
наблюдения оцениваются относительные ошибки

𝜀2 =

(︂
𝑀∑︀
𝑖=1

⃒⃒
𝑔𝑧(𝑃𝑖) − 𝑔𝐸𝑧 (𝑃𝑖)

⃒⃒2)︂1/2

(︂
𝑀∑︀
𝑖=1

|𝑔𝐸𝑧 (𝑃𝑖)|2
)︂1/2

, 𝜀∞ =

max
𝑖=1,𝑀

⃒⃒
𝑔𝑧(𝑃𝑖) − 𝑔𝐸𝑧 (𝑃𝑖)

⃒⃒
max
𝑖=1,𝑀

|𝑔𝐸𝑧 (𝑃𝑖)|
, (17)

где 𝑔𝐸𝑧 — точное аналитическое решение из [32], которое представлено на рис. 1.
В табл. 1 приведены ошибки (17) для варианта 1.1. Порядок квадратурной формулы

выбирается таким же, как порядок полинома: 𝑑 = 𝑛𝑝 = 1 и 𝑑 = 𝑛𝑝 = 2. Время решения
СЛАУ (11) равно 𝑡𝑠 = 5.81 · 10−3 с. При малых значениях параметра 𝛼 требуется высо-
кий порядок полинома для вычисления градиента функции Грина с учетом большого
вклада второго слагаемого в подынтегральном выражении (6). Среднее время расчета
наблюденных данных равно 0.77 с для 𝑑 = 𝑛𝑝 = 1 и 1.07 с для 𝑑 = 𝑛𝑝 = 2.

В табл. 2 приведены ошибки аппроксимации при использовании варианта 1.2. При
вычислении интеграла используется квадратурная формула порядка 𝑑 = 1, 2. Среднее
время вычисления с помощью квадратурной формулы первого порядка равно 1.00 с,
второго порядка — 1.22 с.
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Рис. 1. Точное решение в области наблюдения Γ, 1 мГал = 0.00001 м · с−1

Fig. 1. Exact solution in the observation area Γ, 1 mGal = 0.00001 m · s−1

Т а б л и ц а 1. Ошибка приближения 𝑔𝑧 при использовании варианта 1.1, %
Table 1. Approximation error of 𝑔𝑧 for the variant 1.1, %

𝛼
𝑑 = 𝑛𝑝 = 1 𝑑 = 𝑛𝑝 = 2

𝜀2 𝜀∞ 𝜀2 𝜀∞
1e−06 8.098e+06 1.083e+07 1.427e+05 2.328e+05

1e−04 8.098e+04 1.083e+05 1.427e+03 2.328e+03

1e−02 8.102e+02 1.085e+03 1.426e+01 2.327e+01

1e+00 8.395e+00 1.188e+01 1.520e−01 2.108e−01
1e+02 1.392e−01 2.347e−01 1.492e−01 2.579e−01
1e+04 1.694e−01 2.263e−01 1.557e−01 2.742e−01
1e+06 1.700e−01 2.272e−01 1.557e−01 2.744e−01

На рис. 2 изображена погрешность решения 𝛿 = 𝑔𝑧 − 𝑔𝐸𝑧 для варианта 1.1 и вариан-
та 1.2 при 𝛼 = 10−4, 1 и 104. Показаны результаты для квадратурной формулы второго
порядка.

В табл. 3 приведены ошибки приближения 𝑔𝑧 при использовании варианта 2.1. Время
решения СЛАУ (12) в среднем равно 5.74 · 10−3 с. Среднее время расчета наблюденных
данных равно 0.62 с для 𝑑 = 𝑛𝑝 = 1 и 0.77 с — для 𝑑 = 𝑛𝑝 = 2. Сравнение с табл. 1
показывает, что при малых значениях параметра 𝛼 мы имеем относительно хороший
результат.

Т а б л и ц а 2. Ошибка приближения 𝑔𝑧 при использовании варианта 1.2, %
Table 2. Approximation error of 𝑔𝑧 for the variant 1.2, %

𝛼
𝑑 = 1 𝑑 = 2

𝜀2 𝜀∞ 𝜀2 𝜀∞
1e−06 8.834e+04 1.428e+05 2.376e+01 4.481e+01

1e−04 8.835e+02 1.428e+03 2.803e−01 5.463e−01
1e−02 8.869e+00 1.437e+01 1.050e−01 1.600e−01
1e+00 1.582e−01 2.759e−01 1.102e−01 1.641e−01
1e+02 1.345e−01 2.122e−01 1.509e−01 2.623e−01
1e+04 1.363e−01 2.098e−01 1.558e−01 2.744e−01
1e+06 1.364e−01 2.098e−01 1.558e−01 2.746e−01
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Рис. 2. Ошибка 𝛿 аппроксимации 𝑔𝑧 в области наблюдения Γ для варианта 1.1 (сверху) и
варианта 1.2 (снизу), 𝑑 = 2. Левый столбец — 𝛼 = 10−4, средний столбец — 𝛼 = 1, правый
столбец — 𝛼 = 104

Fig. 2. Approximation error 𝛿 of 𝑔𝑧 in the observation area Γ for the variant 1.1 (on the top) and
for variant 1.2 (on the bottom), 𝑑 = 2. Left column: 𝛼 = 10−4, middle column: 𝛼 = 1, right column:
𝛼 = 104

В табл. 4 приведены результаты при использовании варианта 2.2. Среднее время
расчета 𝑔𝑧 в точках наблюдения равно 1.02 и 1.14 с соответственно.

Погрешность 𝛿 при решении вспомогательной задачи (10) изображена на рис. 3 при
значениях параметра 𝛼: 10−4, 1, 104 — для квадратурной формулы второго порядка. Как
видно, оба варианта алгоритма на основе решения вспомогательной краевой задачи для
вертикальной силы тяжести показывают относительно хороший результат.

Рассмотрим конечные элементы второго порядка для решения вариационной зада-
чи (10). В этом случае количество неизвестных увеличивается до 8125 и СЛАУ (12)
прямым методом решается за 0.28 с. Результаты расчетов для разных значений пара-
метра 𝛼 содержатся в табл. 5. Сравнивая полученные результаты с данными табл. 3 и 4,
видим, что точность вспомогательной функции при малых параметрах 𝛼 слабо влияет

Т а б л и ц а 3. Ошибка приближения 𝑔𝑧 при использовании варианта 2.1, %
Table 3. Approximation error of 𝑔𝑧 for the variant 2.1, %

𝛼
𝑑 = 𝑛𝑝 = 1 𝑑 = 𝑛𝑝 = 2

𝜀2 𝜀∞ 𝜀2 𝜀∞
1e−06 2.932e+00 4.343e+00 2.137e−01 3.011e−01
1e−04 2.932e+00 4.343e+00 2.137e−01 3.011e−01
1e−02 2.924e+00 4.333e+00 2.133e−01 3.008e−01
1e+00 2.343e+00 3.562e+00 1.852e−01 2.805e−01
1e+02 5.257e−01 7.058e−01 2.425e−02 3.639e−02
1e+04 4.443e−01 5.486e−01 7.257e−03 9.828e−03
1e+06 4.435e−01 5.471e−01 7.075e−03 9.553e−03
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Т а б л и ц а 4. Ошибка приближения 𝑔𝑧 при использовании варианта 2.2, %
Table 4. Approximation error of 𝑔𝑧 for the variant 2.2, %

𝛼
𝑑 = 1 𝑑 = 2

𝜀2 𝜀∞ 𝜀2 𝜀∞
1e−06 1.473e−01 2.462e−01 4.839e−05 8.173e−05
1e−04 1.472e−01 2.461e−01 4.442e−05 7.346e−05
1e−02 1.451e−01 2.430e−01 6.059e−04 1.012e−03
1e+00 7.340e−02 7.847e−02 4.067e−02 6.797e−02
1e+02 3.056e−01 2.829e−01 1.921e−02 2.407e−02
1e+04 2.986e−01 2.730e−01 7.302e−03 9.967e−03
1e+06 2.985e−01 2.728e−01 7.168e−03 9.826e−03
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Рис. 3. Ошибка 𝛿 аппроксимации 𝑔𝑧 в области наблюдения Γ для варианта 2.1 (сверху) и
варианта 2.2 (снизу), 𝑑 = 2. Левый столбец — 𝛼 = 10−4, средний столбец — 𝛼 = 1, правый
столбец — 𝛼 = 104

Fig. 3. Approximation error 𝛿 of 𝑔𝑧 in the observation area Γ for the variant 2.1 (on the top) and
for variant 2.2 (on the bottom), 𝑑 = 2. Left column: 𝛼 = 10−4, middle column: 𝛼 = 1, right column:
𝛼 = 104

на точность приближения вертикальной силы тяжести. При больших значениях пара-
метра 𝛼 относительная квадратичная ошибка уменьшилась в 1.9 раза, а относительная
абсолютная ошибка — в 2.4 раза.

Исследовалась сходимость варианта алгоритма 2.2 при использовании вспомогатель-
ной функции 𝑤 и аналитического представления функции 𝐺(𝑃,𝑄). Для этого рассмат-
ривалась серия дискретизаций расчетной области Ω = 𝐷 с уменьшением шага ℎ: 1/6,
1/12, 1/24, 1/48, 1/96, 1/144 км. Во всех случаях для решения системы линейных ал-
гебраических уравнений выбирался итерационный метод сопряженных градиентов cg
с многосеточным предобусловливателем petsc_amg. Итерации прерывались при дости-
жении относительной ошибки 10−8.
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Т а б л и ц а 5. Ошибка приближения 𝑔𝑧 на основе решения вспомогательной краевой зада-
чи (10) конечными элементами второго порядка, %
Table 5. Error for approximation of 𝑔𝑧 based for the solution of the auxiliary boundary value
problem (10) by quadratic finite elements, %

𝛼
Вариант 2.1, 𝑛𝑝 = 𝑑 = 2 Вариант 2.2, 𝑑 = 2

𝜀2 𝜀∞ 𝜀2 𝜀∞
1e−06 2.137e−01 3.011e−01 4.843e−05 8.182e−05
1e−04 2.137e−01 3.011e−01 4.843e−05 8.181e−05
1e−02 2.130e−01 3.002e−01 4.813e−05 8.107e−05
1e+00 1.649e−01 2.365e−01 1.158e−04 1.372e−04
1e+02 9.572e−03 1.511e−02 1.998e−03 2.289e−03
1e+04 3.726e−03 4.066e−03 3.765e−03 4.151e−03
1e+06 3.730e−03 3.972e−03 3.808e−03 4.197e−03

В табл. 6 представлены данные о времени расчета краевой задачи и количестве
итераций. Приводится также время расчета поверхностного интеграла с применением
квадратурных формул первого и второго порядков (𝑑 = 1, 2). При меньшем значении
параметра 𝛼 требуется больше итераций для решения системы линейных алгебраичес-
ких уравнений выбранным методом. Сходимость метода иллюстрируется на рис. 4 для
трех значений параметра 𝛼: 10−4, 100, 104. При использовании квадратичной формулы
первого порядка (𝑑 = 1) ошибки имеют второй порядок сходимости независимо от

Т а б л и ц а 6. Результаты расчета для варианта 2.2 при различных шагах ℎ дискретизации
области Ω = 𝐷: 𝑡𝑠 — время решения СЛАУ, 𝐾 — количество итераций, 𝑡𝑎 — время вычисления
поверхностного интеграла с квадратурной формулой порядка 𝑑
Table 6. Results of calculations for the variant 2.2 for various discretization steps ℎ in the domain
Ω = 𝐷: 𝑡𝑠 is the SLAE solution time, 𝐾 is the iterations, 𝑡𝑎 is the time for evalutating the surface
integral using a quadrature formula of the order 𝑑

𝛼 ℎ 𝑡𝑠, с 𝐾 𝑡𝑎, с, 𝑑 = 1 𝑡𝑎, с, 𝑑 = 2

1e−04

1/6 7.87e−04 5 0.89 0.92
1/12 3.95e−03 7 1.00 1.12
1/24 3.28e−02 10 1.45 1.95
1/48 4.06e−01 16 3.22 5.14
1/96 4.94e+00 25 10.33 17.78
1/144 2.18e+01 32 23.17 40.02

1e+00

1/6 6.79e−04 5 0.92 0.97
1/12 3.47e−03 5 0.99 1.14
1/24 3.09e−02 10 1.45 1.94
1/48 3.38e−01 13 3.24 5.14
1/96 4.32e+00 21 10.37 17.87
1/144 1.88e+01 27 23.04 39.81

1e+04

1/6 7.34e−04 6 0.93 0.94
1/12 3.69e−03 6 0.99 1.12
1/24 2.54e−02 9 1.45 1.95
1/48 2.87e−01 10 3.23 5.13
1/96 3.38e+00 15 10.32 17.77
1/144 1.41e+00 19 22.96 39.50
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Рис. 4. Сходимость квадратичной ошибки (слева), сходимость абсолютной ошибки (справа)
аппроксимации вертикальной силы тяжести для варианта 2.2. Штриховая линия соответствует
линейной аппроксимации
Fig. 4. Convergence of quadratic (left) and absolute (right) errors for the approximated vertical
gravity force for the variant 2.2. Dashed line represents line of the the best fit

параметра 𝛼. Для квадратурной формулы второго порядка (𝑑 = 2) порядок сходимос-
ти зависит от параметра 𝛼. Для 𝛼 = 1 порядок сходимости примерно равен 2, для
𝛼 = 104 — 3, а для 𝛼 = 10−4 порядок сходимости меняется по мере уменьшения шага
сетки, имея в среднем порядок 3.

Приведем также результаты по влиянию размера расчетной области для вариан-
та 2.2. Рассматриваются следующие расчетные области:

Ω𝑙 = [−𝑎− 𝑙ℎ̂, 𝑎 + 𝑙ℎ̂] × [−𝑏− 𝑙ℎ̂, 𝑏 + 𝑙ℎ̂] × [−𝑐− 𝑙ℎ̂, 𝑐 + 𝑙ℎ̂], 𝑙 = 1, 2, 3, 4,

где 𝑎 = 0.5 км, 𝑏 = 0.5 км, 𝑐 = 0.25 км — половины сторон рудного тела, ℎ̂ = 1/6 км.

На рис. 5 представлены ошибки аппроксимации вертикальной силы тяжести для
каждой области с шагом сетки ℎ = 1/12 км для некоторых значений параметра 𝛼.
Также приводятся результаты для области Ω0 = 𝐷. В целом наблюдается достаточно
хорошая аппроксимация вертикальной силы тяжести при использовании всех областей.
Заметно небольшое ухудшение точности при увеличении размера области. Аналогичные
исследования на сходимость показали, что во всех областях ошибка метода имеет второй
порядок сходимости по обеим нормам.
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Рис. 5. Ошибка аппроксимации вертикальной силы тяжести c помощью варианта 2.2 для каж-
дой расчетной области Ω𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, 4: 𝜀2 (слева), 𝜀∞ (справа)
Fig. 5. Approximation error of the vertical gravity by using the variant 2.2. for each computational
domain Ω𝑙, 𝑙 = 1, 2, 3, 4. Left: 𝜀2, right: 𝜀∞
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Заключение

Рассмотрен численный метод решения прямой задачи гравиметрии на основе решения
вспомогательной краевой задачи и вычисления поверхностного интеграла. Вспомога-
тельная краевая задача с граничным условием третьего рода ставилась в ограниченной
расчетной области для гравитационного потенциала или непосредственно для верти-
кальной силы тяжести. Вычисление поверхностного интеграла по границе расчетной
области базировалось на применении квадратурной формулы Гаусса. Для этого рас-
смотрены два подхода приближения функции Грина для оператора Лапласа в неогра-
ниченной области и ее производных: полиномиальное и аналитическое.

Проведен анализ влияния параметра 𝛼 в граничном условии третьего рода на точ-
ность метода. Расчеты показали, что метод на основе решения вспомогательной кра-
евой задачи для вертикальной силы тяжести с большим значением параметра 𝛼 и
аналитическим представлением функции Грина для расчета поверхностного интеграла
является наиболее эффективным методом приближения вертикальной силы тяжести.
Численный анализ на последовательности сгущающихся сеток показал, что точность
приближенного решения имеет второй порядок.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант � 20-
01-00207), Правительства РФ (грант� 14.Y26.31.0013) и Минобрнауки РФ (соглашение
от 31.05.2021 г. � 075-02-2021-1396).
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Abstract

Purpose. We consider numerical calculation of the vertical component of the gravity force
produced by the ore body using solution of an auxiliary boundary value problem (BVP) for the
Poisson equation in a bounded domain.

Methodology. Auxiliary BVP can be posed according to the gravitational potential or the vertical
gravity force itself supplied by a homogeneous Robin boundary condition. The use of Green’s third
formula to the solution of the BVP leads to an equivalent definition of the vertical gravity force
based on the calculation of the surface integral. The numerical solution of the auxiliary BVP is based
on standard finite element method, the calculation of the surface integral relies on Gauss quadrature
formula. In the surface integral, Green’s function for the Laplace operator in an unbounded domain
is evaluated using a polynomial approximation or an analytical representation.

Findings. Numerical calculations of a model problem with a homogeneous prismatic body has
shown that the method based on the solution of the auxiliary BVP for the vertical gravity force
itself with a large value of the scalar parameter in the Robin boundary condition and analytical
representation of the Green’s function in the surface integral is the most effective method for
approximating the vertical gravity force. For this method, we obtained the second order convergence
rate.
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Originality/value. The considered auxiliary BVP with the Robin boundary condition allows
obtaining a sufficiently good approximation of the vertical gravity force.

Keywords: gravitational potential, gravity, Poisson’s equation, numerical modelling, finite element
method, quadrature formula.
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