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В работе дается обзор подходов к решению задач дискретной оптимизации с ин-
тервальной целевой функцией. Эти подходы рассматриваются в общем контексте
исследований оптимизационных задач с неопределенностями в постановках. При-
водятся варианты концепций оптимальности решений для задач дискретной оп-
тимизации с интервальной целевой функцией — робастные решения, множества
решений, оптимальных по Парето, слабые и сильные оптимальные решения, объ-
единенные множества решений и др. Оценивается предпочтительность выбора той
или иной концепции оптимальности при решении задач и отмечаются ограничения
для применения использующих их подходов.
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Введение

Оптимизационные задачи с неточно заданными входными данными, в частности зада-
чи с неточно заданными параметрами целевых функций и ограничений, определяющих
допустимое множество решений задачи, иследовались в различных направлениях. Од-
ним из естественных и часто единственно возможным способом представления неопре-
деленности значения неточно заданного параметра является использование интервала
его возможных значений, как это делается в рассматриваемых нами далее подходах.

Наша цель, в соответствии с которой были отобраны обозреваемые работы, дать
представление о месте, которое занимают исследования задач дискретной оптмизации
с интервальной целевой функцией в контексте исследований оптимизационных задач
с интервальными неопределенностями во входных данных; дать представление об ин-
тервальных подходах как подходах, оперирующих интервальными величинами и на-
целенных на получение оптимальных решений в соответствии с некоторой концепци-
ей оптимальности. Под концепцией оптимальности нами понимается определение того,
что считать оптимальным решением для некоторой постановки задачи дискретной оп-
тимизации с интервальной целевой функцией. Примерами концепций оптимальности
являются рассматриваемые нами концепции робастных решений, множеств решений,
оптимальных по Парето, сильных и слабых оптимальных и приближенных решений,
объединенных множеств оптимальных и приближенных решений.
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Мы рассматриваем задачи дискретной оптимизации, которые в общем случае фор-
мулируются следующим образом.

Постановка задачи дискретной оптимизации (I). Задача дискретной оптимиза-
ции (“задача ДО”) — это задача, в которой заданы дискретное множество допустимых
решений 𝒟 и целевая функция 𝑓 : 𝒟 → R+, R+ = {𝑎 ∈ R|𝑎 > 0}. Требуется найти такое
�̌� ∈ 𝒟, что

𝑓(�̌�) = min
𝑥∈𝒟

𝑓(𝑥), (1)

либо такое �̂� ∈ 𝒟, что
𝑓(�̂�) = max

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥). (2)

Оптимальное решение задачи ДО (I) — это пара (�̌�, 𝑓(�̌�)) для задачи минимиза-
ции (1) и пара (�̂�, 𝑓(�̂�)) для задачи максимизации (2).

Далее, если это отдельно не оговаривается, нами рассматриваются задачи ДО с кри-
терием (1).

Как задачи ДО могут быть поставлены многие прикладные задачи: задачи управле-
ния запасами, задачи размещения, задачи календарного планирования и многие другие.
Для решения задач ДО развит математический аппарат, позволяющий разрабатывать
точные и приближенные алгоритмы их решения; оценивать их вычислительную слож-
ность, вычислительную сложность нахождения приближенных решений с гарантиро-
ванной точностью; получены результаты о неприближаемости оптимальных решений
для некоторых задач ДО и т. д. При этом, как правило, предполагается, что входные
данные для индивидуальных задач ДО заданы точно. В частности, предполагается,
что точно заданы параметры целевой функции 𝑓(𝑥). В большинстве случаев далее мы
будем рассматривать задачи ДО с линейными целевыми функциями вида

𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖, (3)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝒟, 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛), 𝑤𝑖 > 0. Эффективные методы решения задач
ДО разработаны и для некоторых видов нелинейных целевых функций. При принятии
гипотезы P ̸= NP рассматриваемые нами задачи ДО могут как принадлежать классу P,
так и быть NP-трудными [1].

Применение математического аппарата методов оптимизации для решения приклад-
ных задач зачастую затруднено неполнотой информации об их параметрах, что приво-
дит к неточно заданным значениям коэффициентов целевой функции и коэффициентов
уравнений и неравенств, задающих 𝒟. Входные данные таких задач не всегда могут
быть получены с точностью, достаточной для того, чтобы игнорировать неопределен-
ности в их значениях и применять методы решения задач ДО с точными входными дан-
ными. Использование усредненных по результатам измерений данных также не всегда
оказывается оправданным прежде всего по причине возможной “непредставительности”
получаемого для них решения: для различных возможных значений входных данных
оптимальные или приближенные решения могут отличаться друг от друга как по зна-
чениям компонент векторов, являющихся аргументами оптимума, так и по значениям
оптимума. Причем дискретность множества 𝒟 обеспечивает возможность того, что эти
отличия будут существенны.
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Неопределенность входных данных задачи ДО и, в частности неопределенность па-
раметров целевой функции, обусловливается различными причинами. Она может быть
вызвана, например, тем, что измерения значений этих параметров произведены с неко-
торой неустранимой погрешностью. При этом вероятностное распределение величины
ошибки для большинства измерительных устройств не является нормальным, и доста-
точного объема информации для выбора распределения и его параметров может не
быть [2, 3]. Неопределенность в значениях входных данных может присутствовать и
по причине неполноты информации на момент начала исследований и возможности ее
изменений с течением времени.

Приведем примеры возникновения неопределенностей во входных данных задач ДО.
Так, в задаче нахождения кратчайшего пути в дорожной сети, в задаче построения
транспортной сети от источников к стокам и в других прикладных задачах, которые
ставятся как задачи ДО на графах, веса ребер графа могут быть заданы неточно.
Если веса ребер отражают стоимость транспортировки какого-либо ресурса или пере-
езда между пунктами, на значения весов влияет множество факторов, количественные
выражения которых не всегда могут быть определены точно. В частности, для одно-
го и того же маршрута расход топлива, потребляемого транспортом, может зависеть
от погодных условий, от качества и типа используемого топлива. Стоимость транспор-
тировки или переезда может недетерминированно увеличиваться в случае заторов и
аварий.

При составлении набора рейсов для железнодорожной сети с минимизацией
стоимости их обслуживания могут присутствовать неустранимые неопределенности при
оценивании заработной платы персонала, вызванные, например, переменными значени-
ями надбавок к окладу. На момент составления набора рейсов значения этих
параметров точно неизвестны. В прикладной задаче нахождения оптимального
севооборота, которая может быть сведена к нахождению гамильтонова цикла в гра-
фе с интервальными весами ребер [4], для того чтобы наиболее эффективно использо-
вать земельные ресурсы, мы должны знать характеристики будущих урожаев, которые
не могут быть точно установлены заранее, а допускают лишь интервальное представле-
ние их возможных значений. Другие примеры прикладных задач, которые
ставятся как задачи с интервальными неопределенностями во входных данных, пред-
ставлены в [5].

Неопределенность во входных данных рассмотренных прикладных задач может быть
смоделирована целевой функцией с интервальными коэффициентами. Различным соче-
таниям значений коэффициентов соответствуют различные решения получаемых для
них индивидуальных задач ДО. Для выбора какого-либо решения из 𝒟 или какой-либо
совокупности таких решений как оптимального решения задачи ДО с интервальными
неопределенностями во входных данных необходимо провести анализ некоторого мно-
жества решений задач ДО с неинтервальными целевыми функциями. Как правило,
мощность этого множества велика.

Нами будут рассмотрены подходы к решению задач ДО с интервальной целевой
функцией, преследующие цель получить информацию об оптимальных или прибли-
женных решениях индивидуальных задач ДО, которые соответствуют возможным зна-
чениям неточно заданных параметров. Эта информация должна быть использована для
оценки возможных альтернатив и служить основанием принятия решения, т. е. выбора
какого-то одного решения из множества допустимых и оценки возможных потерь (или
возможной полученной выгоды) при этом выборе.
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1. Задачи ДО с интервальными неопределенностями

коэффициентов целевой функции

1.1. Представление неопределенности значения числового параметра
интервалом

Часто единственной достоверной информацией относительно неопределеного парамет-
ра является то, что значение этого параметра принадлежит некоторому интервалу на
числовой оси. Интервальные значения будем далее обозначать жирным шрифтом:

𝑎 = [𝑎,𝑎] = {𝑎 ∈ R|𝑎 ≤ 𝑎 ≤ 𝑎}.

Здесь 𝑎 — нижняя граница интервала, 𝑎 — верхняя, 𝑎 ≤ 𝑎. Будем говорить, что интер-
вал 𝑎 вырожден, если 𝑎 = 𝑎. В противном случае будем называть интервал невырож-
денным. Как IR будем обозначать заданное таким образом на R множество интервалов.
Для всех рассматриваемых нами далее интервалов 𝑎 ∈ IR выполняется условие 𝑎 > 0.
Множество таких интервалов будет обозначаться нами как IR+.

Суммой интервалов 𝑎 и 𝑏 является интервал [𝑎 + 𝑏,𝑎 + 𝑏]. Результатом умножения
интервала 𝑎 на 𝛼 > 0 является интервал 𝛼𝑎 = [𝛼𝑎, 𝛼𝑎]. Произведение интервалов
𝑎𝑏 ∈ IR+ — это интервал [𝑎 𝑏,𝑎 𝑏].

Интервальный вектор 𝑎 имеет своими компонентами интервалы 𝑎𝑖 ∈ IR:

𝑎 = (𝑎1, . . . ,𝑎𝑛) = ([𝑎1,𝑎1], . . . , [𝑎𝑛,𝑎𝑛]).

Будем обозначать множество таких 𝑛-мерных интервальных векторов как IR𝑛.

1.2. Отношение порядка на множестве интервалов

Для того чтобы задать концепцию оптимальности решения задачи ДО c интервальной
целевой функцией, необходимо задать отношение порядка на множестве допустимых
решений, которое вводится исходя из значений целевой функции для них. Пользуясь
этим отношением порядка, лицо, принимающее решение в ситуации неопределенности,
отдает предпочтение тому или иному допустимому решению.

Возможные способы задания отношения порядка на IR определены стандартом
1788 IEEE [6]. Одной из первых работ, в которых вводились возможные способы опре-
деления отношения порядка на множестве интервалов и которые повлияли на выбор
отношений порядка, закрепленных в этом стандарте, была статья [7]. Интервалы и
отношения порядка на множестве интервалов используются в этой работе для накопле-
ния и упорядочения информации о временны́х (“темпоральных”) интервалах. В работе
вводятся 13 возможных отношений порядка, в которых могут находиться временны́е
интервалы. Эти отношения порядка вошли в стандарт 1788 IEEE. Однако специфика,
присущая временны́м интервалам, например использование таких наименований от-
ношений частичного порядка, как “встречает”, “начинает”, “заканчивает”, “до”, “после”,
может вызывать сложности при работе с этими отношениями в предметных областях,
не связанных с временем, затруднять понимание формулировок и рассуждений.

Рассмотрим базовые отношения порядка на IR из стандарта 1788 IEEE. Будем го-
ворить, что неравенство 𝑎 ≤ 𝑏 выполняется:
а) в слабом смысле, если ∃𝑎 ∈ 𝑎 ∃𝑏 ∈ 𝑏 такие, что 𝑎 ≤ 𝑏 (это эквивалентно 𝑎 ≤ 𝑏);
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б) в сильном смысле, если ∀𝑎 ∈ 𝑎 ∀𝑏 ∈ 𝑏 имеем 𝑎 ≤ 𝑏 (это эквивалентно выполнению
неравенства 𝑎 ≤ 𝑏 для концов интервалов);

в) в EA-смысле, если ∃𝑎 ∈ 𝑎 такие, что ∀𝑏 ∈ 𝑏, имеем 𝑎 ≤ 𝑏 (это эквивалентно 𝑎 ≤ 𝑏);
г) в AE-смысле, если ∀𝑎 ∈ 𝑎 ∃𝑏 ∈ 𝑏 такие, что 𝑎 ≤ 𝑏 (это эквивалентно 𝑎 ≤ 𝑏);
д) в центральном смысле, если (𝑎 + 𝑎)/2 ≤ (𝑏 + 𝑏)/2, т. е. если середина (центр)

интервала 𝑎 меньше середины интервала 𝑏.
Сильное отношение частичного порядка, задаваемое с помощью неравенства интер-

валов в сильном смысле, позволяет сравнивать непересекающиеся интервалы, а также
интервалы, пересекающиеся в одной точке. Пересекающиеся более чем в одной точ-
ке интервалы при использовании сильного отношения частичного порядка считаются
несравнимыми. Задаваемое с помощью неравенства интервалов в слабом смысле сла-
бое отношение частичного порядка допускает пересечение интервалов более чем в од-
ной точке. Неравенство двух интервалов в слабом смысле является частным случаем
неравенства интервалов в EA-смысле. Неравенство двух интервалов в сильном смыс-
ле является частным случаем неравенства интервалов в AE-смысле. Сравнение двух
интервалов в центральном смысле может пониматься как сравнение наиболее вероят-
ных значений неточно заданного параметра при заданном равномерном вероятностном
распределении его значений. В случае, если задано вероятностное распределение, от-
личное от равномерного, для сравнения интервалов используются средние значения,
определяемые этим распределением.

В рассматриваемых нами далее задачах ДО интервальная целевая функция имеет
вид

𝑓(𝑥,𝑤) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖𝑥𝑖, (4)

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝒟, 𝑤 = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛) ∈ IR𝑛
+. Интервал 𝑓(𝑥,𝑤) для задачи на ми-

нимум интерпретируется как интервал значений возможных потерь при выборе допус-
тимого решения 𝑥. Поскольку выражение (4) содержит по одному вхождению каждой
переменной в первой степени, то по основной теореме интервальной арифметики [8] для
функции (4) имеем

𝑓(𝑥,𝑤) = {𝑓(𝑥,𝑤)|𝑤 ∈ 𝑤} = [𝑓(𝑥,𝑤), 𝑓(𝑥,𝑤)].

Введение порядка на множестве интервалов значений целевых функций вида (4)
для решений из 𝒟 позволяет, в частности, задать два определения множества решений,
оптимальных по Парето, — одной из базовых концепций оптимальности для методов
решения многокритериальных оптимизационных задач. Далее нами будут рассмотрены
примеры сведения задач ДО с интервальной целевой функцией к задачам многокрите-
риальной оптимизации.

Говорят, что допустимое решение 𝑥 лучше, чем допустимое решение 𝑦 (обозначается
как “𝑥 ⪯ 𝑦”), если 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤), 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) и одно из этих неравенств выпол-
нено строго. Допустимые решения 𝑥 и 𝑦 эквивалентны, если 𝑓(𝑥,𝑤) = 𝑓(𝑦,𝑤). Иначе 𝑥
и 𝑦 считаются несравнимыми. Если 𝑥 ⪯ 𝑦, то 𝑦 может быть исключено из рассмотрения
при решении задачи ДО с целевой функцией (4) в том случае, если наличие 𝑤 ∈ 𝑤
таких, что 𝑓(𝑦, 𝑤) < 𝑓(𝑥,𝑤), может быть проигнорировано при решении прикладной
задачи.

Допустимое решение 𝑥 строго лучше, чем допустимое решение 𝑦 (обозначается как
“𝑥 ≺ 𝑦”), если 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤), т. е. если неравенство 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) выполнено в
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сильном смысле. Если 𝑥 ≺ 𝑦, то 𝑦 не может быть оптимальным ни для какой концепции
оптимальности.

Множество Парето содержит не сравнимые друг с другом оптимальные по Парето
решения. Допустимое решение 𝑥 называется оптимальным по Парето, если нет таких
𝑦 ∈ 𝒟, что 𝑦 ⪯ 𝑥. Совокупность всех оптимальных по Парето решений 𝒫⪯ называется
множеством Парето (или эффективным множеством Парето). Множество 𝒫≺ решений,
оптимальных по Парето, для отношения порядка “строго лучше” задается аналогич-
но с использованием сильного отношения частичного порядка на интервалах значений
целевых функций.

Сценарием для задачи ДО с интервальной целевой функцией (4) называется вектор
значений коэффициентов 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ 𝑤. С помощью 𝑤 здесь и далее будем
обозначать множество сценариев, заданных для задачи ДО с целевой функцией (4).
Множество 𝑤 ∈ IR𝑛

+ либо 𝑤 может быть дискретным, что соответствует некоторому
количеству явно указанных сценариев. Для 𝑥 ∈ 𝒟 при сценарии 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ 𝑤
определено значение целевой функции 𝑓(𝑥,𝑤).

Рассмотрим возможные прикладные трактовки способов задания отношения поряд-
ка на IR с помощью нескольких типов интервальных неравенств при решении задачи
ДО с интервальной целевой функцией:
а) 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) в слабом смысле эквивалентно существованию таких сценариев

из 𝑤, для которых потери при выборе 𝑥 не превышают максимальных потерь при
выборе 𝑦;

б) 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) в сильном смысле эквивалентно тому, что при любом сценарии
из 𝑤 потери при выборе 𝑥 не превышают потерь при выборе 𝑦;

в) 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) в EA-смысле эквивалентно существованию таких сценариев из
𝑤, для которых минимальные потери при выборе 𝑥 не превышают минимальных
потерь при выборе 𝑦;

г) 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) в AE-смысле эквивалентно тому, что при любом сценарии из 𝑤
потери при выборе 𝑥 не превышают максимальных потерь при выборе 𝑦;

д) 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) в центральном смысле эквивалентно тому, что среднее для всех
сценариев из 𝑤 значение потерь при выборе 𝑥 не превышает средних потерь при
выборе 𝑦.

Таким образом, с каждым из приведенных способов задания частичного порядка на
IR может быть связана содержательная постановка задачи ДО с интервальной целевой
функцией.

Возможные определения отношения частичного порядка на IR и связанные с ни-
ми интерпретации, прежде всего вероятностные, а также количественные оценки нера-
венства интервалов были представлены в [9–13]. В [14] вводится отношение линейного
порядка на IR, с помощью которого авторы обобщают классические результаты тео-
рии матричных игр на случай интервальной платежной матрицы. Отношение порядка
строится исходя из анализа возможных предпочтений рационального игрока. Для того
чтобы были сравнимы вложенные интервалы 𝑥, 𝑦 ∈ R (𝑥 ⊂ 𝑦), четкое отношение по-
рядка ≤, для которого неравенство 𝑥 ≤ 𝑦 либо верно, либо нет, дополняется нечетким
отношением порядка. Для вложенных интервалов 𝑥 и 𝑦 истинность неравенства 𝑥 ≤ 𝑦
выражается значением от 0 до 1.

Выбор отношения порядка на IR должен адекватно отражать специфику решаемой
прикладной задачи. Для любого из представленных выше отношений порядка могут
быть подобраны ситуации, для которых его использование будет неприемлемым. Так,
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например, отношение частичного порядка, задаваемое с помощью неравенства интер-
валов в AE-смысле, пригодно при поиске пути между двумя вершинами в графе, длина
которого была бы не больше длины любого другого пути в наихудших для этих путей
случаях. Тогда как это отношение порядка не может быть использовано для сравнения
допустимых решений при поиске набора путей, каждый из которых является опти-
мальным в наилучшем для него случае. Меньший в слабом смысле интервал может
почти целиком располагаться на числовой оси правее большего, что слабо коррелиру-
ет с интуитивными ожиданиями и может быть неприемлемо при решении некоторых
прикладных задач. Отношение частичного порядка в центральном смысле обладает
очевидным недостатком, состоящим в том, что одинаковыми оказываются все интерва-
лы с одинаковым центром.

1.3. Задачи ДО с интервальной целевой функцией

В дальнейшем нами рассматриваются интервальные постановки для задач ДО, кото-
рые могут быть сформулированы следующим образом. Пусть 𝐸 = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛}. Значение
𝑤𝑖 = 𝑤(𝑒𝑖) — это вес элемента 𝑒𝑖 ∈ 𝐸, 𝑤(𝑒) > 0 для всех 𝑒 ∈ 𝐸. Определим двоичный
вектор 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), который задает множество 𝐸𝑥 ⊂ 𝐸: 𝑥𝑖 = 1, если 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑥, и
𝑥𝑖 = 0, если 𝑒𝑖 ∈ 𝐸 ∖ 𝐸𝑥. Задано множество допустимых решений 𝒟, которое может
быть рассмотрено как множество двоичных векторов, ассоциированных с подграфами
заданного вида — с множеством путей, соединяющих вершины графа, с множеством
остовных деревьев, с множеством гамильтоновых циклов, с паросочетаниями, разреза-
ми и т. д.

Постановка задачи ДО (II). Необходимо найти 𝑥* ∈ 𝒟, дающий минимум значения
целевой функции

𝑓(𝑥,𝑤) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒). (5)

Постановка задачи ДО (II) включает в себя постановки многих известных задач ДО
на графах и гиперграфах. А именно, множество 𝐸 может представлять собой множество
ребер графа 𝐺 = ⟨𝑉,𝐸⟩, тогда как множество 𝒟 включает в себя некоторые подграфы
графа 𝐺. Таким образом могут быть сформулированы следующие задачи:

� задача о кратчайшем пути в графе,
� задача о самом длинном пути в ориентированном графе,
� задача об остовном дереве минимального веса,
� задача о вершинном и реберном покрытии графа,
� задача коммивояжера (задача о гамильтоновом цикле минимального веса),
� задача о паросочетаниях,
� задача о минимальном разрезе и др.

Точные формулировки задач ДО, для которых в этой работе рассматриваются со-
ответствующие задачи ИДО, могут быть найдены, например, в [1].

Задачи ДО, которые могут быть сформулированы в постановке (II) и к которым
могут применяться рассматриваемые далее подходы, не ограничиваются задачами на
графах или гиперграфах. Например, в постановке (II) может быть сформулирована
задача о булевом рюкзаке.
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Постановка задачи ДО с интервальной целевой функцией. Задача ДО с ин-
тервальной целевой функцией (задача ИДО) получается из задачи ДО (II) заменой
целевой функции 𝑓(𝑥,𝑤) вида (5) на интервальную целевую функцию 𝑓(𝑥,𝑤) вида (4).
Для того чтобы решить задачу ИДО, необходимо найти решение или некоторое мно-
жество решений из 𝒟, которое являлось бы оптимальным в соответствии с выбранной
концепцией оптимальности.

2. Подходы к решению задач ИДО

Наиболее широко применяемыми и развитыми подходами к решению задач ДО с неопре-
деленностью во входных данных и, в частности, задач ИДО являются стохастическая
оптимизация и робастная оптимизация.

При использовании методов стохастической оптимизации предполагается, что на
множестве сценариев 𝑤 задано вероятностное распределение, исходя из которого, как
правило, ищется решение, дающее наилучшее значение целевой функции в среднем. Ес-
тественным препятствием для применения методов стохастической оптимизации может
быть отсутствие достоверной информации о распределении на 𝑤, т. е. отсутствие доста-
точного количества статистических данных, обосновывающих выбор распределения.

По разным причинам, в частности экономического характера, не всегда возможно
определить вид распределения и его параметры. Получение достаточной по мощности
выборки, исходя из которой определяются тип распределения и его параметры, может
оказаться слишком дорогостоящим или даже принципиально неосуществимым. Кро-
ме того, предположение о независимости испытаний при получении выборки не все-
гда оправданно, тогда как имеющая место корреляция значений различных входных
параметров может быть трудноопределимой. В ситуациях, когда нет статистической
устойчивости при проведении эксперимента, теоретико-вероятностные конструкции на-
прямую применять к решению прикладной задачи нельзя и математическая статистика,
основанная на теории вероятностей, не может служить подходящим инструментом для
обработки данных.

Однако наиболее существенным недостатком стохастической оптимизации является
то, что, как правило, ее методы нацелены на оптимизацию средних значений целевой
функции, тогда как лицо, принимающее решения, зачастую заинтересовано в оцени-
вании рисков, которые реализуются в наихудшем случае при допустимых значениях
неопределенных параметров. Это принципиально, если решение принимается только
один раз.

Другим широко распространенным подходом к решению задач ИДО является ро-
бастная оптимизация (см., к примеру, [15, 16]). Под робастным решением понимается
либо такое решение из 𝒟, которое для задачи ДО на минимум минимизирует макси-
мальное значение целевой функции для всех возможных сценариев, либо такое, которое
минимизирует для всех возможных сценариев отклонение значения целевой функции
задачи ДО от ее оптимального значения на 𝒟 при тех же сценариях. Формальная поста-
новка задач робастной оптимизации дается ниже. В содержательном смысле робастное
решение задачи ИДО — это наиболее устойчивое к изменению неточно заданных коэф-
фициентов целевой функции допустимое решение. При робастной оптимизации может
быть использована информация о вероятностном распределении на интервалах коэф-
фициентов [16, 17]. Далее нами будет произведен краткий обзор методов робастной оп-
тимизации как подхода, альтернативного интервальным методам решения задач ИДО,
рассмотрение которых является главной целью этой работы.
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Значительное внимание было уделено задачам линейного программирования (да-
лее — задачи ЛП) с интервальной целевой функцией и интервальными ограничениями,
задающими множество допустимых решений задачи [18–24]. Вопросы, связанные с ре-
шением задач целочисленного линейного программирования (далее — задачи ЦЛП) с
интервальной целевой функцией, рассматривались в [25]. В [26–30] и других работах
тех же авторов предложен подход к решению задач ЦЛП с интервально заданными
коэффициентами целевой функции и ограничениями. В этих работах рассматриваются
задачи ДО с параметрами, которые принадлежат выпуклым многогранникам, како-
выми являются, в частности, и элементы IR𝑛. Параметры при этом делятся на две
категории: контролируемые параметры, т. е. те, значения которых могут быть выбраны
из множеств их возможных значений, и неконтролируемые, т. е. принимающие произ-
вольные значения из множеств возможных значений. Подход, представленный в этих
работах, близок к робастной оптимизации. В частности, задачи с критерием робастной
оптимизации рассматриваются в [25, 26]. Вообще говоря, задача, которая ставится в
этих работах, может быть сформулирована следующим образом: необходимо найти та-
кие значения неточно заданных параметров задачи ЦЛП, при которых будет достигнут
максимум значения целевой функции. В качестве решения представляются целочис-
ленный вектор аргумента и значение целевой функции для него.

Предложены и другие подходы к постановке и решению задач ДО с интервальными
неопределенностями во входных данных. Так, например, в [31] предложен подход к ре-
шению задачи о покрытии множества как задачи ЦЛП, где правая часть ограничений
представляет собой случайный двоичный вектор, т. е. заданы вероятности, с которыми
должны быть покрыты элементы покрываемого множества. В [32] для той же задачи
неопределенными считаются элементы матрицы ограничений, т. е. не определена при-
надлежность элементов покрываемого множества заданным подмножествам этого мно-
жества, из которых необходимо построить покрытие. Для решения оптимизационных
задач с неопределенностями во входных данных используется также математический
аппарат нечетких множеств. Например, в [34, 35] задача о покрытии множества с ин-
тервальными неопределенностями во входных данных ставится и решается как задача
о покрытии для нечетких множеств.

Интервальный анализ — это математическая дисциплина, возникшая во второй по-
ловине XX в. и вскоре ставшая важным практически востребованным инструментом
для решения прикладных задач. Одним из направлений развития интервального ана-
лиза в 1980-е гг. становится решение оптимизационных задач с интервальными неопре-
деленностями во входных данных. Отдельное направление в нем составили работы,
посвященные решению задач ИДО на графах и гиперграфах [36–40, и др.].

Интервальные подходы к решению задач ИДО не нацелены на получение одного
или, возможно, нескольких частных альтернативных решений для задач ДО в резуль-
тате рассмотрения граничных, средних или каких-либо других отдельно взятых зна-
чений коэффициентов целевой функции. За исключением ситуаций, когда существует
единственное оптимальное решение для всех возможных значений неточно заданных
коэффициентов, интервальные подходы могут быть охарактеризованы как нацеленные
на получение некоторой совокупности решений — множества оптимальных в соответ-
ствии с выбранной концепцией оптимальности решений задачи ИДО для значений ко-
эффициентов, принадлежащих заданным интервалам. Примерами таких совокупностей
решений могут служить множество решений оптимальных по Парето, полное множе-
ство альтернатив из этого множества, объединенное множество решений.
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Интервальные подходы допускают отсутствие информации о вероятностном рас-
пределении на интервалах коэффициентов целевой функции, хотя эта информация, в
случае ее наличия, и может быть учтена при использовании некоторых из них.

Для всех рассматриваемых нами подходов вычислительная сложность решения за-
дачи ИДО не меньше, чем вычислительная сложность решения задачи ДО, для кото-
рой она поставлена, и может оказываться экспоненциальной как по времени, так и по
памяти даже для полиномиально разрешимых задач ДО. За исключением отдельных
классов полиномиально разрешимых задач ИДО, интервальные подходы также дают
экспоненциальные в общем случае алгоритмы решения задач ИДО.

3. Робастная оптимизация

Численно решая задачи ДО с неопределенностями во входных данных, можно ожидать,
что если возможные отклонения неточно заданных значений от их точных значений
будут невелики, то и получаемые решения будут мало отличаться от решений задач ДО
с точно заданными входными данными. Однако в этом случае возникают следующие
вопросы.

1. При каких наибольших изменениях неточно заданных параметров полученное для
них решение задачи ДО остается оптимальным?

2. Какое из возможных оптимальных решений будет наиболее устойчиво, т. е. будет
оставаться оптимальным при наибольших изменениях значений параметров?

3. Как меняется оптимальное решение при малых изменениях неточно заданных
параметров?

Поиск ответов на эти вопросы составляет суть робастной оптимизации — одного из
наиболее развитых подходов к решению задач ИДО. Дадим краткий обзор результатов,
полученных для этого подхода.

Формальные постановки задач робастной оптимизации для задач ДО на минимум
следующие. Необходимо найти такое �̃� ∈ 𝒟, что

max
𝑤∈𝑤

𝑓(�̃�, 𝑤) = min
𝑥∈𝒟

max
𝑤∈𝑤

𝑓(𝑥,𝑤), (6)

или такое �̃� ∈ 𝒟, что

max
𝑤∈𝑤

(𝑓(�̃�, 𝑤) − 𝑓 *(𝑤)) = min
𝑥∈𝒟

max
𝑤∈𝑤

(𝑓(𝑥,𝑤) − 𝑓 *(𝑤)) , (7)

где 𝑓 *(𝑤) — вес оптимального решения для сценария 𝑤. Решение задачи (6) называется
абсолютным робастным решением, решение задачи (7) — относительным робастным
решением.

Главным недостатком постановки задачи (6) является то, что при поиске абсолют-
ного робастного решения учитываются только “плохие” сценарии, а информация, свя-
занная со всеми остальными сценариями, игнорируется. Между тем такие “плохие” сце-
нарии могут составлять незначительную часть от всех сценариев из 𝑤 и не отражать
адекватно ситуацию в целом для всех сценариев.

В литературе по робастной оптимизации рассматриваются как множества сценариев
𝑤 ∈ IR𝑛 с непрерывными интервалами 𝑤𝑖 в качестве компонент, так и дискретные мно-
жества сценариев. Как правило, задачи робастной оптимизации (6) для полиномиаль-
но разрешимых задач ДО являются NP-трудными даже в случае наличия всего лишь
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двух возможных сценариев [41–43]. Это верно для задач о кратчайшем пути в графе,
об остовном дереве минимального веса, о минимальном разрезе в графе и др. Однако
если количество сценариев является постоянным параметром задачи, а не частью вхо-
да, некоторые задачи робастной оптимизации в постановке (6) могут быть решены за
псевдополиномиальное время, т. е. за время, полиномиальное относительно числовых
параметров задачи.

Для случая, когда все веса являются невырожденными интервалами, задача (6) ока-
зывается вычислительно менее сложной, чем та же задача, но с условием, что не более
чем 𝑘 весов (𝑘 < 𝑛) являются невырожденными интервалами. В первом случае слож-
ность нахождения робастного решения задачи (6) почти та же, что и для исходной
задачи ДО [16]: если задача ДО разрешима за время 𝑂(𝑡(𝑛)) для некоторой заданной
функции 𝑡(𝑛), то задача робастной оптимизации (6) разрешима для нее с вычисли-
тельной сложностью 𝑂(𝑛 + 𝑡(𝑛)). В случае же интервальности только части весов в
задаче (6) необходимо решить 𝑛 + 1 детерминированных (т. е. без неопределенностей в
постановке) задач ДО, что дает вычислительную сложность 𝑂(𝑛 · 𝑡(𝑛)) [16].

Под 𝛼-приближенным решением задачи ДО на минимум понимается приближен-
ное решение задачи, значение целевой функции для которого не более чем в 𝛼 раз
больше значения целевой функции для оптимального решения задачи. В [44] показано,
что наличие алгоритма, дающего 𝛼-приближенное решение задачи ДО (II), обеспечи-
вает существование приближенного алгоритма решения задачи (6) с той же точностью
приближения.

Задачи робастной оптимизации вида (7) также могут быть NP-трудными и даже
сильно NP-трудными в случае, если исходные задачи ДО полиномиально разрешимы.
Это имеет место при двух возможных сценариях для задач о кратчайшем пути в графе,
об остовном дереве минимального веса, для задачи о минимальном разрезе, для задачи
о назначениях [41–43].

В отличие от поиска решения задачи (6) нахождение относительного робастного
решения подразумевает рассмотрение не только “плохих” сценариев. Но, в свою оче-
редь, критерий задачи (7) не удовлетворяет так называемому условию независимости
несвязанных альтернатив [45]: добавление неоптимального относительно критерия (7)
решения в 𝒟 может привести к тому, что оптимальное решение задачи станет неопти-
мальным, и наоборот. При этом поскольку (7) содержит значение оптимума 𝑓 *(𝑤)
для сценариев 𝑤 ∈ 𝑤, робастная оптимизация в соответствии с (7) NP-трудна для
NP-трудных задач ДО.

4. Интервальные подходы к решению задач ИДО

4.1. Решение задачи ИДО сведением ее к многокритериальной задаче ДО

Задачи ИДО могут быть рассмотрены как задачи многокритериальной оптимизации,
поскольку интервальные веса неявно задают некоторое множество целевых функций
задачи ДО для отдельных сценариев из 𝑤. Для некоторых постановок задач ИДО по-
казано, что решение для них может быть получено решением задач двухкритериальной
оптимизации, коэффициенты целевых функций которых принимают максимальные и
минимальные значения из заданных интервалов. Другие подходы к решению задач
ИДО, использующие сведение к задачам многокритериальной оптимизации, нацелены
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на нахождение таких решений задач ДО, которые были бы оптимальными для боль-
шинства сценариев.

В [36, 37, 46–48] исследуются задачи ИДО, получаемые из задач ДО вида (II) заме-
ной целевой функции (5) на целевую функцию

𝑓(𝑥,𝑤) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒) = [𝑓(𝑥,𝑤), 𝑓(𝑥,𝑤)], (8)

где 𝐸𝑥 — множество ребер графа,

𝑓(𝑥,𝑤) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒), 𝑓(𝑥,𝑤) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒).

Рассматриваются задачи ИДО о совершенном паросочетании, об остовном дереве ми-
нимального веса, ИДО для задачи коммивояжера, для задачи о покрытии графа его
подграфами типа “звезда” одинаковой степени. Производится сведение задачи ИДО
с целевой функцией (8) к задаче двухкритериальной оптимизации, решение которой
ищется в виде множества 𝒫⪯ решений оптимальных по Парето.

Множество Парето 𝒫⪯ может обладать большой мощностью для задачи ИДО, что
приводит к большой вычислительной сложности нахождения всех его элементов. Вмес-
то 𝒫⪯ может быть представлено полное множество альтернатив — такое множество
решений, оптимальных по Парето, которое содержит по одному представителю от всех
классов эквивалентности в соответствии с заданным отношением порядка [37].

В [46] доказано, что нахождение множества Парето для задачи ИДО с интерваль-
ной целевой функцией (8), заданной на ребрах графа, сводится к нахождению этого
множества для двухкритериальной задачи ДО с векторной целевой функцией вида

(𝑓1, 𝑓2) = (𝑓(𝑥,𝑤), 𝑓(𝑥,𝑤)). (9)

К критериям (9) может быть добавлен также критерий

max
𝑒∈𝐸𝑥

𝑑(𝑤(𝑒)) → min,

где 𝑑(𝑤(𝑒)) = 𝑤(𝑒)−𝑤(𝑒) — ширина интервала. Согласно этому критерию минимизиру-
ется максимальный разброс возможных значений весов ребер графа, соответствующих
решению 𝑥 задачи ИДО. Показано, что если максимальная мощность множества 𝒟 не
ограничена сверху полиномом от размерности задачи, то для произвольных интервалов
весов 𝑤(𝑒) нахождение множества 𝒫⪯ для задачи ИДО на графе с 𝑛 вершинами имеет
экспоненциальную от размера входа вычислительную сложность.

Полиномиально разрешимые классы для таких задач ИДО могут быть получены
модификацией интервальной целевой функции или введением дополнительных ограни-
чений в набор ограничений, определяющий 𝒟. Например, замена одного из критериев
минимизации (максимизации) на максиминный (минимаксный) критерий обеспечивает
для некоторых таких задач ограниченность мощности полного множества альтерна-
тив полиномом от размерности задачи. Так, для задачи ИДО на минимум с целевой
функцией (8) строится двухкритериальная задача ДO с критериями

𝑓1(𝑥) = 𝑓(𝑥,𝑤) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒) → min,

𝑓2(𝑥) = max
𝑥∈𝒟

𝑓(𝑥,𝑤) = max
𝑥∈𝒟

∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒) → min .
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Как было указано выше, широко исследовались задачи ЛП с интервальной целевой
функцией. Поскольку к постановке задачи ЦЛП с интервальной целевой функцией
добавляется только требование целочисленности, возникает вопрос об адаптации для
таких задач ИДО подходов, разработанных для задач ЛП с интервальной целевой функ-
цией. Одним из таких подходов является использование линейной сверточной функции.

Линейной сверточной функцией (целевой функцией Гурвица) называется функция
вида

𝑓𝜆(𝑥,𝑤) = 𝜆𝑓(𝑥,𝑤) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥,𝑤),

где 𝜆 ∈ [0, 1]. Поскольку 𝑓(𝑥,𝑤) линейна по 𝑤, имеем 𝑓𝜆(𝑥,𝑤) = 𝑓(𝑥,𝑤𝜆), где
𝑤𝜆 = (𝑤𝜆

1 , . . . , 𝑤
𝜆
𝑛), 𝑤𝜆

𝑖 = 𝜆𝑤𝑖 + (1 − 𝜆)𝑤𝑖.
В [49] рассматривается задача ИДО об остовных деревьях минимального веса с то-

пологическим критерием, под которым может пониматься минимизация радиуса 𝑟(𝑥),
максимизация диаметра 𝑑(𝑥) дерева, степени 𝐷(𝑥) дерева (максимальной степени вер-
шины в дереве), количества 𝑊 (𝑥) концевых вершин дерева и др. В [49] задача ИДО, в
которой помимо интервального критерия присутствует топологический критерий, сво-
дится к однокритериальной задаче ИДО. Задача ИДО с интервальным критерием

𝑓 1(𝑥) =
∑︁
𝑒∈𝐸𝑥

𝑤(𝑒) → min

и неинтервальным критерием

𝑓2(𝑥) ∈ {𝑟(𝑥) → max, 𝑑(𝑥) → max, 𝐷(𝑥) → min, |𝑊 (𝑥)| → min}

решается как задача ИДО с критерием 𝑓 1(𝑥), тогда как второй критерий заменяется
ограничением вида 𝑓2(𝑥) = 𝑘, где 𝑘 — фиксированное значение топологического пара-
метра. Найденное таким образом решение объявляется оптимальным решением задачи
ИДО, если оно — оптимальное по большинству сценариев для различных значений 𝜆,
веса ребер для которых задаются как 𝑤(𝑒) = 𝜆𝑤(𝑒)+(1−𝜆)𝑤(𝑒). Таким образом, ввиду
линейности целевой функции задача ИДО решается как задача оптимизации линейной
сверточной функции. Показано, что задача ИДО об остовных деревьях минимального
веса с топологическими критериями указанного вида является NP-трудной.

В [50] показано, что нахождение множества Парето 𝒫⪯ для задач ЛП с интерваль-
ной целевой функцией (4) может быть произведено с помощью линейной сверточной
функции, тогда как для решения задач ИДО такой подход, вообще говоря, не применим.

Говорят, что задача нахождения множества Парето 𝒫⪯ для задачи ИДО решается
линейным сверточным алгоритмом, если для любого 𝑥 ∈ 𝒫⪯ существует 𝜆 ∈ [0, 1] такое,
что 𝑥 является оптимумом соответствующей сверточной функции:

(∀𝑥 ∈ 𝒫⪯)(∃𝜆 ∈ [0, 1])

(︂
𝑓𝜆(𝑥,𝑤) = min

𝑦∈𝒟
𝑓𝜆(𝑦,𝑤)

)︂
. (10)

То есть любое оптимальное по Парето решение может быть получено как решение од-
нокритериальной задачи ДО с целевой функцией-сверткой. Если условие (10) не вы-
полнено, то говорят, что задача ИДО не решается линейным сверточным алгоритмом.
В этом случае

(∃𝑥 ∈ 𝒫⪯)(∀𝜆 ∈ [0, 1])

(︂
𝑓𝜆(𝑥,𝑤) > min

𝑦∈𝒟
𝑓𝜆(𝑦,𝑤)

)︂
,

т. е. не все решения из 𝒫⪯ могут быть получены в результате такого сведения.
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В [50] доказывается, что решение задачи ДО

𝑓𝜆(𝑥,𝑤) → min

для 𝜆 ∈ (0, 1) принадлежит множеству Парето 𝒫⪯ этой задачи. Вместе с тем показано,
что решение задач ИДО на графах, в частности задач ИДО об остовном дереве, о совер-
шенном паросочетании и задачи коммивояжера, не может быть сведено к решению од-
номерных оптимизационных задач для различных значений 𝜆. Доказательство произво-
дится представлением частных случаев, не удовлетворяющих условию (10). Тем самым
показано, что условие дискретности множества 𝒟 не позволяет свести эти задачи ИДО
к однокритериальным задачам ДО с критерием, являющимся сверткой критериев (9).

В [36] рассматривается возможность применения линейного сверточного алгоритма
для решения задачи ИДО нахождения остовного дерева минимального веса. Показано,
что с его помощью задача минимизации нижней границы интервальной целевой функ-
ции одновременно с минимизацией ширины интервала ее значений может быть решена
за время 𝑂(𝑛4).

В [38] исследуется задача построения транспортной сети в условиях неточно задан-
ных входных данных. Предложены подходы к постановке и решению такой задачи с
представлением неопределенности с помощью нечетких множеств и интервалов. Зада-
ча ИДО ставится следующим образом. Дан граф 𝐺 = ⟨𝑉,𝐸⟩, где 𝑉 представляет мно-
жество пунктов источников и стоков, которые через промежуточные пункты связывает
транспортная сеть, 𝐸 — множество ребер, соответствующих коммуникациям этой сети.
Необходимо минимизировать стоимость построения транспортной сети, представляемой
остовным деревом графа, и стоимость эксплуатации сети, определяемую распределени-
ем в ней потока. Целевая функция задачи следующая:

𝑓(𝑇 ) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑇

(𝑤(𝑖, 𝑗) + 𝑣(𝑖, 𝑗)𝑦(𝑖, 𝑗, 𝑇 )) , 𝑇 ∈ Ω, (11)

где Ω — множество остовных деревьев графа𝐺;𝑤(𝑖, 𝑗) — интервал возможных значений
стоимости создания коммуникации между пунктами 𝑖 и 𝑗, т. е. интервальный вес ребра
из 𝐸; 𝑣(𝑖, 𝑗) — интервал возможных значений стоимости транспортировки единицы
продукта по коммуникации, соответствующей ребру (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸; 𝑦(𝑖, 𝑗, 𝑇 ) — интервал
возможных значений величины транспортного потока по этой коммуникации. Целевая
функция (11) нелинейна.

Задача разбивается на две задачи: задачу построения транспортной сети с целевой
функцией

𝑓 1(𝑇 ) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑇

𝑤(𝑖, 𝑗)

и задачу распределения потока по ней с целевой функцией

𝑓 2(𝑇 ) =
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝑇

𝑣(𝑖, 𝑗)𝑦(𝑖, 𝑗, 𝑇 ).

В качестве решения полученной двухкритериальной задачи ДО представляется мно-
жество 𝒫⪯ приближенных решений задачи, т. е. остовных деревьев из Ω, значения целе-
вых функций для которых близки к значениям целевых функций для остовных деревьев
из 𝒫⪯. Декомпозиция исходной оптимизационной задачи на две задачи позволяет при
нахождении приближенных решений получать задачи полиномиальной вычислитель-
ной сложности и в результате находить множество 𝒫⪯ за полиномиальное время.
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4.2. Слабые и сильные решения задачи ИДО

Понятия слабой и сильной оптимальности решений для интервальных задач ЛП введе-
но И.И. Ереминым в [22]. Здесь рассматривается интервальная задача ЛП, в которой
множество 𝐼 интервально заданных параметров разбивается на два подмножества: сла-
бое — множество 𝐼1, содержащее контролируемые параметры, т. е. те, значения которых
можно задавать в пределах заданных интервалов, и сильное — множество 𝐼2, содержа-
щее неконтролируемые параметры, т. е. те, которые могут принимать произвольные
значения в пределах заданных интервалов.

Пусть 𝑛-кванторный вектор 𝜔 ∈ {∃,∀}𝑛, определяемый разбиением 𝐼 на подмноже-
ства 𝐼1 и 𝐼2, задает типы неопределенности для интервалов 𝑤𝑖 коэффициентов целевой
функции. Введем вспомогательные интервальные векторы 𝑤∃ = (𝑤∃

𝑖 ), 𝑤∀ = (𝑤∀
𝑖 ), име-

ющие те же размеры, что и вектор 𝑤, и образованные элементами

𝑤∃
𝑖 =

{︂
𝑤𝑖, если 𝜔𝑖 = ∃,
0, если 𝜔𝑖 = ∀, 𝑤∀

𝑖 =

{︂
𝑤𝑖, если 𝜔𝑖 = ∀,
0, если 𝜔𝑖 = ∃.

Для случая интервальной целевой функции и детерминированно заданного множества
допустимых решений 𝒟 интервальная задача ЛП на максимум формулируется следу-
ющим образом. Найти 𝑥* ∈ 𝒟 такой, что

(∃𝑤′ ∈ 𝑤∃)(∀𝑤′′ ∈ 𝑤∀)(𝑤 = 𝑤′ + 𝑤′′)

(︂
𝑓(𝑥*, 𝑤) = max

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
. (12)

Смысл максимизации в этой модели может быть определен по-разному. В [22] ставится
задача нахождения такого �̃� ∈ 𝒟, что

(∃𝑤′ ∈ 𝑤∃)(∀𝑤′′ ∈ 𝑤∀)(𝑤 = 𝑤′ + 𝑤′′)

(︂
𝑓(�̃�, 𝑤) = min

𝑤′∈𝑤∃
max

𝑤′′∈𝑤∀
max
𝑥∈𝒟

𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
, (13)

т. е. значение max
𝑥∈𝒟

𝑓(𝑥,𝑤) из (12) минимизируется по значениям параметров из 𝐼1 и

максимизируется по значениям параметров из 𝐼2. В [22] решение (13) называется слабым
по 𝐼1 и сильным по 𝐼2.

Понятия слабого и сильного оптимальных решений для интервальных задач ЛП
использовались также в [24] для решений систем интервальных линейных неравенств.
Сильное решение определяется в [24] как сильное решение системы интервальных ли-
нейных неравенств, т. е. решение, допустимое для всех возможных значений интерваль-
но заданных коэффициентов линейных ограничений задачи, слабое решение — как ре-
шение, которое удовлетворяет ограничениям задачи для некоторых значений из задан-
ных интервалов.

Для рассматриваемой нами задачи ИДО на минимум решение �̌� ∈ 𝒟 задачи ИДО
далее называется слабым оптимальным решением (или слабым решением), если оно
является оптимальным для некоторых сценариев из 𝑤:

(∃𝑤 ∈ 𝑤)

(︂
𝑓(�̌�, 𝑤) = min

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
. (14)

Решение 𝑥* ∈ 𝒟 задачи ИДО называется нами сильным оптимальным решением (или
сильным решением), если оно является оптимальным для всех сценариев из 𝑤:

(∀𝑤 ∈ 𝑤)

(︂
𝑓(𝑥*, 𝑤) = min

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
. (15)
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При разбиении множества интервальных коэффициентов 𝐼 интервальной целевой функ-
ции (4) на множества 𝐼1 и 𝐼2 контролируемых и неконтролируемых параметров и тех
же обозначениях, которые использовались нами для формулировок выше, может быть
сформулировано определение слабого по 𝐼1 и сильного по 𝐼2 решения задачи ИДО:
𝑥* ∈ 𝒟 — слабое по 𝐼1 и сильное по 𝐼2 решение задачи ИДО, если

(∃𝑤′ ∈ 𝑤∃)(∀𝑤′′ ∈ 𝑤∀)(𝑤 = 𝑤′ + 𝑤′′)

(︂
𝑓(𝑥*, 𝑤) = min

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
. (16)

Используемые нами далее определения слабых и сильных решений — это определения
слабых по 𝐼1 и сильных по 𝐼2 решений для лексикографически крайних 𝑛-кванторных
векторов. В первом случае все параметры являются контролируемыми: 𝐼1 = 𝐼, 𝐼2 = ∅
и 𝑤 = 𝑤∃. Во втором случае все параметры являются неконтролируемыми: 𝐼1 = ∅,
𝐼2 = 𝐼 и 𝑤 = 𝑤∀.

Рассмотрим, как использовались концепции слабого и сильного оптимальных реше-
ний для задач ИДО.

В [39] слабые и сильные оптимальные решения задачи ИДО об остовном дереве
минимального веса именуются соответственно как “слабое дерево” и “перманентное де-
рево”, в [40] слабые и сильные решения задачи ИДО о пути наибольшей длины в ори-
ентированном графе — как “слабый путь” и “перманентный путь”.

В [50] показано, что если сильное решение 𝑥* для задачи ИДО существует и все
интервальные веса 𝑤𝑖 не вырождены, то такое решение единственно и 𝑥* ∈ 𝒫⪯. В то же
время, если множество Парето состоит из одного элемента, то из этого, вообще говоря,
не следует, что этот элемент – сильное решение.

В работах [39, 40] для задач ИДО нахождения в ориентированном графе пути наи-
большей длины и задачи об остовном дереве минимального веса вводится понятие объ-
единенного множества решений 𝛯 (united solution set) как множества, содержащего
слабые решения для всех возможных сценариев из 𝑤:

𝛯 =

{︂
𝑥 ∈ 𝒟

⃒⃒⃒⃒
(∃𝑤 ∈ 𝑤)

(︂
𝑓(𝑥,𝑤) = min

𝑦∈𝒟
𝑓(𝑦, 𝑤)

)︂}︂
.

Минимальное объединенное множество решений 𝛯min задачи ИДО — это объединенное
множество решений минимальной мощности. Для произвольной задачи ДО задача ИДО
может быть поставлена как задача нахождения множества 𝛯 или множества 𝛯min.

Имеем
𝒫⪯ ⊆ 𝛯 ⊆ 𝒫≺.

В самом деле, пусть 𝑥 ∈ 𝒫⪯. Так как не существует других решений 𝑦 ∈ 𝒟, для которых
𝑓(𝑦,𝑤) < 𝑓(𝑥,𝑤), существуют сценарии из 𝑤, для которых на 𝑥 достигается минимум
целевой функции, и значит, 𝑥 ∈ 𝛯. Таким образом, 𝒫⪯ ⊆ 𝛯.

Доказательство того, что 𝛯 ⊆ 𝒫≺, может быть проведено методом “от противного”.
Пусть 𝑥 ∈ 𝛯 и 𝑥 ̸∈ 𝒫≺. Тогда существует 𝑦 ∈ 𝒟 такое, что 𝑦 ≺ 𝑥, т. е. 𝑓(𝑦,𝑤) ≤ 𝑓(𝑥,𝑤).
Но так как 𝑥 ∈ 𝛯, то существует такое 𝑤 ∈ 𝑤, что 𝑥 — оптимальное решение для этого
сценария. Из этого следует противоречивая цепочка неравенств

𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦, 𝑤) ≤ 𝑓(𝑦,𝑤) < 𝑓(𝑥,𝑤).

Наихудшим сценарием для какого-либо решения 𝑥 ∈ 𝒟 называется такой сценарий
𝑤𝑥 ∈ 𝑤, при котором для 𝑒 ∈ 𝐸𝑥 имеем 𝑤(𝑒) = 𝑤(𝑒), а для 𝑒 ̸∈ 𝐸𝑥 имеем 𝑤(𝑒) = 𝑤(𝑒).
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В [39] рассматривается задача ИДО нахождения в ориентированном графе пути
наибольшей длины. В виде такой задачи может быть поставлена задача управления
проектами. Сеть проекта — это ориентированный ациклический граф, в котором рабо-
там сопоставляются дуги, а событиям — вершины. Под событием понимается выполне-
ние какой-либо работы. Сеть проекта задает ограничения на порядок выполнения ра-
бот, составляющих проект, а вес дуги соответствует выгоде, полученной от выполнения
работы, которой сопоставляется дуга. Работа, которой сопоставляется дуга (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐸
графа 𝐺, может быть начата, если выполнены все работы, соответствующие дугам из
множества {(𝑘, 𝑖)|(𝑘, 𝑖) ∈ 𝐸}.

Доказано, что слабое решение такой задачи является сильным решением, когда оно
оптимально при наихудшем для него сценарии. Аналогичные теоремы — критерии силь-
ной оптимальности слабого решения задачи ИДО — могут быть сформулированы и для
других задач ИДО. В [40] такая теорема сформулирована для задачи об остовном дере-
ве минимального веса, в [51] — для задачи о покрытии. Эта теорема верна и для других
задач ИДО, получаемых для задач ДО вида (II).

В самом деле, пусть 𝑥 — решение, оптимальное при наихудшем для него сценарии
𝑤𝑥. Тогда для целевой функции вида (4) имеем

𝑓(𝑥,𝑤𝑥) =
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∖𝐸𝑦

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒) ≤
∑︁

𝑒∈𝐸𝑦∖𝐸𝑥

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒) = 𝑓(𝑦, 𝑤𝑥).

Для произвольных весов 𝑤(𝑒) ∈ 𝑤(𝑒) элементов 𝑒 ∈ 𝐸𝑥 ∩ 𝐸𝑥 будем иметь∑︁
𝑒∈𝐸𝑥∖𝐸𝑦

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒) ≤
∑︁

𝑒∈𝐸𝑦∖𝐸𝑥

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒).

Поскольку ∑︁
𝑒∈𝐸𝑥∖𝐸𝑦

𝑤(𝑒) ≤
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∖𝐸𝑦

𝑤(𝑒)

и ∑︁
𝑒∈𝐸𝑦∖𝐸𝑥

𝑤(𝑒) ≤
∑︁

𝑒∈𝐸𝑦∖𝐸𝑥

𝑤(𝑒),

то ∑︁
𝑒∈𝐸𝑥∖𝐸𝑦

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒) ≤
∑︁

𝑒∈𝐸𝑦∖𝐸𝑥

𝑤(𝑒) +
∑︁

𝑒∈𝐸𝑥∩𝐸𝑦

𝑤(𝑒).

То есть 𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝑓(𝑦, 𝑤) при всех 𝑤 ∈ 𝑤, и значит, 𝑥 — сильное решение.
Однако сильного решения для задачи ИДО, как правило, не существует. Провер-

ка какого-либо слабого решения на сильную оптимальность при произвольном 𝑤 ∈ 𝑤
требует решения индивидуальной задачи ДО. Критерии подобного рода могут вычис-
лительно эффективно применяться при решении задач ИДО, получаемых из полино-
миально разрешимых задач ДО вида (II).

В [39, 40] вводятся понятия слабых и сильных ребер в графе. Под слабыми ребра-
ми понимаются ребра, принадлежащие каким-либо слабым решениям, под сильными —
каким-либо сильным решениям. Эти понятия также могут быть обобщены и отнесены
к элементам 𝑒 ∈ 𝐸 из постановки (II) для произвольной задачи ДО на графе или гипер-
графе, для которой ставится задача ИДО. В [39] для задачи о поиске пути наибольшей
длины в графе доказывается, что ребро является сильным только в том случае, если
для всех сценариев, при которых это ребро имеет максимальный вес, а все остальные
ребра — минимальный, это ребро входит в самый длинный путь. Доказывается, в част-
ности, что ребро является сильным, если оно входит во все слабые решения, принадле-
жащие 𝛯min для задачи ИДО. В случае существования сильного решения обнаружение
таких ребер при его поиске позволяет снижать размерность задачи.
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В работе также показывается, что как абсолютное, так и относительное робастные
решения являются слабыми решениями ИДО. Доказывается, что сценарий, на кото-
ром достигается максимум функции (4), — наихудший для относительного робастного
решения. В [39] доказывается, что для задачи о пути наибольшей длины в графе суще-
ствует робастное решение, содержащее все сильные ребра в графе. В [40] показано, что
аналогичное утверждение верно и для задачи об остовном дереве минимального веса.
Показано, что для задачи ИДО об остовном дереве минимального веса абсолютное ро-
бастное решение может быть найдено за полиномиальное время нахождением решения
для сценария 𝑤 = (𝑤1, . . . ,𝑤𝑛).

В [52] рассматривается задача о кратчайшем пути между двумя выделенными вер-
шинами в графе с интервальными весами ребер. Пусть 𝑤𝑥, 𝑤𝑦 — множества сценариев
из 𝑤, при которых оптимальными являются, соответственно, решения 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒟. Дока-
зывается, что если в задаче ИДО интервальные веса всех 𝑒 ∈ 𝐸 невырождены, то мно-
жества 𝑤𝑥 и 𝑤𝑦 могут пересекаться только по границе. На множестве всех сценариев
𝑤 задается вероятностная мера 𝜇, в соответствии с которой определяется вероятность
P(𝑥) слабого решения 𝑥:

P(𝑥) =
𝜇(𝑤𝑥)

𝜇(𝑤)
.

Таким образом, для сравнения решений из 𝒟 используются не только интервалы воз-
можных значений целевой функции, но и вероятности их получения, что позволяет
оценивать средние потери, выражаемые значением целевой функции. В качестве реше-
ния задачи ИДО предлагается выбирать слабое решение с наибольшей вероятностью.

Для оценивания значений 𝜇(𝑤𝑥) в [52] используется метод имитационного моделиро-
вания, под которым понимается генерирование случайных весов в заданных интервалах
и решение индивидуальных задач ДО для этих весов. Исходя из полученных частот сла-
бых решений задачи ИДО оцениваются их вероятности. Эти вероятности определяются
вероятностным распределением, в соответствии с которым генерируются значения ве-
сов ребер.

Такой выбор предпочтительного слабого решения обладает тем недостатком, что
может обоснованно осуществляться лишь для задач ИДО небольших размерностей.
В противном случае вероятность наиболее вероятного слабого решения может быть
слишком мала для обоснования его выбора, равно как и отличия в вероятностях сла-
бых решений могут оказываться несущественными для того, чтобы отдавать предпочте-
ние какому-либо из них при решении прикладных задач. Причиной этого является то,
что множество всех слабых решений 𝛯 для задач ИДО даже относительно небольших
размерностей при достаточной ширине интервалов коэффициентов целевой функции
(интервалов весов) может обладать большой мощностью.

В [53, 54] и других работах того же автора предлагается следующий подход к ре-
шению задач ИДО. Аналогично рассмотренному выше подходу к решению задач на
графах [36, 37, 46–48] из задачи ИДО с интервальной целевой функцией 𝑓(𝑥) вида (4)
получаются две граничные задачи ДО с тем же множеством допустимых решений 𝒟:
задача ДО с целевой функцией 𝑓(𝑥,𝑤) и задача ДО с целевой функцией 𝑓(𝑥,𝑤). Ищет-
ся решение из 𝒟, которое одновременно являлось бы оптимальным для обеих этих задач
ДО. Если такого решения нет, то объявляется, что решение задачи ИДО отсутствует.
В частности, этот подход применяется в [53, 54] к решению задачи о назначениях.

В [53] используется частичный порядок на IR, который задается с помощью нера-
венства интервалов, определяемого следующим образом: 𝑎 ≤ 𝑏, если одновременно вы-
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полнены условия 𝑎 ≤ 𝑏 и 𝑎 ≤ 𝑏. Интервалы 𝑎 и 𝑏 считаются несравнимыми, если один
из них включает другой, т. е. 𝑎 ⊂ 𝑏 или 𝑏 ⊂ 𝑎. Задача минимизации потерь в задаче
о назначениях ставится как задача нахождения решения из 𝒟, дающего минимальное
значение интервальной целевой функции в соответствии с введенным частичным поряд-
ком на IR. В [54] это определение частичного порядка обобщается, что позволяет для
любой задачи ИДО иметь оптимальное решение, под которым понимается решение за-
дачи ДО с весами 𝑤𝑖, равными центрам интервалов 𝑤𝑖: 𝑤𝑖 = (𝑤𝑖+𝑤𝑖)/2. Утверждается,
что в результате этой замены интервальных весов на неинтервальные задача ИДО “пе-
реходит в эквивалентную ей обычную задачу ДО, которую можно решить известными
методами” [53]. Основанием для этого является теорема о том, что достаточным усло-
вием нахождения двух интервалов в заданном отношении (<, ≤ или =) в соответствии
с перенесенным таким образом с R на IR линейным порядком является нахождение в
этом отношении их центров.

Однако такой подход эквивалентен использованию частичного порядка, задаваемого
неравенством интервалов в центральном смысле, в соответствии с которым все интерва-
лы с одинаковым центром равны независимо от их ширины. То есть теряется специфика
задачи ИДО, состоящая в интервальной неопределенности параметров задачи.

В [55] рассматривается задача ИДО, в которой как целевая функция, так и ограниче-
ния задачи являются интервальными. Нахождение решения такой задачи также сводит-
ся к решению двух граничных задач ДО. В случае, если пересечение множеств решений
граничных задач ДО не пусто, то решением объявляется пересечение этих множеств. В
противном случае ищется множество решений, оптимальных по Парето. В [56] анало-
гичный подход применен к решению многокритериальной задачи ИДО о назначениях.

В целом подход, представленный в [53–56], можно охарактеризовать как основанный
на замене решения задачи ИДО решением нескольких задач ДО — граничных задач
или задач, соответствующих средним значениям интервалов возможных весов. В ре-
зультате в качестве оптимального решения предлагается использовать подмножество
множества 𝛯 небольшой мощности. Поскольку рассматривается лишь небольшое ко-
личество сценариев, используя такой подход, как правило, нельзя судить о множестве
значений целевой функции для оптимальных решений при различных сценариях, нель-
зя получать другую информацию о них.

4.3. Объединенное множество приближенных решений задачи ИДО

Слабое приближенное решение задачи ИДО— это 𝛼-приближенное решение для некото-
рых сценариев из 𝑤 для заданного 𝛼, т. е. �̃� ∈ 𝒟 — слабое приближенное решение, если

(∃𝑤 ∈ 𝑤)

(︂
𝑓(�̃�, 𝑤) ≤ 𝛼min

𝑥∈𝒟
𝑓(𝑥,𝑤)

)︂
.

Достаточно общий подход к нахождению приближенных решений задач ДО реали-
зуется жадными алгоритмами. С помощью этих алгоритмов последовательно опреде-
ляются значения компонент приближенных решений исходя из информации, определя-
емой входными данными индивидуальных задач ДО. Решение 𝑥 формируется выбором
элементов 𝑒 ∈ 𝐸 в множество 𝐸𝑥 с учетом их веса 𝑤(𝑒) и других параметров инди-
видуальной задачи ДО, минимизируя на каждой итерации все получаемые решения.
Для этого используется функция выбора, с помощью которой на каждой итерации ра-
боты жадного алгоритма определяется элемент 𝑒, включаемый в 𝐸𝑥. Работа жадного
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алгоритма заканчивается, когда таким образом получено допустимое решение 𝑥 ∈ 𝒟
задачи ДО.

Показано [57], что с помощью жадных алгоритмов может быть получено оптималь-
ное решение задач ДО вида (II), множество допустимых решений которых представляет
собой матроид. Для некоторых задач ДО, в частности для задачи о покрытии множест-
ва, при небольшой вычислительной сложности жадные алгоритмы являются асимпто-
тически лучшими полиномиальными приближенными алгоритмами (см., к примеру,
работы [58, 59]).

В [51, 60] представлен подход к нахождению слабых приближенных решений для за-
дачи о покрытии с интервальной целевой функцией с помощью интервального жадного
алгоритма. Этот алгоритм представляет собой обобщение жадного алгоритма решения
задачи о покрытии множества для случая весов из R+ на случай весов из IR+. Пред-
ложенный в [51, 60] подход при модификации функции выбора интервального жадного
алгоритма может быть применен и для других задач ИДО, получаемых для задач ДО
вида (II).

В задаче о покрытии заданы множество вершин 𝑉 = {1, . . . ,𝑚} гиперграфа 𝐺 и
некоторое множество его подмножеств (гиперребер) 𝐸 ⊂ 2𝑉 . Покрытием называется
такой набор гиперребер из 𝐸, что для любой вершины из 𝑉 в этом наборе найдется
хотя бы одно гиперребро, содержащее ее (инцидентное ей). Заданы веса 𝑤(𝑒) гиперребер
𝑒 ∈ 𝐸. Вес покрытия равен сумме весов входящих в него гиперребер. Необходимо найти
покрытие минимального веса для вершин графа 𝐺.

В [51] вводится понятие объединенного множества приближенных решений. Мно-
жество, для некоторого 𝛼 содержащее 𝛼-приближенные решения для всех сценариев
𝑤 ∈ 𝑤, называется объединенным множеством приближенных решений задачи ИДО
(united set of approximate solutions) и обозначается как 𝛯𝛼:

𝛯𝛼 =

{︂
𝑥 ∈ 𝒟

⃒⃒
(∃𝑤 ∈ 𝑤)

(︂
𝑓(𝑥,𝑤) ≤ 𝛼min

𝑦∈𝒟
𝑓(𝑦, 𝑤)

)︂}︂
.

Интервальный жадный алгоритм позволяет получить �̃�𝛼, где значение 𝛼 определя-
ется оценкой точности жадного алгоритма для соответствующей задачи ДО. Для задачи
о покрытии множества мощности𝑚 имеем 𝛼 =

∑︀𝑚
𝑘=1(1/𝑘) ≤ ln𝑚+1 [61]. Интервальный

жадный алгоритм дает также интервалы значений весов, при которых могут быть по-
лучены решения из 𝛯𝛼, что позволяет найти интервалы значений целевой функции для
них. Если на интервалах весов задано вероятностное распределение, то алгоритм дает
вероятности решений из �̃�𝛼, понимаемые как вероятности получения сценариев, при
которых жадный алгоритм будет давать эти решения. Это, в свою очередь, позволяет
определить вероятностное распределение на множестве возможных значений целевой
функции.

Количество слабых приближенных решений, содержащихся в �̃�𝛼, определяет вычис-
лительную сложность его нахождения. В [60] показано, что зависимость вычислитель-
ной сложности нахождения 𝛯𝛼 от ширины интервалов весов 𝑤𝑖 является неубывающей
кусочно-постоянной функцией. Если мощность множества �̃�𝛼 не ограничена полиномом
от размерности задачи, то вычислительная сложность интервального жадного алгорит-
ма экспоненциальна.

В [60] ставится задача коррекции численно неразрешимых задач о покрытии с ин-
тервальными весами, которая может быть поставлена для произвольной задачи ИДО.
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Под коррекцией задачи ИДО понимается такая минимальная в соответствии с каким-
либо критерием модификация ее целевой функции, при которой численно неразреши-
мая задача ИДО становится численно разрешимой за время, не превышающее заданно-
го. Модификация целевой функции, понимаемая как уменьшение ширины интервалов
возможных значений ее коэффициентов, может трактоваться как такое уточнение из-
мерений, при котором для задачи ИДО с тем же множеством 𝒟 может быть численно
получено множество 𝛯 или множество �̃�𝛼. Подразумевается, что минимальная кор-
рекция задачи ИДО требует минимальных затрат, необходимых для дополнительных
измерений неточно заданных параметров.

5. Выбор концепции оптимальности при решении задачи ИДО

Выше проведен обзор интервальных подходов к решению задач ИДО и рассмотрены
используемые ими концепции оптимальности — множество решений оптимальных по
Парето, концепции сильных и слабых оптимальных решений, объединенных множеств
оптимальных и приближенных решений и некоторые другие. Выбор той или иной кон-
цепции оптимальности решений во многом определяет сам подход к решению задачи
ИДО, обусловливает вычислительную сложность получаемых с его помощью алгорит-
мов. Оценим предпочтительность вариантов выбора концепции оптимальности при ре-
шении задачи ИДО.

Очевидно, что если существует сильное решение задачи ИДО, то выбрано должно
быть оно. Однако, как правило, сильного решения для индивидуальной задачи ИДО не
существует.

Поскольку множество Парето 𝒫≺ может содержать решения, которые не являются
оптимальными ни для каких возможных сценариев из 𝑤 [50], для решения прикладных
задач эта концепция оптимальности не применима. Таким образом, выбор концепции
оптимальности в случае отсутствия сильного решения необходимо делать
между 𝒫⪯, 𝛯 и �̃�𝛼.

В случае если нахождение 𝒫⪯ для задачи может быть реализовано численно, то в ка-
честве решения может быть выбрано оно. Однако, если численно реализуемо нахожде-
ние объединенного множества решений 𝛯 или объединенного множества приближенных
решений �̃�𝛼 и их характеристик (интервалов возможных значений целевой функции,
вероятностей решений, вероятностного распределения на множестве значений целевой
функции и др.), то, в зависимости от постановки и специфики решаемой прикладной
задачи, в качестве решения должно быть выбрано одно из них. Такой выбор предпо-
чтителен, поскольку 𝛯 и �̃�𝛼 дают большее количество информации, которая может
быть использована при принятии решения в ситуации неопределенности. В том числе
из этих множеств могут быть выделены решения, содержащиеся в множестве 𝒫⪯, или
их приближения.
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Abstract

Optimization problems with uncertainties in their input data have been investigated by many
researchers in different directions. There are a lot of sources of the uncertainties in the input data for
applied problems. Inaccurate measurements and variability of the parameters with time are some
of such sources. The interval of possible values of uncertain parameter is the natural and the only
possible way to represent the uncertainty for a wide share of applied problems. We consider discrete
optimization problems with interval uncertainties in their objective functions. The purpose of the
paper is to provide an overview of the investigations in this field. The overview is given in the overall
context of the researches of optimization problems with uncertainties.

We review the interval approaches for the discrete optimization problem with interval objective
function. The approaches we consider operate with the interval values and are focused on obtaining
possible solutions or certain sets of the solutions that are optimal according to some concepts of
optimality that are used by the approaches. We consider the different concepts of optimality: robust
solutions, the Pareto sets, weak and strong solutions, the united solution sets, the sets of possible
approximate solutions that correspond to possible values of uncertain parameters. All the approaches
we consider allow absence of information on probabilistic distribution on intervals of possible values
of parameters, though some of them may use the information to evaluate the probabilities of possible
solutions, the distribution on the interval of possible objective function values for the solutions, etc.
We assess the possibilities and limitations of the considered approaches.
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