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Описан многомерный узловой метод характеристик, предназначенный для чис-
ленного расчета упругопластической деформации твердого тела в рамках модели
Прандтля –Рейса с уравнением состояния небаротропного типа. В качестве крите-
рия перехода из упругого в пластическое состояние применялось условие текучести
Мизеса. Рассмотренный численный метод базируется на координатном расщепле-
нии исходной системы уравнений на ряд одномерных подсистем с последующим их
интегрированием с помощью одномерного узлового метода характеристик. Метод
использован для расчета ряда одно- и двумерных модельных задач.
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Введение

Метод характеристик (МХ) широко используется в вычислительной практике при чис-
ленном решении задач, описываемых гиперболическими системами уравнений. Суть
МХ состоит в переходе от дифференциальных уравнений в частных производных к
обыкновенным дифференциальным уравнениям, которые записываются вдоль харак-
теристических направлений [1]. В литературе известны различные варианты метода ха-
рактеристик, используемые в случае, когда число независимых переменных равно двум.
Это классический МХ, основанный на процедуре Массо [2], сеточно-характеристический
метод (СХМ) [3, 4], узловой метод характеристик (УМХ) [5–7]. В узловом методе харак-
теристик, в отличие от варианта СХМ из [4], ударные скачки и контактные разрывы
в вычислениях специально не выделяются. Если же число независимых переменных
в системе уравнений больше двух, то применение МХ существенно осложняется. Об-
щий алгоритм метода характеристик для этого случая описан в монографии [8], а его
практическое использование приведено, например, в работе [9]. Заметим, что этот под-
ход ввиду сложности реализации не получил широкого распространения. Другие схемы
многомерного МХ приведены в [3].

В настоящей работе используется иной вариант многомерного метода характери-
стик, основанный на расщеплении исходной системы уравнений по пространственным
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переменным на ряд одномерных подсистем с последующим их интегрированием с помо-
щью УМХ. Использованный способ расщепления по направлениям аналогичен подходу,
описанному в [10]. Отметим также, что ранее многомерный узловой метод характери-
стик (МУМХ) применялся автором в расчетах течений гетерогенных смесей [11–13].

1. Модель твердого тела

Уравнения, описывающие упругопластическую деформацию твердого тела, имеют вид

𝜌,𝑡 + (𝜌𝑢𝑖),𝑥𝑖
= 0,

(𝜌𝑢𝑖),𝑡 + (𝜌𝑢𝑖𝑢𝑗 − 𝜎𝑖𝑗),𝑥𝑗
= 0, (𝜌𝑒),𝑡 + (𝜌𝑢𝑗𝑒− 𝑢𝑖𝜎𝑖𝑗),𝑥𝑗

= 0,

𝑠𝑖𝑗,𝑡 + 𝑢𝑘𝑠𝑖𝑗,𝑥𝑘
− 𝑠𝑖𝑘𝜔𝑗𝑘 − 𝑠𝑗𝑘𝜔𝑖𝑘 + 𝜆𝑠𝑖𝑗 = 2𝜇

(︂
𝑒𝑖𝑗 −

1

3
𝑒𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗

)︂
,

𝜔𝑖𝑗 =
1

2

(︀
𝑢𝑖,𝑥𝑗

− 𝑢𝑗,𝑥𝑖

)︀
, 𝑒𝑖𝑗 =

1

2

(︀
𝑢𝑖,𝑥𝑗

+ 𝑢𝑗,𝑥𝑖

)︀
.

(1)

Здесь 𝑢𝑖 — компоненты вектора скорости; 𝜌 — плотность; 𝜀, 𝜀𝑒 и 𝑒 = 𝜀 + 𝜀𝑒 +
1

2
𝑢𝑖𝑢𝑖 —

удельные внутренняя, упругая и полная энергии среды; 𝜎𝑖𝑗 — тензор напряжений,
𝜎𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗 − 𝑝𝛿𝑖𝑗; 𝑝 — гидродинамическое давление; 𝑠𝑖𝑗 — девиатор тензора напряже-
ний; 𝛿𝑖𝑗 — дельта Кронекера; 𝑒𝑖𝑗 — тензор скоростей деформации; 𝜇 — модуль сдвига.
Индекс после запятой означает дифференцирование по соответствующей переменной.

В [14] приведено выражение для упругой составляющей энергии твердого тела

𝜌𝜀𝑒 =
1

4𝜇
𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗. Отметим также, что в работах [15–19] вклад 𝜀𝑒 в полную энергию среды

не учитывался, т. е. полагалось 𝜀𝑒 = 0. Параметр 𝜆 характеризует суммарную работу

пластических деформаций и вычисляется по формуле 𝜆 =
3𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗

2𝜎2
𝑠

. В качестве крите-

рия перехода из упругого состояния в пластическое использовалось условие текучести

Мизеса, согласно которому, если имеет место неравенство 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑖𝑗 ≥
2

3
𝜎2
𝑠 , где 𝜎𝑠 — предел

текучести при одноосном растяжении-сжатии, то компоненты девиатора тензора напря-
жений корректируются “посадкой” на поверхность текучести — делением на

√
𝜆 [18].

Для упрощения изложения ограничимся двумерным случаем. Перепишем систе-
му (1) в квазилинейной форме, при этом вместо индексных выражений воспользуемся
координатными обозначениями:

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+ 𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= 0,

𝐷𝑢

𝐷𝑡
+

1

𝜌

(︂
𝜕(𝑝− 𝑠𝑥𝑥)

𝜕𝑥
− 𝜕𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑦

)︂
= 0,

𝐷𝑣

𝐷𝑡
+

1

𝜌

(︂
𝜕(𝑝− 𝑠𝑦𝑦)

𝜕𝑦
− 𝜕𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑥

)︂
= 0,

𝜌
𝐷𝜀

𝐷𝑡
+ 𝜌

𝐷𝜀𝑒
𝐷𝑡

− (𝑠𝑥𝑥 − 𝑝)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− (𝑠𝑦𝑦 − 𝑝)

𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝑠𝑥𝑦

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
= 0,

𝐷𝑠𝑥𝑥
𝐷𝑡

− 2𝑠𝑥𝑦

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
− 2

3
𝜇

(︂
2
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= −𝜆𝑠𝑥𝑥,

𝐷𝑠𝑥𝑦
𝐷𝑡

+ (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
− 𝜇

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
= −𝜆𝑠𝑥𝑦,

𝐷𝑠𝑦𝑦
𝐷𝑡

− 2𝑠𝑥𝑦

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︂
− 2

3
𝜇

(︂
2
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
= −𝜆𝑠𝑦𝑦,

(2)
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где
𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
. Учитывая соотношение для удельной внутренней энергии, в

общем случае имеющее вид 𝜀 = 𝜀(𝑝, 𝜌), получим

𝐷𝜀

𝐷𝑡
=

𝜕𝜀

𝜕𝜌

𝐷𝜌

𝐷𝑡
+

𝜕𝜀

𝜕𝑝

𝐷𝑝

𝐷𝑡
=

𝜕𝜀

𝜕𝑝

𝐷𝑝

𝐷𝑡
− 𝜌

𝜕𝜀

𝜕𝜌

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
.

Из выражения для упругой составляющей энергии имеем

𝜌
𝐷𝜀𝑒
𝐷𝑡

=
1

2𝜇

(︂
𝑠𝑥𝑥

𝐷𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑡

+ 2𝑠𝑥𝑦
𝐷𝑠𝑥𝑦
𝐷𝑡

+ 𝑠𝑦𝑦
𝐷𝑠𝑦𝑦
𝜕𝑡

)︂
− 𝜌𝜀𝑒

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
.

С учетом приведенных выше соотношений уравнение закона сохранения энергии примет
вид

𝐷𝑝

𝐷𝑡
+ 𝜌𝑐2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦

)︂
= Π, (3)

где

𝑐 =

√︃(︂
𝑝

𝜌
− 𝜌

𝜕𝜀

𝜕𝜌
− 𝜀𝑒

)︂
𝐵, 𝐵 =

(︂
𝜌
𝜕𝜀

𝜕𝑝

)︂−1

,

Π =

[︂
𝑠𝑥𝑥 + 𝑠𝑦𝑦

3

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)
𝜇

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂
+

2(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)
3

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 2𝜆𝜌𝜀𝑒

]︂
𝐵.

Систему (2) с учетом (3) перепишем в векторно-матричной форме

𝜕U

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑥

𝜕U

𝜕𝑥
+ 𝐴𝑦

𝜕U

𝜕𝑦
= H, (4)

где
U = (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝑠𝑥𝑥, 𝑠𝑥𝑦, 𝑠𝑦𝑦)

⊤ , H = −𝜆 (0, 0, 0,−2𝜌𝜀𝑒𝐵, 𝑠𝑥𝑥, 𝑠𝑥𝑦, 𝑠𝑦𝑦)
⊤ ,

𝐴𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢 𝜌 0 0 0 0 0

0 𝑢 0
1

𝜌
−1

𝜌
0 0

0 0 𝑢 0 0 −1

𝜌
0

0 𝜌𝑐2 − (𝑠𝑥𝑥 + 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3
−2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇
𝑢 0 0 0

0 −4

3
𝜇 2𝑠𝑥𝑦 0 𝑢 0 0

0 0 𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦 − 𝜇 0 0 𝑢 0

0
2

3
𝜇 −2𝑠𝑥𝑦 0 0 0 𝑢

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐴𝑦 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑣 𝜌 0 0 0 0 0

0 𝑣 0
1

𝜌
−1

𝜌
0 0

0 0 𝑣 0 0 −1

𝜌
0

0
2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇
𝜌𝑐2 +

2(2𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3
𝑣 0 0 0

0 −2𝑠𝑥𝑦
2

3
𝜇 0 𝑣 0 0

0 𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥 − 𝜇 0 0 0 𝑣 0

0 2𝑠𝑥𝑦 −4

3
𝜇 0 0 0 𝑣

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Символом ⊤ обозначен оператор транспонирования. Собственные значения матриц 𝐴𝑥

и 𝐴𝑦 следующие:

𝑢− 𝑐1𝑥, 𝑢− 𝑐2𝑥, 𝑢, 𝑢, 𝑢, 𝑢 + 𝑐2𝑥, 𝑢 + 𝑐1𝑥,
𝑣 − 𝑐1𝑦, 𝑣 − 𝑐2𝑦, 𝑣, 𝑣, 𝑣, 𝑣 + 𝑐2𝑦, 𝑣 + 𝑐1𝑦,

(5)

где

𝑐1𝑥 =

√︂
𝑐2 +

1

3𝜌
[4𝜇− (𝑠𝑥𝑥 + 𝑠𝑦𝑦)𝐵], 𝑐2𝑥 =

√︂
1

𝜌
(𝜇 + 𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥),

𝑐1𝑦 =

√︂
𝑐2 +

2

3𝜌
[2𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵], 𝑐2𝑦 =

√︂
1

𝜌
(𝜇 + 𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦).

Таким образом, в твердом теле имеются две скорости звука: первая 𝑐1 — упругая
и вторая 𝑐2 — сдвиговая. Собственные векторы, соответствующие собственным зна-
чениям матриц 𝐴𝑥 и 𝐴𝑦, — линейно независимы, поэтому рассматриваемая система
уравнений (2) относится к гиперболическому типу [20].

2. Многомерный узловой метод характеристик

Опишем процедуру МУМХ применительно к системе уравнений (2). Для малого вре-
менно́го интервала, а именно шага интегрирования по времени, изменения параметров
за этот промежуток времени можно найти, суммируя локальные изменения, которые
происходят по отдельным координатным направлениям. Иными словами, для нахожде-
ния приближенного решения системы (2) за указанный промежуток времени сначала
решается подсистема

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

1

𝜌

𝜕(𝑝− 𝑠𝑥𝑥)

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 1

𝜌

𝜕𝑠𝑥𝑦
𝜕𝑥

= 0,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+

(︂
𝜌𝑐2 − 𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦

3
𝐵

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝜕𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑥

− 4

3
𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 2𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝜆𝑠𝑥𝑥,

𝜕𝑠𝑥𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑠𝑥𝑦
𝜕𝑥

− 𝜌𝑐22𝑥
𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝜆𝑠𝑥𝑦,

𝜕𝑠𝑦𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑢
𝜕𝑠𝑦𝑦
𝜕𝑥

+
2

3
𝜇
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 2𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝜆𝑠𝑦𝑦,

(6)

получающаяся из исходной системы, в которой оставлены слагаемые, изменяющие па-
раметры деформации только в направлении оси 𝑂𝑥. Затем, после интегрирования (6),
базируясь на новом распределении определяющих переменных, решаем подсистему

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝜌

𝜕𝑦
+ 𝜌

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 1

𝜌

𝜕𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑦

= 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

1

𝜌

𝜕(𝑝− 𝑠𝑥𝑦)

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+

(︂
𝜌𝑐2 − 2(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3

)︂
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝜕𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑣
𝜕𝑠𝑥𝑥
𝜕𝑦

+
2

3
𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
− 2𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜆𝑠𝑥𝑥,

𝜕𝑠𝑥𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑣
𝜕𝑠𝑥𝑦
𝜕𝑦

− 𝜌𝑐22𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜆𝑠𝑥𝑦,

𝜕𝑠𝑦𝑦
𝜕𝑡

+ 𝑣
𝜕𝑠𝑦𝑦
𝜕𝑦

− 4

3
𝜇
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 2𝑠𝑥𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜆𝑠𝑦𝑦,

(7)

в которой учитываются изменения только вдоль координатного направления 𝑂𝑦.
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Соотношения совместности вдоль характеристических направлений 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐1𝑥,
𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐2𝑥 для системы (6) выводятся из уравнения⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 −𝜌 0 0 0 0 𝐴1𝑥

0
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 0 −1

𝜌

1

𝜌
0 𝐴2𝑥

0 0
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 0 0

1

𝜌
𝐴3𝑥

0
(𝑠𝑥𝑥 + 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3
− 𝜌𝑐2

2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 0 0 𝐴4𝑥

0
4

3
𝜇 −2𝑠𝑥𝑦 0

𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 0 𝐴5𝑥

0 0 𝜌𝑐22𝑥 0 0
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑢 𝐴6𝑥

0 −2

3
𝜇 2𝑠𝑥𝑦 0 0 0 𝐴7𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

= 0,

где

𝐴1𝑥 = −𝑢
𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 𝜌

𝑑𝑢

𝑑𝑡
, 𝐴2𝑥 = −𝑢

𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+

1

𝜌

𝑑𝑠𝑥𝑥
𝑑𝑡

, 𝐴3𝑥 = −𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑡
+

1

𝜌

𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

,

𝐴4𝑥 = −
(︂
𝜌𝑐2 − 𝑠𝑥𝑥 + 𝑠𝑦𝑦

3
𝐵

)︂
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇

𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑢

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝐴5𝑥 = −𝜆𝑠𝑥𝑥 +
4

3
𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 2𝑠𝑥𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑢

𝑑𝑠𝑥𝑥
𝑑𝑡

, 𝐴6𝑥 = −𝜆𝑠𝑥𝑦 + 𝜌𝑐22𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑢

𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

,

𝐴7𝑥 = −𝜆𝑠𝑦𝑦 −
2

3
𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 2𝑠𝑥𝑦

𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑢

𝑑𝑠𝑦𝑦
𝑑𝑡

.

Раскрывая определитель, получим выражения, справедливые соответственно вдоль ха-
рактеристических направлений 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐1𝑥, 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐2𝑥:

𝜌𝑐1𝑥𝐴2𝑥 ± 𝐴4𝑥 ∓ 𝐴5𝑥 −
2𝑠𝑥𝑦[𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇𝜌(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)
(𝜌𝑐1𝑥𝐴3𝑥 ∓ 𝐴6𝑥) = 0,

𝜌𝑐2𝑥𝐴3𝑥 ∓ 𝐴6𝑥 = 0.

(8)

На траекторной характеристике 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢 выполняются равенства

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+

[︂
𝐵

3𝜌
(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦) − 𝑐2

]︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡
+

2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇𝜌𝑐22𝑥

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝑑𝑠𝑥𝑥
𝑑𝑡

+
4

3

𝜇

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+

2𝑠𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑥

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= −𝜆𝑠𝑥𝑥,

𝑑𝑠𝑦𝑦
𝑑𝑡

− 2

3

𝜇

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 2𝑠𝑥𝑦

𝜌𝑐22𝑥

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= −𝜆𝑠𝑦𝑦,

(9)

которые непосредственно следуют из подсистемы (6).
Аналогично выводятся характеристические соотношения, справедливые соответствен-

но вдоль характеристических направлений 𝑑𝑦/𝑑𝑡 = 𝑣 ± 𝑐1𝑦, 𝑑𝑦/𝑑𝑡 = 𝑣 ± 𝑐2𝑦, которые
имеют вид

𝜌𝑐1𝑦𝐴3𝑦 ± 𝐴4𝑦 ∓
[︂
1 +

𝐵

𝜇

(︂
3

2
𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦

)︂]︂
𝐴7𝑦 −

𝑠𝑥𝑦(2𝜇 + 𝑠𝑥𝑥𝐵)

𝜇𝜌(𝑐21𝑦 − 𝑐22𝑦)
(𝜌𝑐1𝑦𝐴2𝑦 ∓ 𝐴6𝑦) = 0,

𝜌𝑐2𝑦𝐴2𝑦 ∓ 𝐴6𝑦 = 0,
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где

𝐴2𝑦 = −𝑣
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+

1

𝜌

𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

, 𝐴3𝑦 = −𝑣
𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 1

𝜌

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+

1

𝜌

𝑑𝑠𝑦𝑦
𝑑𝑡

,

𝐴4𝑦 =
2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇

𝑑𝑢

𝑑𝑡
−

(︂
𝜌𝑐2 − 2(2𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3

)︂
𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑣

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝐴6𝑦 = −𝜆𝑠𝑥𝑦 + 𝜌𝑐22𝑦
𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝑣

𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

, 𝐴7𝑦 = −𝜆𝑠𝑦𝑦 +
4

3
𝜇
𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 2𝑠𝑥𝑦

𝑑𝑢

𝑑𝑡
− 𝑣

𝑑𝑠𝑦𝑦
𝑑𝑡

.

Вдоль траекторной характеристики 𝑑𝑦/𝑑𝑡 = 𝑣 выполняются равенства

𝑑𝑝

𝑑𝑡
+

[︂
𝐵

3𝜌
(2𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦) − 𝑐2

]︂
𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇𝜌𝑐22𝑦

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= 2𝜆𝜌𝜀𝑒𝐵,

𝑑𝑠𝑥𝑥
𝑑𝑡

− 2

3

𝜇

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
− 2𝑠𝑥𝑦

𝜌𝑐22𝑦

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= −𝜆𝑠𝑥𝑥,

𝑑𝑠𝑦𝑦
𝑑𝑡

+
4

3

𝜇

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
+

2𝑠𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑦

(︂
𝑑𝑠𝑥𝑦
𝑑𝑡

+ 𝜆𝑠𝑥𝑦

)︂
= −𝜆𝑠𝑦𝑦,

которые следуют из подсистемы (7).

Для двумерного варианта МУМХ процесс вычислений при переходе с 𝑡𝑛-го вре-
менно́го шага на 𝑡𝑛+1-й состоит из двух тактов — на первом узлы расчетной области
перебираются вдоль оси 𝑂𝑥 и в них по процедуре одномерного УМХ [12] определяют-
ся промежуточные значения (̃︀𝜌, ̃︀𝑢, ̃︀𝑣, ̃︀𝑝, ̃︀𝑠𝑥𝑥, ̃︀𝑠𝑥𝑦, ̃︀𝑠𝑦𝑦)𝑛+1. На втором такте определяются
окончательные величины (𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑝, 𝑠𝑥𝑥, 𝑠𝑥𝑦, 𝑠𝑦𝑦)

𝑛+1 путем применения процедуры УМХ
в направлении оси 𝑂𝑦 на основе данных первого такта.

Опишем процедуру одномерного УМХ, например, для первого промежуточного так-
та. Второй такт проводится аналогично. Для решения поставленной задачи достаточно
определить значения искомых параметров в узле (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) по известным значениям
этих величин в узлах, находящихся на 𝑛-м временно́м слое. Используется следующий
итерационный процесс. Предполагается, что на “нулевой” итерации (𝜈 = 0) искомые
переменные в точке (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) совпадают с их значениями в точке (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛). В этом случае

характеристические направления 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢, 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐1𝑥, 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 𝑢± 𝑐2𝑥 аппрокси-
мируются выражениями

𝑥𝑘 − 𝑥𝜈
𝐶 = 𝑢𝜈∆𝑡, 𝑥𝑘 − 𝑥𝜈

𝐿1
= (𝑢𝜈 + 𝑐𝜈1𝑥)∆𝑡, 𝑥𝑘 − 𝑥𝜈

𝑅1
= (𝑢𝜈 − 𝑐𝜈1𝑥)∆𝑡,

𝑥𝑘 − 𝑥𝜈
𝐿2

= (𝑢𝜈 + 𝑐𝜈2𝑥)∆𝑡, 𝑥𝑘 − 𝑥𝜈
𝑅2

= (𝑢𝜈 − 𝑐𝜈2𝑥)∆𝑡,

где ∆𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛, 𝜈 — номер итерации. Точки пересечения полученных характеристи-
ческих направлений с прямой 𝑡 = 𝑡𝑛 (рис. 1) определяются соотношениями

𝑥𝜈
𝐿1

= 𝑥𝑘 − (𝑢𝜈 + 𝑐𝜈1𝑥)∆𝑡, 𝑥𝜈
𝐿2

= 𝑥𝑘 − (𝑢𝜈 + 𝑐𝜈2𝑥)∆𝑡, 𝑥𝜈
𝐶 = 𝑥𝑘 − 𝑢𝜈∆𝑡,

𝑥𝜈
𝑅2

= 𝑥𝑘 − (𝑢𝜈 − 𝑐𝜈𝑅2
)∆𝑡, 𝑥𝜈

𝑅1
= 𝑥𝑘 − (𝑢𝜈 − 𝑐𝜈𝑅1

)∆𝑡.
(10)

Параметры (̃︀𝜌, ̃︀𝑢, ̃︀𝑣, ̃︀𝑝, ̃︀𝑠𝑥𝑥, ̃︀𝑠𝑥𝑦, ̃︀𝑠𝑦𝑦)(0) в найденных точках (𝑥𝐿1 , 𝑥𝐿2 , 𝑥𝐶 , 𝑥𝑅2 , 𝑥𝑅1)
(0) нахо-

дятся интерполяцией по их известным значениям в узлах (𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1). Перепишем
соотношения (8), (9) в конечно-разностном виде
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Рис. 1. Расчетная схема для узлового метода характеристик
Fig. 1. Calculation scheme for UMX

𝑎𝜈2𝐿1
[�̃�𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − �̃�𝜈(𝑥𝐿1 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈3𝐿1

[𝑣𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑣𝜈(𝑥𝐿1 , 𝑡

𝑛)]+

+𝑎𝜈4𝐿1
[𝑝𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜈(𝑥𝐿1 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈5𝐿1

[𝑠𝜈+1
𝑥𝑥 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑥(𝑥𝐿1 , 𝑡
𝑛)]+

+𝑎𝜈6𝐿1
[𝑠𝜈+1

𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝐿1 , 𝑡

𝑛)] = Ω𝜈
𝐿1
,

𝑎𝜈3𝐿2
[𝑣𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − �̃�𝜈(𝑥𝐿2 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈6𝐿2

[𝑠𝜈+1
𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝐿2 , 𝑡
𝑛)] = Ω𝜈

𝐿2
,

𝑎𝜈1𝐶1
[𝜌𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝜌𝜈(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛)] + 𝑝𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜈(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛)+

+𝑎𝜈6𝐶1
[𝑠𝜈+1

𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝐶 , 𝑡

𝑛)] = Ω𝜈
𝐶1
,

𝑎𝜈1𝐶2
[𝜌𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝜌𝜈(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛)] + 𝑠𝜈+1

𝑥𝑥 (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑥(𝑥𝐶 , 𝑡

𝑛)+

+𝑎𝜈6𝐶2
[𝑠𝜈+1

𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝐶 , 𝑡

𝑛)] = Ω𝜈
𝐶2
,

𝑎𝜈1𝐶3
[𝜌𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝜌𝜈(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈6𝐶3

[𝑠𝜈+1
𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛)]+

+𝑠𝜈+1
𝑦𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑦𝑦(𝑥𝐶 , 𝑡
𝑛) = Ω𝜈

𝐶3
,

𝑎𝜈3𝑅2
[𝑣𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − �̃�𝜈(𝑥𝑅2 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈6𝑅2

[𝑠𝜈+1
𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝑅2 , 𝑡
𝑛)] = Ω𝜈

𝑅2
,

𝑎𝜈2𝑅1
[�̃�𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − �̃�𝜈(𝑥𝑅1 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈3𝑅1

[𝑣𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑣𝜈(𝑥𝑅1 , 𝑡

𝑛)]+

+𝑎𝜈4𝑅1
[𝑝𝜈+1(𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑝𝜈(𝑥𝑅1 , 𝑡
𝑛)] + 𝑎𝜈5𝑅1

[𝑠𝜈+1
𝑥𝑥 (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑥(𝑥𝑅1 , 𝑡
𝑛)]+

+𝑎𝜈6𝑅1
[𝑠𝜈+1

𝑥𝑦 (𝑥𝑘, 𝑡
𝑛+1) − 𝑠𝜈𝑥𝑦(𝑥𝑅1 , 𝑡

𝑛)] = Ω𝜈
𝑅1
,

(11)

где

𝑎𝜈2𝐿1
= −𝜌𝑐1𝑥(𝑢 + 𝑐1𝑥), 𝑎𝜈4𝐿1

= −(𝑢 + 𝑐1𝑥), 𝑎𝜈5𝐿1
= 𝑢 + 𝑐1𝑥,

𝑎𝜈3𝐿1
=

2𝑠𝑥𝑦 [𝑐21𝑥[𝜇 + (𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵] + 𝑢𝑐1𝑥 [𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵] + 2𝑐22𝑥(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)
,

𝑎𝜈6𝐿1
= −2𝑠𝑥𝑥(𝑢 + 𝑐1𝑥)[𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇𝜌(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)
,

Ω𝜈
𝐿1

= −𝜆

[︂
𝑠𝑥𝑥 + 2𝜌𝜀𝑒𝐵 −

2𝑠2𝑥𝑦[𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇𝜌(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)

]︂
∆𝑡,

𝑎𝜈3𝐿2
= −𝜌𝑐2𝑥(𝑢 + 𝑐2𝑥), 𝑎𝜈6𝐿2

= 𝑢 + 𝑐2𝑥, Ω𝜈
𝐿2

= −𝜆𝑠𝑥𝑦∆𝑡,

𝑎𝜈1𝐶1
=

(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵

3𝜌
− 𝑐2, 𝑎𝜈6𝐶1

= −2𝑠𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵

𝜇𝜌𝑐22𝑥
,
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Ω𝜈
𝐶1

= 2𝜆𝐵

[︂
𝜌𝜀𝑒 −

2𝑠2𝑥𝑦(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)

𝜇𝜌𝑐22𝑥

]︂
∆𝑡, 𝑎𝜈1𝐶2

=
4

3

𝜇

𝜌
, 𝑎𝜈6𝐶2

=
2𝑠𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑥

,

Ω𝜈
𝐶2

= −𝜆

(︂
𝑠𝑥𝑥 +

2𝑠2𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑥

)︂
∆𝑡, 𝑎𝜈1𝐶3

= −2

3

𝜇

𝜌
, 𝑎𝜈6𝐶3

= −2𝑠𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑥

,

Ω𝜈
𝐶3

= −𝜆

(︂
𝑠𝑦𝑦 −

2𝑠2𝑥𝑦
𝜌𝑐22𝑥

)︂
∆𝑡, 𝑎𝜈3𝑅2

= −𝜌𝑐2𝑥(𝑢− 𝑐2𝑥), 𝑎𝜈6𝑅2
= −(𝑢− 𝑐2𝑥),

Ω𝜈
𝑅2

= 𝜆𝑠𝑥𝑦∆𝑡, 𝑎𝜈2𝑅1
= −𝜌𝑐1𝑥(𝑢− 𝑐1𝑥), 𝑎𝜈4𝑅1

= 𝑢− 𝑐1𝑥, 𝑎𝜈5𝑅1
= −(𝑢− 𝑐1𝑥),

𝑎𝜈3𝑅1
=

2𝑠𝑥𝑦 [𝑐21𝑥[(𝑠𝑦𝑦 − 𝑠𝑥𝑥)𝐵 − 𝜇] + 𝑢𝑐1𝑥 [𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵] − 2𝑐22𝑥(𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)
,

𝑎𝜈6𝑅1
=

2𝑠𝑥𝑥(𝑢− 𝑐1𝑥)[𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇𝜌(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)
,

Ω𝜈
𝑅1

= 𝜆

(︂
𝑠𝑥𝑥 + 2𝜌𝜀𝑒𝐵 −

2𝑠2𝑥𝑦[𝜇 + (𝑠𝑥𝑥 − 𝑠𝑦𝑦)𝐵]

𝜇𝜌(𝑐21𝑥 − 𝑐22𝑥)

)︂
∆𝑡.

Решая систему (11) при 𝜈 = 0 относительно переменных (̃︀𝜌, ̃︀𝑢, ̃︀𝑣, ̃︀𝑝, ̃︀𝑠𝑥𝑥, ̃︀𝑠𝑥𝑦, ̃︀𝑠𝑦𝑦)(1), най-
дем уточненные значения искомых функций в точке (𝑥𝑘, 𝑡

𝑛+1). Затем по этим данным
из выражений (10) вычисляются новые координаты (𝑥𝐿1 , 𝑥𝐿2 , 𝑥𝐶 , 𝑥𝑅2 , 𝑥𝑅1)

(1), которые, в
свою очередь, используются для определения (̃︀𝜌, ̃︀𝑢, ̃︀𝑣, ̃︀𝑝, ̃︀𝑠𝑥𝑥, ̃︀𝑠𝑥𝑦, ̃︀𝑠𝑦𝑦)(2) из (11), где необ-
ходимо положить 𝜈 = 1. Описанный итерационный процесс продолжается вплоть до
сходимости (при невязке 10−7 требуется, как правило, 5–7 итераций).

Аналогичные соотношения справедливы и вдоль оси 𝑂𝑦.

3. Результаты численного моделирования

При апробации описанного выше МУМХ применялось двучленное уравнение состояния

𝜀 =
𝑝− 𝑐20(𝜌− 𝜌0)

𝜌(𝛾 − 1)
, (12)

ранее использованное автором при исследовании в гидродинамическом приближении
“косого” соударения металлических пластин [21], где для алюминия константы в урав-
нении (12) полагались следующими: 𝑐0 = 5500 м/с, 𝜌0 = 2710 кг/м3, 𝛾 = 3.099 [22],
которые выбирались из условия наилучшей аппроксимации имеющихся в литературе
экспериментальных данных. Предел текучести 𝜎𝑠 для алюминия принимался равным
0.29 ГПа, а модуль сдвига 𝜇 = 27.6 ГПа. Для используемого уравнения состояния твер-
дого тела выражение для гидродинамической скорости звука имеет вид

𝑐 =

√︃
𝛾(𝑝 + 𝑝*)

𝜌
,

где

𝑝* =
1

𝛾

[︀
𝜌0𝑐

2
0 − 𝜌𝜀𝑒(𝛾 − 1)

]︀
.

В качестве первой задачи рассмотрим взаимодействие алюминиевого образца с жест-
кой преградой, расположенной в начале координатной системы (𝑥 = 0) в одномерной по-
становке. На левой границе ставилось граничное условие для жесткой стенки 𝑢|𝑥=0 = 0,
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а правая граница при 𝑥 = 0.1 м полагалась свободной, через которую материал ударни-
ка может свободно втекать или вытекать (длина ударника превосходит размеры расчет-
ной области). Начальные параметры при 𝑡 = 0 в задаче следующие: плотность 𝜌 = 𝜌0,
скорость 𝑢 = 𝑢0, давление 𝑝0 = 0, компоненты девиатора тензора напряжений (𝑠𝑖𝑗)0 = 0.
Для этой задачи известны режимы отраженной от стенки волны, описанные в [19]: в
интервале скорости от −991 до −34 м/с реализуется двухволновой режим отражения
с упругим предвестником; вне этого скоростного интервала имеют место одноволновые
режимы отражения с упругой и пластической волнами.

На рис. 2 представлены данные по давлению 𝑝(𝑥), полученные к моменту вре-
мени 𝑡 = 6 мкс для характерных скоростей удара из приведенных выше подоблас-
тей: 𝑢0 = −10, −200, −1000 м/с. В расчетах использовалась равномерная сетка, со-
стоящая из 3000 узлов. Вычисления проводились при постоянном шаге по времени
∆𝑡 = 6 · 10−9 с многомерным узловым методом характеристик и гибридным методом
Годунова (ГМГ) [23]. Расчеты с применением ГМГ выполнялись в рамках модели, в ко-
торой полагалось 𝜀𝑒 = 0. Как видно из рис. 2, некоторые расхождения наблюдаются при
высокой скорости удара, которые возрастают с увеличением скорости взаимодействия.

аp, ГПа

x, м

0.12

0.08

0.04

0 0 01. 0.02 0.03 0.04
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x, м0 0 01. 0.02 0.03 0.04

p, ГПа
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2

1

в

x, м0 0 01. 0.02 0.03 0.04

p, ГПа

12
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4

16

Рис. 2. Распределение давлений к моменту времени 𝑡 = 6 мкс при взаимодействии алюминие-
вого ударника с жесткой преградой, полученное с использованием МУМХ (сплошные кривые)
и гибридного метода Годунова (штриховые): скорость ударника 𝑢0 = −10, −200, −1000 м/с
(а–в соответственно)
Fig. 2. Pressure distributions, 𝑡 = 6 𝜇s upon the interaction of the aluminum striker with speeds:
𝑢0 = −10, −200, −1000 m/s (а–в respectively) with a hard barrier, obtained using MUMX
(continuous curves) and GMG (dashed ones)
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Рис. 3. Распределение давления при ударе алюминиевого ударника о жесткую преграду при
учете 𝜀𝑒 (а) и без него (б ). Зависимости давления и скорости растекания у преграды (в).
Сплошными кривыми отмечены зависимости с учетом 𝜀𝑒
Fig. 3. Pressure distribution (GPa) upon the impact of the aluminium hammer and the rigid barrier.
Calculation that takes into account 𝜀𝑒 (а) and does not account for it (б ). Pressure and flow rate
profiles at the barrier (в). Solid curves indicate constraints that accounts for 𝜀𝑒

Для иллюстрации двумерного расчета рассмотрена задача о взаимодействии алю-
миниевого ударника размером 0.8×4 см с жесткой преградой (скорость взаимодействия
𝑣0 = −1000 м/с). Вычисления проводились на прямоугольной сетке из 150 × 400 ячеек
с постоянным шагом по времени ∆𝑡 = 7 · 10−9 с. Начальные и граничные условия те
же, что и в предыдущей задаче. Давление вне ударника полагалось равным нулю. Для
локализации контактной границы использовался метод маркеров [24].

На рис. 3, а, б представлено распределение гидродинамического давления, а также
приведены зависимости 𝑝(𝑥) и скорости растекания 𝑢(𝑥)/ |𝑣0| (рис. 3, в) у преграды
на момент времени 𝑡 = 0.35 мкс, полученные с использованием МУМХ. В моделях
учитывался вклад потенциальной энергии упругого сжатия в полную энергию среды
и без него (для этого случая, как и в одномерных задачах, вычисления проводились
с использованием ГМГ). Как видно из представленных расчетов, при относительно
небольшой скорости удара учет 𝜀𝑒 не вносит существенной разницы по сравнению с
базовой моделью, в которой 𝜀𝑒 полагалась равной нулю.
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Заключение

Описан многомерный узловой метод характеристик, предназначенный для численного
расчета упругопластической деформации твердого тела в рамках модели Прандтля –
Рейса с уравнением состояния небаротропного типа. В качестве критерия перехода из
упругого в пластическое состояние использовалось условие текучести Мизеса. Рассмот-
ренный численный метод базируется на координатном расщеплении исходной системы
уравнений на ряд одномерных подсистем с последующим их интегрированием с помо-
щью одномерного узлового метода характеристик. С использованием предложенного
метода рассчитан ряд одно- и двумерных модельных задач. Результаты расчетов, по-
лученные с использованием МУМХ, сопоставлялись с данными, рассчитанными с по-
мощью гибридного метода Годунова в рамках модели, в которой не учитывался вклад
потенциальной энергии упругого сжатия в полную энергию среды. Отмечены некото-
рые расхождения в результатах вычислений, имеющие место при высоких скоростях
взаимодействия алюминиевого ударника с преградой, превышающих 500 м/с, которые
связаны с неучетом потенциальной энергии упругого сжатия твердого тела в ориги-
нальной модели Прандтля –Рейса.
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Abstract

A multidimensional nodal method of characteristics is described. The method is designed to
numerically calculate the elastoplastic deformation of a solid body within the Prandtl –Reis model
with the non-barotropic state equation. The Mises flow condition was used as a criterion for
the transition from an elastic to a plastic state. The considered numerical method is based on
the coordinate splitting of the original system of equations into a number of one-dimensional
subsystems. Then the resulting equations were integrated using a one-dimensional nodal method
of characteristics. The proposed method allows calculating a number of one- and two-dimensional
model problems. The results of calculations that employ the multidimensional node method of
characteristics were compared with data calculated using the Godunov hybrid method in the
framework of a model that did not take into account the contribution of potential elastic compression
energy to the total energy of the medium. There are some discrepancies in the calculation results
that occur at high speeds of interaction of the aluminum striker with the barrier, exceeding 500 m/s,
which are associated with omission of the potential energy due to the elastic compression of the
solid within the original Prandtl –Reis model.

Keywords: elastoplastic deformation of solid body, Prandtl –Reis model, multidimensional nodal
method of characteristics.
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