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Предложена математическая модель задачи о движении двумерного турбулент-
ного потока жидкости в напорном канале с волнистым дном. Математическая
модель включает уравнения Рейнольдса, уравнения переноса кинетической энер-
гии и диссипации турбулентности, приведенные к квазигидродинамическому виду.
Предложен алгоритм решения задачи с помощью метода контрольных объемов и
метода конечных элементов. Численно решена задача о движении турбулентного
потока над неподвижными пологими песчаными дюнами. Выполнено сравнение
полученных расчетов с экспериментальными данными.
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Введение

Речные дюны оказывают значительное влияние на характер речного потока и, соответ-
ственно, на транспорт донных наносов и формирование дна [1]. Дюны условно делятся
на крутые, у которых угол подветренного склона близок к углу внутреннего трения
(∼ 30 град.), и пологие, у которых угол подветренного склона меньше угла внутренне-
го трения (< 30 град.) [2].

Пологие дюны с углом подветренного склона, не превышающим 10 град., являются
самой распространенной донной формой в больших реках с песчаным дном [3]. Иссле-
дователи расходятся в вопросе о структуре потока за такими пологими дюнами. На-
турные исследования [4] показывают, что за пологими дюнами отсутствует постоянная
зона отрыва потока, вместо нее присутствует зона замедления потока с непостоянным
образованием отрыва потока. В то же время исследованиями [2, 5] не обнаружено ни-
какого (даже непостоянного) отрыва потока за пологими дюнами. Следовательно, нет
однозначного ответа на вопрос о вкладе пологих дюн в сопротивление потока. Ряд ис-
следователей [6, 7] полагают, что дюны с пологим подветренным склоном и длиной,
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превышающей глубину потока, не вносят вклад в сопротивление потока. Однако в экс-
периментальном исследовании [8] показано, что вклад пологих дюн в общее сопротивле-
ние невелик, но он является существенным и пренебрежение им приведет к занижению
расчетного сопротивления потока по сравнению с реальным.

Настоящая работа нацелена на развитие математической модели, описывающей дви-
жение турбулентного гидродинамического потока при его прохождении над пологими
песчаными дюнами.

1. Математическая постановка задачи

Рассмотрим движение турбулентного гидродинамического потока в напорном канале
длиной 𝐿 и максимальной глубиной 𝐻, поток движется слева направо вдоль оси 𝑥.
Дно канала Γ𝑏𝑒𝑑 имеет геометрически сложную форму. На рис. 1 показана расчетная
область Ω, где Γ𝑖𝑛, Γ𝑜𝑢𝑡, Γ𝑡𝑜𝑝 и Γ𝑏𝑒𝑑 — входная, выходная, верхняя и нижняя границы
расчетной области соответственно.

Для описания движения осредненного гидродинамического потока воспользуемся
уравнениями Рейнольдса, приведенными к квазигидродинамическому виду [9]
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где 𝑥 и 𝑦 — пространственная горизонтальная и вертикальная координаты соответ-
ственно; 𝑢 и 𝑣 — горизонтальная и вертикальная скорости потока соответственно, 𝜌 —
плотность воды; 𝑝 — давление воды; 𝜂 — приведенная кинетическая вязкость, состоя-
щая из суммы турбулентной вязкости 𝜂𝑡 и молекулярной вязкости 𝜂𝑚 = 10−6 м2/с; 𝑘 —
кинетическая энергия турбулентности; 𝜎 — параметр регуляризации.

Рис. 1. Расчетная область
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Для замыкания уравнений (1)–(3) и определения турбулентной вязкости восполь-
зуемся стандартной моделью турбулентности 𝑘 − 𝜀 [10], уравнения которой приведем
к квазигидродинамическому виду с помощью метода [9]:
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где 𝜀 — диссипация турбулентности; 𝜎𝑘 = 1, 𝜎𝜀 = 1.3, 𝐶𝜇 = 0.09; 𝐶𝜀1 = 1.44, 𝐶𝜀2 = 1.92 —
константы [11].

Математическая постановка замыкается начальными условиями
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где 𝑢0, 𝑣0, 𝑘0, 𝜀0 — поля начальных значений для искомых функций в расчетной области;
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2. Алгоритм решения задачи

Для численного решения уравнений (1)–(8) расчетная область дискретизируется с по-
мощью регулярной сетки треугольных элементов. На основе сетки треугольных элемен-
тов формируется сетка контрольных объемов. Каждый контрольный объем построен
вокруг одного узла сетки путем соединения центров масс смежных треугольных эле-
ментов.

Для получения дискретных аналогов уравнений (2)–(5) воспользуемся методом кон-
трольных объемов, тогда дискретные аналоги примут следующий вид:
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Здесь 𝑛 — временной слой разностной схемы; 𝐾 — центральный узел контрольного
объема; 𝑆𝐾 — суммарная площадь контрольного объема; 𝑚 — количество граней кон-
трольного объема; 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 — компоненты вектора нормали к соответствующей грани
контрольного объема; 𝐿𝐾𝑖+1/2 — длина соответствующей грани контрольного объема.

Для получения дискретного аналога уравнения (1) воспользуемся методом конечных
элементов в слабой формулировке Галёркина [14], тогда дискретный аналог примет вид⋃︁

𝐵

(𝐾𝛼𝛽𝑝𝛽 = 𝐹𝑣𝛼 + 𝐹𝑟𝛼 + 𝐹𝑝𝛼) .

Здесь

𝐾𝛼𝛽 =

∫︁
𝑉𝑗

(︂
𝜕𝐿𝛼

𝜕𝑥

𝜕𝐿𝛽

𝜕𝑥
+

𝜕𝐿𝛼

𝜕𝑦

𝜕𝐿𝛽

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑉𝑗, 𝐹𝑣𝛼 =

∫︁
𝑉𝑗

𝐿𝛼

[︂
−𝜌

𝜎

(︂
𝜕𝑢ℎ

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣ℎ

𝜕𝑦

)︂]︂
𝑑𝑉𝑗,
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𝐹𝑟𝛼 =

∫︁
𝑉𝑗

𝜌𝐿𝛼

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑢ℎ𝜕𝑢

ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑣ℎ

𝜕𝑢ℎ

𝜕𝑦

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝑢ℎ𝜕𝑣

ℎ

𝜕𝑥
+ 𝑣ℎ

𝜕𝑣ℎ

𝜕𝑦

)︂]︂
𝑑𝑉𝑗+

+

∫︁
Γ𝑡𝑜𝑝

𝐿𝛼

[︂
𝜌𝑛𝑦

(︂
𝑢ℎ𝜕𝑣

ℎ

𝜕𝑥

)︂]︂
𝑑Γ𝑡𝑜𝑝,

𝐹𝑝𝛼 =

∫︁
Γ𝑖𝑛

𝐿𝛼𝑛𝑥𝑞𝑝𝑑Γ𝑖𝑛,

где 𝐿𝛼 ∈ 𝐻ℎ — весовая функция; 𝑉𝑗 — объем 𝑗-го конечного элемента; 𝐵 — суммар-
ное количество конечных элементов в расчетной области; 𝑛𝑥, 𝑛𝑦 — координаты век-
тора нормали к соответствующей границе расчетной области; 𝑢ℎ = 𝑢𝛼𝐿𝛼; 𝑣ℎ = 𝑣𝛼𝐿𝛼;
𝑝ℎ = 𝑝𝛼𝐿𝛼.

Вследствие ограничений стандартной модели 𝑘 − 𝜀 [10, 11] в настоящей работе для
описания течения в вязком и логарифмическом подслоях вблизи нижней стенки ис-
пользуется метод пристеночных функций [11, 15, 16].

3. Численное моделирование

С помощью предложенной математической постановки выполнено численное решение
задачи о течении жидкости над шестью неподвижными пологими песчаными дюнами.
Форма дюн, характеристики канала и потока взяты из экспериментальной работы [8],
расчетная область задачи схематично показана на рис. 1, поток воды движется слева
направо. Геометрические характеристики пологой дюны показаны на рис. 2, буквой “𝑐”
обозначен гребень (crest) дюны, буквой “𝑏” — край гребня дюны (brink). Решение выпол-
нено при следующих параметрах: Re = 124 000, Fr = 0.443, 𝑈max = 0.62 м/с, 𝐻 = 0.2 м,
𝜌 = 1000 кг/м3, 𝑑 = 0.00016 м, 𝐿 = 58.9 м, 𝐿1 = 40 м, 𝐿2 = 0.9 м, 𝐿3 = 13.5 м,
𝜎 = 0.0001 с, 𝛼𝑟 = 𝛼𝑣 = 1, шаг по времени 𝑑𝑡 = 0.0001 с, шаг сетки 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦 = 0.01 м,
время расчета 360 с.

На рис. 3 представлены графики горизонтальной и вертикальной скоростей по-
тока в вертикальных сечениях, показанных на рис. 1 серыми штриховыми линиями
(1 — 𝑥 = 42.47 м, 2 — 𝑥 = 42.7 м).

В ходе моделирования получены численные решения с применением пристеночных
функций следующих авторов: Волкова [11], Снегирева [15], Луцкого [16] — и присте-
ночная функция, комбинирующая алгоритм Луцкого [16] и описание логарифмическо-
го профиля скорости над шероховатой стенкой Гришанина [17]. В настоящей работе

Рис. 2. Схема пологой дюны (фрагмент, выделенный прямоугольником на рис. 1)
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a б

Рис. 3. Графики горизонтальной и вертикальной скоростей в сечениях 1 (a) и 2 (б)

рассмотрены только расчеты с использованием пристеночной функции Волкова и ком-
бинированной пристеночной функции Луцкого и Гришанина, так как они показали
наилучшее соответствие с экспериментом [8].

На рис. 3 показаны расчетные данные, полученные с применением пристеночной
функции по Волкову (линии 1 и 3), расчетные данные по Гришанину и Луцкому (ли-
нии 2 и 4), данные из эксперимента (точечные множества). Из графиков видно, что
расчетные поля скоростей хорошо согласуются с экспериментом, наибольшая погреш-
ность расчетных данных наблюдается в пристеночной области в сечении 1, что связано
с недостаточно мелким размером сетки у дна. Отметим, что расчетные профили гори-
зонтальной скорости, полученные по разным пристеночным функциям, незначительно
различаются, профили по Гришанину имеют более выраженный изгиб в пристеночной
области по сравнению с профилями по Волкову. Средняя относительная погрешность
расчетной горизонтальной и вертикальной скоростей, полученных с применением при-
стеночной функции по Волкову в срезе 1, составляет 5.55 и 17.61% соответственно,
в срезе 2 — 2.05 и 21.27%.

На рис. 4 показаны графики придонного касательного напряжения 𝜏 над дюнной
донной поверхностью Γ𝑏𝑒𝑑. Кривой 1 обозначено напряжение, полученное в придонной
расчетной ячейке, кривой 2 — напряжение, полученное в 2 см от дна (вторая расчетная
ячейка от дна), кривой 3 — форма нижней границы области, точечным множеством
обозначены экспериментальные значения в области придонной расчетной ячейки. На
рис. 4, а показаны расчетные профили, полученные с применением пристеночной функ-
ции по Волкову, на рис. 4, б — по Гришанину и Луцкому. Из сравнения графиков вид-
но, что значения напряжения, полученные в придонной расчетной ячейке, качественно

a б

Рис. 4. Графики касательного напряжения 𝜏 над дюнной донной поверхностью Γ𝑏𝑒𝑑
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не согласуются с экспериментальными значениями для обоих моделей. Максимум на-
пряжений в эксперименте наблюдается в области минимального уровня дна (между
дюнами), в расчетах авторов максимум напряжений по кривой 1 находится в области
максимума донной поверхности (первый и второй пики дюны). При этом расчетные
напряжения, полученные в следующей расчетной ячейке (кривая 2), качественно и ко-
личественно согласуются с экспериментальными значениями. Профиль напряжений,
полученный в 2 см от дна с использованием пристеночной функции Волкова, согласу-
ется с экспериментальными данными со средней относительной погрешностью 6.84%.
Следует отметить, что напряжение по Гришанину по абсолютным значениям меньше,
чем по Волкову, несмотря на то что пристеночная функция по Гришанину описывает
течение по шероховатой песчаной поверхности, а по Волкову — по гладкой.

Заключение

Предложена математическая модель задачи о движении двумерного турбулентного по-
тока над неподвижными пологими песчаными дюнами. Математическая модель вклю-
чает уравнения Рейнольдса и уравнения стандартной модели турбулентности 𝑘 − 𝜀,
приведенные к квазигидродинамическому виду.

Разработан алгоритм решения задачи, включающий метод контрольных объемов
для определения поля скоростей, кинетической энергии и диссипации турбулентности
и метод конечных элементов для определения поля давления.

Выполнен анализ применимости различных пристеночных функций для моделиро-
вания движения турбулентного потока над неподвижными пологими песчаными дю-
нами. Показано, что пристеночная функция Волкова позволяет получить наилучшее
согласование численного решения с экспериментальными данными.

В разработанном программном комплексе операции по расчету 𝑢, 𝑣, 𝑘, 𝜀, 𝜂 выполне-
ны в параллельном режиме с использованием оборудования ЦКП “Центр данных ДВО
РАН” [18].

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты № 18-
35-00139, 18-05-00530).
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Purpose. The aim of the paper is the development of mathematical models de-
scribing a turbulent river flow along gently sloping dunes and allowing estimation of
the contribution of gently sloping dunes on the flow hydraulic resistance.

Methodology. A quasi-hydrodynamic form of the classical RANS equations are
used for describing the hydrodynamic flow. The standard 𝑘−𝜀model is used for the tur-
bulence viscosity while the equations have been transformed to the quasi-hydrodynamic
form. A wall functions method is used for describing the flow near solid channel wall.

Results. A new mathematical model for the problem of turbulent flow in a pressure
channel with low-angle dunes is proposed. An algorithm for solving the problem is
proposed. It is based on the control volume method and the finite element method. The
problem of the turbulent flow over 6 fixed low-angle sand dunes is solved numerically.
Numerical solutions are obtained with four different wall functions. A comparative
analysis of the obtained solutions with the experimental data is carried out.

Findings. It is shown that the proposed mathematical model describes the turbu-
lent flow over low-angle dunes qualitatively and quantitatively. The solution obtained
with the Volkov wall function provides the best agreement with the experiment. It
is found out that the bed shear stress obtained in the near-wall computational cell
by the wall functions method does not qualitatively agree with the experimental data
for all considered wall functions. At the same time, the shear stress obtained in the
next calculation cell agrees with the experimental data qualitatively and quantitatively.
The average relative error of the shear stress obtained with the Volkov wall function is
6.84%.
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