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Для моделирования движения гранулированной среды предложен вариант ста-
ционарной гипопластической модели. С целью решения задачи выбран метод сгла-
женных частиц, особенностью реализации которого является использование в рас-
четах комбинированного ядра, с малым параметром сглаживания.

Выполнен расчет процесса обрушения песчаного столба и проведено сравнение
полученных численных результатов моделирования с известными эксперименталь-
ными данными.
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Введение

Известные попытки применить хорошо разработанный аппарат механики грунтов и ста-
тики сыпучей среды к расчету процессов лавинного движения песчаных материалов не
дают положительных результатов [1–3] из-за существенных различий процесса устой-
чивости песчаных материалов и процесса их движения, сопровождающегося потерей
грунтом структурной прочности. Возникающие при этом большие сдвиговые дефор-
мации определяются напряжениями, существенно превышающими предельное стати-
ческое напряженное состояние. Существующие модели сплошных сред не учитывают
деформационные изменения, связанные с изменением свойств гранулированной среды,
например, из-за структурных изменений песчаного каркаса [4]. Относительно недав-
но появился новый класс математических моделей, которые описывают динамическое
поведение песков через дискретную модель сыпучего тела [5, 6]. Это позволяет рас-
сматривать сыпучую среду как определенное структурное дискретное образование, ме-
няющееся в процессе деформации с позиции сплошных сред. Как теоретически, так и
экспериментально [4, 6] установлено влияние плотности на коэффициенты внешнего и
внутреннего трения и сцепление.

∗Title translation and abstract in English can be found on page 98.
© ИВТ СО РАН, 2019.
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В современных теориях предельных напряжений вводится дилатансионная модель
сыпучего тела (дилатансия — расширение), которая позволяет учитывать изменение
плотности среды при структурных деформациях [4]. Однако дилатансионные модели
могут отразить только отдельные свойства структуры сыпучего тела [5], являясь неко-
торым приближением к дискретным моделям. Объемно-напряженное состояние сыпу-
чего тела при силовом воздействии деформатора требует другого уровня рассмотрения
явлений, происходящих внутри сыпучего тела. Это уровень контактного взаимодей-
ствия отдельных частиц среды, который позволит описать качественные изменения,
происходящие в структуре тела.

В работе для моделирования движения гранулированной среды предложен вари-
ант стационарной гипопластической модели. При решении задачи выбран метод сгла-
женных частиц, особенностью реализации которого является использование в расчетах
комбинированного ядра с малым параметром сглаживания.

1. Математическая постановка задачи для плоского случая

Рассмотрим плоское движение гранулированной сыпучей тяжелой среды в процессе
обрушения песчаного столба. Расчетная область Ω в начальный момент времени с гра-
ницами Γ = Γ1

⋃︀
Γ2 представлена на рис. 1. Движение гранулированной среды рассмат-

ривается в рамках модели плоской деформации и описывается с помощью упрощенной
гипопластической модели [7] следующими уравнениями:

O𝛼 (𝜌𝑢𝛼) = 0, (1)

𝜌
𝑑𝑢𝛼

𝑑𝑡
= O𝛽𝜎

𝛼𝛽 + 𝑞𝛼, (2)

𝜎𝛼𝛽 = −𝑃𝛿𝛼𝛽 + 𝑠𝛼𝛽. (3)
Здесь 𝜌 — плотность гранулированной среды, 𝑢𝛼 — компоненты вектора скорости среды,
𝑥𝛼 — компоненты радиуса-вектора материальной точки, O𝛼 — оператор Гамильтона,

Рис. 1. Схема расчетной области задачи
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𝑃 — давление, 𝜎𝛼𝛽 — компоненты тензора напряжений, 𝑠𝛼𝛽 — компоненты девиатора
тензора напряжений, 𝑞𝛼 — компоненты вектора объемных сил, 𝑔 — ускорение свободного
падения, 𝛿𝛼𝛽 — единичный тензор.

Девиатор тензора напряжений 𝑠𝛼𝛽 выразим по упрощенной стационарной гипопла-
стической модели [8]:

𝑠𝛼𝛽 = −𝑐0
4𝑃 2

(𝑠𝑎𝑏𝑒𝑏𝑐)𝛿𝑎𝑐 − 𝑃𝐼1 + 𝜂
𝑒𝛼𝛽, 𝑐0 =

𝐺

10𝑃max(1 + 𝜈)
,

2𝜖𝛼𝛽 = O𝛽𝑢
𝛼 + O𝛼𝑢

𝛽, 2𝜔𝛼𝛽 = O𝛽𝑢
𝛼 − O𝛼𝑢

𝛽, 𝜂 = 0.0001, (4)

где 𝜖𝛼𝛽, 𝜔𝛼𝛽 — тензор скоростей деформаций и вихревой тензор соответственно, 𝑒𝛼𝛽 =
𝜖𝛼𝛽 − 0.5𝐼1𝛿

𝛼𝛽 — девиатор тензора скоростей деформаций, 𝐼1 = 𝜖𝛼𝛽𝛿𝛼𝛽 — первый ин-
вариант тензора скоростей деформаций, 𝑐0 — константа усеченной гипопластической
модели, 𝐺 — модуль сдвига, 𝜈 — коэффициент Пуассона гранулированной среды.

Используем гипотезу [7] о линейной связи между функцией давления 𝑃 и плотнос-
тью сыпучей среды 𝜌:

𝑃 =

{︂
𝐵(𝜌/𝜌0 − 1), 𝜌 > 𝜌0,

0, 𝜌 ≤ 𝜌0.
(5)

Здесь 𝐵 = 𝜌0𝐶
2
𝑠 , 𝐶𝑠 — характерная скорость распространения упругой волны в моде-

лируемой среде; 𝜌0 — нейтральная плотность сыпучей среды.
В качестве критерия пластического течения сыпучей среды, не испытывающей струк-

турных изменений гранулированного каркаса, принято условие Друкера—Прагера [9]√︀
𝐽𝑠2 + 𝛼𝜙𝐼𝜎1 − 𝑘𝑐 = 0. (6)

Когда эластичный идеально пластичный материал испытывает пластическую де-
формацию, напряженное состояние всегда должно быть на поверхности текучести во
время пластической нагрузки. Однако ошибки в вычислениях могут привести к на-
пряженному состоянию, которое находится далеко от поверхности текучести. В таких
случаях используется процедура релаксации напряжений [10], согласно которой, когда
рассчитанное по уравнению (4) напряженное состояние превышает поверхность теку-
чести Друкера — Прагера, компоненты девиатора тензора напряжения 𝑠𝛼𝛽 нормиру-
ются, при этом шаровая часть тензора напряжений (давление) остается неизменной:

𝑠𝛼𝛽 = 𝑠𝛼𝛽

⎧⎨⎩
2𝛼𝜙𝑃 + 𝑘𝑐√︀

𝐽𝑠2 + 𝜂
,

√
𝐽𝑠2 > 𝛼𝜙𝐼𝜎1 + 𝑘𝑐,

1,
√
𝐽𝑠2 ≤ 𝛼𝜙𝐼𝜎1 + 𝑘𝑐.

(7)

Здесь 𝐼𝜎1 = 𝜎𝑥𝑥+𝜎𝑦𝑦 — первый инвариант тензора напряжений; 𝐽𝑠2 = 0.5𝑠𝛼𝛽𝑠𝛼𝛽 — второй
инвариант от девиатора тензора напряжений; 𝛼𝜙 и 𝑘𝑠 — константы Друкера —Прагера,
связанные с параметрами сыпучего материала, коэффициентом когезии 𝑐 и углом внут-
реннего трения 𝜙:

𝛼𝜙 =
tan𝜙√︀

9 + 12 tan2 𝜙
, 𝑘𝑐 =

3𝑐√︀
9 + 12 tan2 𝜙

. (8)
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Уравнения (1)–(8) замыкаются начальными и граничными условиями

𝑢𝛼(x, 0) = 0, x ∈ Ω, (9)
𝑢𝛼(x, 𝑡) = 0, x ∈ Γ1, (10)

𝜎𝛼𝛽(x, 𝑡)𝑛𝛽 = 0, x ∈ Γ2, (11)

где 𝑛𝛽 — нормаль к свободной поверхности сыпучего материала, x = (𝑥𝛽).

2. Дискретизация задачи методом SPH

Выполним дискретизацию задачи (1)–(11) методом сглаженных частиц (SPH) [7]. Бу-
дем считать, что сыпучий материал определяется совокупностью 𝑁 частиц. Для ап-
проксимации плотности 𝜌𝑖, скорости 𝑢𝛼

𝑖 , напряжений 𝜎𝛼𝛽 в каждой 𝑖-й частице были
использованы следующие SPH-зависимости [7]:

𝐴𝑖 =
∑︁
𝑗

𝐴𝑗𝑆𝑗𝑊𝑖𝑗, O𝛼𝐴𝑖 =
∑︁
𝑗

(𝐴𝑗 − 𝐴𝑖)𝑆𝑗O𝛼𝑊𝑖𝑗,

O𝛼𝑊𝑖𝑗 =
𝑑𝑊𝑖𝑗

𝑑𝑟

𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗

|𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗 |
, (12)

где 𝐴𝑖 — аппроксимируемая функция, 𝑊𝑖𝑗 = 𝑊 (𝑟𝑖𝑗) — комбинированноe интерполя-
ционноe ядро, 𝑆𝑖 =

𝑚𝑖

𝑅0𝜌𝑖
— площадь частицы, 𝑚𝑖 — постоянная масса частицы, 𝑅0 —

ширина слоя гранулированной среды. В расчетах для аппроксимации функций 𝜌, 𝑢𝛼

использовалось интерполяционноe ядро

𝑊𝑓 =
10

3𝜋ℎ2

{︃
(1 − 𝑞2)2(1 − 𝑎𝑞2), 0 ≤ 𝑞 ≤ 1,

0, 𝑞 > 1,
(13)

где 𝑞 = 𝑟/ℎ, 𝑎 = 4 − 12/𝜋, ℎ = 𝑎𝑠𝑑 — длина сглаживания ядра, 𝑑 — диаметр частиц,
𝑎𝑠 = 1.1 — коэффициент перекрытия частиц, 𝑟 = 𝑟𝑖𝑗 = |𝑥𝛼

𝑖 − 𝑥𝛼
𝑗 | — расстояние между

частицами. Для аппроксимации градиентов искомых функций использовалось интер-
поляционноe ядро вида

𝑊𝑓 =
22

𝜋ℎ2

{︃
(1 − 𝑞)3, 0 ≤ 𝑞 ≤ 1,

0, 𝑞 > 1.
(14)

С учетом (12)–(14) дискретный вид задачи (1)–(11) примет форму

𝜌𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑚𝑗𝑆𝑗𝑊𝑖𝑗, (15)

𝑃𝑖 =

{︃
𝐵(𝜌𝑖/𝜌0 − 1), 𝜌𝑖 > 𝜌0,

0, 𝜌𝑖 ≤ 𝜌0,
(16)

𝑠𝛼𝛽𝑖 = −𝑐0
4𝑃 2

(𝑠𝑎𝑏𝑖 𝑒𝑏𝑐𝑖 )𝛿𝑎𝑐 − 𝑃𝑖𝐼1𝑖
𝑒𝛼𝛽𝑖 , (17)
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𝜌
𝑑𝑢𝛼

𝑖

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑗

(︃
𝑠𝛼𝛽𝑗 + 𝑠𝛼𝛽𝑖

𝜌𝑖
+ 𝐶𝑖𝑗𝛿

𝛼𝛽

)︃
𝑆𝑗O𝛽𝑊𝑖𝑗 +

∑︁
𝑗

(︂
𝑃𝑗 + 𝑃𝑖

𝜌𝑖

)︂
𝑆𝑗O𝛼𝑊𝑖𝑗, (18)

𝜌
𝑑𝑥𝛼

𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝛼

𝑖 . (19)

Здесь
𝑔𝛼𝑖 = (0,−𝑔),

−2𝜖𝛼𝛽𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑢𝛼
𝑖𝑗𝑆𝑗O𝛽𝑊𝑖𝑗 +

∑︁
𝑗

𝑢𝛽
𝑖𝑗𝑆𝑗O𝛼𝑊𝑖𝑗,

𝐶𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ −2𝑎𝜇ℎ𝐶𝑠

𝜌𝑖 + 𝜌𝑗

𝑚𝑖𝑗

|𝑥𝛼
𝑖𝑗|2 + 𝑒𝑟ℎ2

, 𝑚𝑖𝑗 < 0,

0, 𝑚𝑖𝑗 ≥ 0,

𝐶𝑖𝑗 — искусственная диссипация по Маногану [13], 𝑢𝛼
𝑖𝑗 = 𝑢𝛼

𝑖 − 𝑢𝛼
𝑗 , 𝑥𝛼

𝑖𝑗 = 𝑥𝛼
𝑖 − 𝑥𝛼

𝑗 , 𝑚𝑖𝑗 =
𝑢𝛼
𝑖𝑗𝑥

𝛼
𝑖𝑗, 𝑎𝜇 = 0.01, 𝑒𝑟 = 0.001.
При решении задачи (15)–(19) выбрана схема Верле [13]. Для поддержки согласо-

ванности вычислений на каждом временном шаге после расчета тензора напряжения
выполняется контроль нарушения критерия текучести, при необходимости проводится
коррекция (7). Устойчивость схемы интегрирования определялась выполнением усло-
вия Куранта–Фридрихса–Леви

∆𝑡 ≤ 𝐶𝑢
𝑑

𝐶𝑠 + max𝑗(|𝑢𝛼
𝑗 |)

,

где 𝐶𝑢 = 0.2 — коэффициент Куранта.

3. Численные исследования

Верификация модели движения гранулированной сыпучей среды, описываемой урав-
нениями (1)–(11), в SPH-реализации проводилась на модельной задаче об обрушении
гранулированной колонны (рис. 1). Процесс обрушения гранулированной колонны в
настоящее время достаточно хорошо описан экспериментально, что позволяет иссле-
довать особенности реализации задачи. В расчетах принимались следующие физико-
механические и геометрические параметры: 𝜌𝑠 = 26 500 — сухая плотность кварца,
𝜌0 = (1− 𝜔)𝜌𝑠 — нейтральная плотность песка, 𝜔 = 0.35 — пористость песка, 𝜙 = 28∘ —
угол внутреннего трения; 𝐶𝑠 = 600 м/с — “характерная” скорость распространения
упругой волны в моделируемой среде, 𝑑 = 0.78 мм — диаметр частиц, 𝑎 = 0.1 м,
𝑏 = 0.05 м — размеры песчаного столба, 𝑐0 = 0.1 — константы модели.

Для удобства сравнительного анализа с экспериментальными данными [14] исполь-
зовано безразмерное время обрушения 𝑡𝑏 = 𝑡/

√︀
𝑏/𝑔. Пример расчета обрушения песча-

ной колонны приведен на рис. 2, где видно, что полученная расчетная форма осыпав-
шейся песчаной колонны качественно и количественно согласуется с эксперименталь-
ными данными [14].
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Рис. 2. Обрушение песчаной колонны, 𝑡𝑏 = 4

Рис. 3. Изменение энергии системы в процессе осыпания песчаной колонны: 𝐸𝑝 — верхняя
кривая, 10𝐸𝑘 — нижняя кривая; точки — экспериментальные данные

Контроль осыпания колонны (рис. 3) проводился по эволюции кинетической и по-
тенциальной энергии системы:

𝐸𝑘 =

∑︀
𝑖𝑚𝑖|𝑢(𝑡𝑏)

𝛼
𝑖 |2∑︀

𝑖 𝑚𝑖𝑔𝑦𝑖(0)
, 𝐸𝑝 =

∑︀
𝑖 𝑚𝑖𝑦𝑖(𝑡𝑏)∑︀
𝑖 𝑚𝑖𝑦𝑖(0)

.

Из сравнительного анализа 𝐸𝑘 и 𝐸𝑝 видно, что полученное решение согласуется с
экспериментальными данными. Таким образом, можно отметить, что упрощенная ги-
попластическая модель сыпучего материала позволяет выполнить адекватное модели-
рование обрушения песчаной колонны.

Важно отметить, что все расчеты проводились с малым параметром сглаживания,
мотивацией для такого выбора послужили необходимость в обеспечении минимальной
связности между гранулярными частицами, с одной стороны, и увеличение производи-
тельности метода, с другой. Однако, несмотря на довольно хорошие макрохарактерис-
тики, полученные в работе, такой подход требует дальнейшего изучения, в частности
сравнения напряженно-деформированного состояния системы с экспериментальными
значениями напряжений.
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Заключение

Полагая, что скорость распространения упругих волн, определяющих напряженно-де-
формированное состояние в песчаных частицах, намного выше скорости движения ча-
стиц, возникающих при осыпании песка, в работе предложена приближенная модель
расчета напряженного состояния движущейся гранулированной среды на основе стаци-
онарной гипопластической модели.

Для решения задачи выбран метод сглаженных частиц, особенностью реализации
которого является использование в расчетах нового комбинированного интерполяцион-
ного ядра, с малым параметром сглаживания. С целью верификации математической
модели и выбранного метода решения задачи выполнена реализации метода сглажен-
ных частиц и решена задача об обрушении песчаной колонны. Полученное решение
задачи хорошо качественно и количественно согласуется с экспериментальными дан-
ными.
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Purpose. The aim of this study is а development of mathematical models that
describe the complex motion of a granular medium in the process of its disintegration
that allows evaluating the possibility of using a simplified stationary hypoplastic model
to describe this process.

Methodology. To describe the motion of a granular medium, the classical equations
of motion and mass conservation were used. The calculation of the deviator of the stress
tensor is performed within the framework of a simplified hypoplastic model. The work
uses the hypothesis of a linear relationship between the pressure function and the density
of the granular medium. This hypothesis is typical for smoothed particle methods, one
of the variants of which is proposed for the numerical implementation of the problem.

Results. A new mathematical model of the problem of the motion of a granular
medium in the process of its disintegration is formulated. An algorithm for solving
the problem based on the method of smoothed particles is proposed. The problem
of disintegration of a sand pillar is solved numerically. A comparative analysis of the
obtained solutions with experimental data is accomplished.

Findings. Using the assumption that the propagation velocity of elastic waves that
determine the stress-strain state in sand particles is much higher than the velocities
of particles arising from sand shedding, an approximate model for calculating the
stress state of a moving granular medium based on a stationary hypoplastic model
is presented. To solve the problem, the method of smoothed particles with a small
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smoothing parameter was implemented with the help of a new combined interpolation
core in the calculations. To verify the mathematical model and the selected method,
the implementation of the smoothed particle method was performed and the problem
of disintegration of the sand column was solved. The obtained solution of the problem
shows satisfactory agreement with the experimental data.

Keywords: granular medium motion, smoothed particle method, hypoplastic model
of stress-strain state, yield criterion.
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