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Работа посвящена поиску новых автоколебательных течений и их численному
изучению. Эти поиски проводились путем расчетных исследований течений с мак-
симальным количеством контактных разрывов и точек пересечения разрывов —
ударных волн с ударными волнами или ударных волн с контактными разрывами.

Рассмотрены два класса течений: натекание звуковой недорасширенной струи
на цилиндрическое тело, расположенное в открытой трубе, и взаимодействие сверх-
звукового однородного потока с системой открытый канал вращения (с перемен-
ным сечением) — цилиндрическое тело на оси. В обоих случаях найдены автоко-
лебательные режимы. Двумерные осесимметричные уравнения сжимаемого газа
решены с помощью неявной схемы Рунге— Кутты третьего порядка. Применяется
алгебраическая турбулентная вязкость, основанная на использовании обобщенной
формулы Кармана.
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Введение

Поиск новых автоколебательных течений проводится в настоящей работе на основе
предположения о том, что автоколебания появляются в результате резонансных взаи-
модействий “активных” элементов течения, а именно элементов, усиливающих возмуще-
ния [1]. Используется предположение, что список “активных” элементов включает кон-
тактные разрывы и точки пересечения ударных волн или контактных разрывов с удар-
ными волнами. Усиление возмущений контактными разрывами является результатом
неустойчивости Кельвина —Гельмгольца и общепринято. Включение точек пересечения
в список усилителей возмущений предложено в [1] как гипотеза, которая проверяется
результатами поиска новых нестационарных течений.

Автоколебательные течения могут быть разделены на несколько классов:
1) течения, образующиеся при втекании струй в каверны [2–4];
2) течения, возникающие при падении струй на поверхности [1, 5–9];
*Title translation and abstract in English can be found on page 117.
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3) течения возле каверн, открытых набегающему однородному потоку [10–12];
4) течения в кавернах при касательном внешнем потоке [13–16];
5) течения возле затупленных тел с выступающими носовыми элементами [1, 17–19];
6) течения возле тел с торцевыми оконечностями, генерирующими сход нестационар-

ных вихревых структур [20–22];
7) трансзвуковые течения возле крыловых профилей (в этом случае уравнения Эй-

лера могут иметь неединственное решение, что порождает бифуркации и автоко-
лебания) [23, 24].

Численное исследование течений, содержащих наибольшее количество активных
элементов, используется для поиска новых автоколебательных течений в работах [25–
27]. В частности, найдены нестационарные течения возле затупленных тел (цилиндров
или конусов), испускающих струю навстречу потоку [25–27]. Представляется, что эти
течения не могут быть включены в какой-либо приведенный выше класс нестационар-
ных течений. Обнаружено, что натекание звуковой недорасширенной струи на систему
открытая труба — цилиндрическое тело на оси [27] может иметь автоколебательные ре-
жимы. По-видимому, эти течения могут быть включены во второе семейство (см. выше)
нестационарных течений.

Исследования течений возле системы открытая труба — тело на оси продолжились
в данной работе. Рассматривались также сверхзвуковые течения возле системы ана-
логичной конфигурации, включающей открытый канал вращения и цилиндрическое
тело на оси, но набегающий поток является однородным, в отличие от предыдущего
случая, кроме того, канал является профилированным. Обнаружено, что если набега-
ющий однородный поток имеет числа Маха в диапазоне 3 ≤ M∞ ≤ 4.5, существуют
геометрические параметры, при которых реализуются автоколебательные режимы те-
чения.

Следует отметить, на твердых стенках используется условие непротекания, т. е. усло-
вие, соответствующее уравнениям Эйлера. Однако опыт численных исследований неста-
ционарных течений на основе схемы Рунге—Кутты третьего порядка [28] показал,
что при использовании уравнений Эйлера возможно получение нестационарных режи-
мов для течений, близких к автоколебательным, но, по-видимому, ими не являющих-
ся. Поэтому используется алгебраическая модель турбулентности, сконструированная
в [25–27] на базе обобщенной формулы Кармана для пространственного масштаба тур-
булентных пульсаций. Таким образом, решаются уравнения Рейнольдса, но с граничны-
ми условиями на твердых поверхностях, соответствующими применению уравнений Эй-
лера, т. е. пограничные слои не учитываются и учет турбулентной вязкости сказывается
в основном на моделировании контактных разрывов. Это снижает требования к моде-
ли турбулентности и позволяет использовать простую и универсальную модель [25–27].
Следует отметить, что для установления типа решаемых уравнений должны быть рас-
смотрены старшие производные от искомых функций. Если турбулентная вязкость за-
висит от производных решения, тип уравнений Рейнольдса может стать отличным от
параболического типа уравнений Навье—Стокса. Чтобы избежать этого негативного
эффекта, в модели Кармана [25–27] используется процедура усреднения.

1. Тестовая задача о падении ударной волны на клин

Чтобы проиллюстрировать свойства численной схемы при использовании модели Кар-
мана турбулентной вязкости, применяется ставший уже классическим динамический
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Рис. 1. Изолинии плотности: а — в настоящей работе, сетка 361× 121; б — в работе [28]

тест о падении ударной волны c числом Маха M =10 на клин с углом полураствора 30∘.
Показатель адиабаты равен 𝛾 = 1.4. Как и в [28], используется сетка 361 × 121.

На рис. 1 приведены изолинии, полученные в настоящей работе и в [28]. При сравне-
нии результатов надо учитывать, что расчет [28] выполнен с применением 𝑇𝑉 𝐷-алго-
ритмов, соответственно, он демонстрирует более высокий уровень разрешения особен-
ностей течения. Применяемый здесь неявный метод [29] ориентирован на цели разделе-
ния стационарных и нестационарных решений и поэтому не использует 𝑇𝑉 𝐷-слагаемые,
которые сложно отобразить в стабилизирующих операторах. Вместо этого применяют-
ся диффузионные слагаемые, которые представлены и в стабилизирующих операторах
схемы, но несколько смазывают детали потока. Однако в целом решение описывается
этим методом правильно.

2. Алгоритм расчета течений в каналах с цилиндрическими
телами на оси

2.1. Граничные условия

На рис. 2 схематически представлены расчетная область и разностная сетка возле
цилиндрического тела, помещенного в открытом канале вращения. Все переменные
заданы на наветренной границе (HA). Когда рассматривается струйное течение,
на части этой границы задаются параметры струи: M = M 𝑗𝑒𝑡, 𝜌 = 𝜌𝑗𝑒𝑡, 𝑃 = 𝑃𝑗𝑒𝑡, — плот-
ность и давление, в безразмерной форме; 𝑣𝑗𝑒𝑡 = 0 — радиальная компонента скорости.
На оставшейся части границы (HA) задаются атмосферные параметры: M = 0;

Рис. 2. Схематическое представление расчетной области и разностной сетки
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𝜌 = 1 — плотность и 𝑃 = 1 — давление, в безразмерной форме; 𝑣 = 0. При иссле-
довании взаимодействий однородного потока с представленной конфигурацией исполь-
зуются условия M = M∞, 𝜌 = 1, 𝑃 = 1, 𝑣 = 0. На всех остальных границах условия
одинаковы для двух рассматриваемых здесь проблем. На границах (CB, CD, FE, FG),
соответствующих твердым поверхностям, нормальная компонента скорости полагается
равной нулю, остальные переменные экстраполируются. На оси симметрии HG ради-
альная компонента скорости полагается равной нулю, остальные переменные экстра-
полируются. Экстраполяционные соотношения используются также на границах DE
и 𝐴𝐵, соответствующих истечению газа из области исследования. Экстраполяционные
соотношения имеют вид 𝑓𝐼 = (1 + 𝑐)𝑓𝐼−1 − 𝑐𝑓𝐼−2, где 𝐼 — номер граничного узла; 𝑐 —
константа, которая имеет значение 0.3 для границы, совпадающей с осью симметрии,
𝑐 = 0.8 для выходных сверхзвуковых границ и границ, совпадающих с твердой поверх-
ностью, в остальных случаях 𝑐 = 0.

Профиль канала на участке [𝑎, 𝑏] с редукцией площади поперечного сечения описы-
вается формулой

𝑦(𝑥) =
𝑅− 16ℎ(𝑥− 𝑎)2(𝑥− 2𝑏 + 𝑎)2

(𝑏− 𝑎)4
.

2.2. Численный метод

На основе неявной схемы Рунге —Kутты [29] создана версия [25, 27] основной програм-
мы, предназначенная для использования при исследовании течений возле тел сложной
геометрической конфигурации. Рассмотрен случай, когда достаточно гладкие функции
𝑥 = 𝑥(𝑎, 𝑏), 𝑦 = 𝑦(𝑎, 𝑏) осуществляют отображение единичного квадрата на плоскости
переменных 𝑎, 𝑏 с вырезами {0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑎1, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑏1}, {𝑎2 ≤ 𝑎 ≤ 1, 0 ≤ 𝑏 ≤ 𝑏2}
на криволинейный четырехугольник с криволинейными четырехугольными вырезами
(рис. 2). Эта версия позволяет проводить вычисления, описываемые ниже, без разде-
ления сложной расчетной области на подобласти. Как исходный метод [29], так и его
модифицированная версия имеют третий порядок (вязкие слагаемые аппроксимируют-
ся со вторым порядком). Используется сетка 515 × 586.

Естественно, в численных расчетах применяются обезразмеренные величины. В ка-
честве обезразмеривающих параметров для плотности используется плотность невоз-
мущенного потока 𝜌∞, для давления — 𝑃∞, для скорости —

√︀
𝑃∞/𝜌∞, для простран-

ственных переменных максимальный внутренний радиус канала тел 𝑟𝑡𝑢𝑏, для времени —
𝑟𝑡𝑢𝑏/

√︀
𝑃∞/𝜌∞.

3. Результаты расчетов

3.1. Натекание струи на расположенный в канале цилиндр

Характеристикой осцилляций в какой-либо точке может служить среднеквадратическое
отклонение плотности ∆𝜌 от среднего значения:

∆𝜌 =

√︁
𝜌′2, 𝜌′2 =

𝑛=𝑁∑︀
𝑛=1

(𝜌𝑛 − 𝜌)2

𝑁
, 𝜌 =

𝑛=𝑁∑︀
𝑛=1

𝜌𝑛

𝑁
,

где 𝑁 — число временны́х уровней, по которым вычисляется величина ∆𝜌.
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Т а б л и ц а 1. Интенсивности автоколебаний при натекании струи на систему цилиндр—
труба

№
𝐿𝑡𝑢𝑏 𝑃𝑗𝑒𝑡 𝑟𝑗𝑒𝑡 𝑟𝑐𝑦𝑙 Δ𝜌(𝐶) Δ𝜌(𝐹 )варианта

1 1.0 1.6 0.5 0.45 0.0548 0.0190
2 1.0 1.8 0.5 0.45 0.0637 0.0438
3 1.1 1.6 0.5 0.055 0.0635 0.0471
4 1.1 1.6 0.5 0.5 0.0585 0.0292
5 1.1 1.6 0.5 0.6 0.0611 0.0506
6 1.2 1.6 0.5 0.45 0.0612 0.0206
7 1.2 1.6 0.5 0.65 0.0613 0.0515
8 1.3 1.6 0.5 0.55 0.0648 0.0361

В предпоследнем и последнем столбцах табл. 1 приведены значения среднеквад-
ратического отклонения плотности для разных течений в точках 𝐶 и 𝐹 (рис. 2) со-
ответственно. Для всех вариантов температура в начальном сечении струи принята
равной 𝑇𝑗𝑒𝑡 = 0.8, расстояние этого сечения от цилиндра 𝑑𝑗𝑒𝑡 = 1.5 (оба параметра даны
в безразмерной форме). Параметр ℎ, задающий сужение трубы, в этом случае равен
нулю.

На рис. 3 изображена динамика плотности для течения, в котором температура и
давление в начальном сечении струи приняты равными 𝑇𝑗𝑒𝑡 = 0.8 и 𝑃𝑗𝑒𝑡 = 1.8 (обезраз-
мерены делением на температуру и давление невозмущенной среды). Геометрические
параметры приняты равными 𝑟𝑐𝑦𝑙 = 0.45 (радиус цилиндра), 𝑟𝑗𝑒𝑡 = 0.5 (начальный ра-
диус струи), ℎ𝑗𝑒𝑡 = 1.5 (расстояние начального сечения струи от цилиндра), 𝐿𝑡𝑢𝑏 = 1.0,
𝐿𝑐𝑦𝑙 = 1.0 (𝐿𝑗𝑒𝑡 и 𝐿𝑐𝑦𝑙 — длина трубы и цилиндра). Этот вариант помещен в таблице под
номером 2. На графике приведены значения плотности в окрестности кромки цилиндра.
Виден периодический характер осцилляций, период равен 2.07.

Рис. 3. Динамика плотности, 𝑃𝑗𝑒𝑡 = 1.8

а б

Рис. 4. Изолинии плотности, 𝑡 = 57.0 (а) и 𝑡 = 57.0 + 𝑇/2 (б)
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Для иллюстрации характера колебаний на рис. 4, а приведены изолинии плотности
в моменты времени, разделенные половиной этого периода. Границы трубы и цилиндра
обозначены жирной линией. На рис. 4, б стрелкой внизу отмечено положение ударной
волны в предыдущий момент времени, изображенный на рис. 4, а. Можно видеть значи-
тельные колебания положения ударной волны, образованной в результате торможения
струи.

3.2. Взаимодействие сверхзвукового потока с системой цилиндр —труба

Поиск нестационарных течений проводился здесь при разных числах Маха с шагом 0.5.
Для каждого числа Маха выполнялись пробные расчеты при различных геометричес-
ких параметрах. Оказалось, что если сужение канала отсутствует, только стационарные
течения обнаруживаются в расчетах. Автоколебательные режимы найдены в тех случа-
ях, когда соотношение длин канала и цилиндра таково, что ударная волна, порожденная
торможением потока на торце цилиндра, приходит к кромке канала (обозначена симво-
лом 𝐶 на рис. 2). Поиск заканчивался, когда были найдены один–три нестационарных
варианта. Ниже приводятся примеры нестационарных течений при разных числах Ма-
ха.

В табл. 2 в последнем столбце приведены значения среднеквадратического отклоне-
ния плотности для разных течений. Среднеквадратические отклонения рассчитывались
в точке 𝐶 (см. рис. 2). Во всех вариантах радиус цилиндра принят равным 𝑅𝑐𝑦𝑙 = 0.3,
длина канала 𝐿𝑡𝑢𝑏 = 0.9 (оба параметра даны в безразмерной форме). Используется
сетка 515 × 586.

На рис. 5 представлена динамика плотности для течения, определенного геометри-
ческими параметрами: длина цилиндра 𝐿𝑐𝑦𝑙 = 1.4, радиус цилиндра 𝑅𝑐𝑦𝑙 = 0.3, длина

Т а б л и ц а 2. Интенсивности автоколебаний при натекании однородного потока на систему
цилиндр —труба

№
M∞ ℎ 𝐿𝑐𝑦𝑙 Δ𝜌(𝐶)варианта

1 3.0 0.09 1.4 0.251
1 3.0 0.07 1.5 0.179
2 3.5 0.06 1.5 0.770
3 3.5 0.08 1.5 0.853
4 4.0 0.04 1.6 1.051
5 4.0 0.07 1.5 1.017
6 4.5 0.06 1.6 1.502
7 4.5 0.07 1.5 1.239

Рис. 5. Динамика плотности, M∞ = 3.5; 1 — для сетки 515× 586, 2 — 715× 786
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а б

Рис. 6. Изолинии плотности: 𝑡 = 27.4 + 𝑇/8 (а) и 𝑡 = 27.4 + 5𝑇/8 (б)

канала 𝐿𝑡𝑢𝑏 = 0.9, наименьший радиус канала 𝑅min = 𝑅max − ℎ = 1 − ℎ = 0.92, ℎ = 0.08,
𝑎 = 𝑥(𝐹 ) + 0.25𝐿𝑐𝑦𝑙 , 𝑏 = 𝑎 + 0.1 (см. рис. 3). Этот вариант соответствует номеру 3
в табл. 2. Значения плотности брались в точке, обозначенной символом 𝐶 на рис. 2.
Этот вариант дополнительно исследован численно на сетке с увеличенным количеством
узлов, а именно, вместо сетки 515×586 использована сетка 715×786. В момент времени
𝑡 = 14 произведена интерполяция численного решения с сетки 515×586 на более мелкую
и решение просчитано до финального момента 𝑡 = 27.4. На графике плотности 5 видно,
что это течение почти периодическое с периодом 𝑇 = 2.19. В расчетах обнаружено, что
при увеличении числа Маха имеет место уменьшение периода автоколебаний.

Для иллюстрации характера колебаний на рис. 6 приведены изолинии плотности
в моменты времени, разделенные половиной этого периода. Границы трубы и цилиндра
обозначены жирной линией. Сравнивая рис. 6, а и 6, б, можно видеть, что они отличают-
ся только расположением точки пересечения скачков, т. е. автоколебания локализованы
возле зоны движения этой точки, т. е. возле кромки цилиндра (точка C на рис. 3). Ана-
логичная картина имеет место для всех автоколебательных течений, обнаруженных и
исследуемых в данной работе.

Заключение

Настоящая работа посвящена поиску автоколебательных течений посредством иссле-
дования течений с максимальным количеством “активных” элементов течения, а имен-
но контактных разрывов и точек пересечения разрывов — ударных волн с ударны-
ми волнами или ударных волн с контактными разрывами. Рассмотрены два семейства
нестационарных течений в каналах вращения с цилиндрическими телами на оси. Пер-
вое семейство образуется при втекании в каналы звуковых недорасширенных струй.
Представляется, что эти течения могут быть включены во второй класс (см. введение)
нестационарных течений — течений, возникающих при падении струй на поверхности.

Еще один класс исследованных течений образуется при взаимодействии однородных
сверхзвуковых потоков с системой цилиндр — канал. В расчетах обнаружены автоко-
лебательные режимы для чисел Маха набегающего потока в диапазоне 3 ≤ M∞ ≤ 4.5.
На первый взгляд их можно отнести к третьему классу течений, к тем, которые возни-
кают при натекании однородных потоков на открытые полости, обращенные навстречу
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этим потокам. Однако структура течений в данном случае более схожа с течениями
пятого класса, которые возникают при обтекании затупленных тел с выступающими
вперед элементами. Здесь внутренний цилиндр играет роль выступающего элемента,
в частности, генерируя ударную волну, в месте падения которой на торец цилиндра
возникают автоколебания. Но механизм автоколебаний в данном случае более сложен,
так как в порождении пульсаций играет роль дополнительный фактор — наличие суже-
ния канала, без которого автоколебательные режимы не обнаружены.
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Numerical investigation of self-oscillatory flows in the rotation channels
with cylindrical bodies on the axis
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This paper addresses a search for new self-oscillatory compressible flows and nu-
merical studies of these flows. These searches are carried out by computational mod-
elling of currents with the maximum number of contact discontinuities and points of
intersection of discontinuities — shock waves with shock waves or shock waves with
contact discontinuities. Two families of unsteady flows are considered. The first one
contains flows near underextended sonic jets, impinging on cylindrical bodies placed
in open tubes. The second family corresponds to interactions of uniform supersonic
streams with pairs containing the open channel of rotation (with transient crossection)
and a cylindrical body on the axis. Self-oscillatory regimes are found in both cases.
Two-dimensional axysimmetrical compressble flow equations are solved by an implicit
Runge—Kutta scheme of the third order. Algebraic turbulent viscosity is assumed
which is based on the implementation of the generalized Karman formulae.

Numerical results allow concluding that unsteady flows, which take place when
sonic jets impinge on a pair containing of cylinders and open tubes are typical for jets
impinging on obstacles. Flows, which take place when uniform streams interact with
these pairs comprise a new original class of self-oscillatory flows.
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