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Изучены монотонность и точность модифицированной схемы КАБАРЕ, ап-
проксимирующей квазилинейную гиперболическую систему законов сохранения.
Получены условия, при которых эта схема сохраняет монотонность разностного
решения относительно инвариантов линейного приближения аппроксимируемой
системы. В качестве конкретного примера рассмотрена аппроксимация системы
законов сохранения теории мелкой воды. На примере этой системы показано, что
подобно TVD-схемам повышенного порядка аппроксимации на гладких решениях
схема КАБАРЕ, несмотря на высокую точность при локализации ударных волн,
снижает свой порядок сходимости в областях их влияния.
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Введение

Для численного решения гиперболических уравнений предложена трехслойная по вре-
мени и двухточечная по пространству схема Upwind Leapfrog [1], которая имеет второй
порядок аппроксимации на гладких решениях, является явной и условно устойчивой
при числах Куранта 𝑟 ∈ (0, 1]. Детальный анализ этой схемы проведен в работах [2, 3],
где с учетом кососимметричности своего пространственного шаблона она названа схе-
мой КАБАРЕ. Основные достоинства этой схемы связаны с тем, что она задана на
компактном пространственном шаблоне, является обратимой по времени и точной при
двух различных числах Куранта 𝑟 = 0.5, 1, что наделяет ее уникальными диссипатив-
ными и дисперсионными свойствами [3].

Для численного решения уравнений одномерной газовой динамики [4, 5] разрабо-
тан балансно-характеристический вариант схемы КАБАРЕ [6], который с учетом кор-
рекции потоковых переменных (необходимой для монотонизации разностного решения
на ударных волнах) показал высокую точность при расчете классического теста Blast
Wave [7]. В настоящее время для численного моделирования пространственно много-
мерных газодинамических [8 – 10] и гидравлических [11] течений широко применяется
двухслойная по времени форма записи схемы КАБАРЕ [12]. Монотонность этой схе-
мы при аппроксимации линейного уравнения переноса в одномерном случае изучалась
в [13], а в многомерном — в [14]. Условия монотонности двухслойной по времени схе-
мы КАБАРЕ, аппроксимирующей скалярный закон сохранения с выпуклым потоком,
исследовались в [15].
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В настоящей работе результаты, полученные в [13 – 15], использованы для постро-
ения схемы КАБАРЕ, аппроксимирующей квазилинейную гиперболическую систему
законов сохранения и обеспечивающую сохранение монотонности разностного реше-
ния относительно инвариантов линейного приближения аппроксимируемой системы.
В качестве конкретного примера рассмотрена монотонная аппроксимация этой схемой
системы законов сохранения первого приближения теории мелкой воды. На примере
этой системы показано, что подобно TVD-схемам повышенного порядка аппроксима-
ции на гладких решениях [16 – 18] схема КАБАРЕ, несмотря на высокую точность при
локализации прерывных волн, снижает свой порядок сходимости в областях их влия-
ния. Приведены тестовые расчеты, иллюстрирующие эти свойства построенной схемы.

1. Схема КАБАРЕ, аппроксимирующая
гиперболическую систему законов сохранения

Рассмотрим задачу Коши для квазилинейной гиперболической системы законов сохра-
нения

u𝑡 + f(u)𝑥 = 0, u(𝑥, 0) = v(𝑥), (1.1)

где u(𝑥, 𝑡) — искомая, а f(u) и v(𝑥) — заданные гладкие вектор-функции, содержащие𝑚
компонент. Недивергентная форма записи системы (1.1) имеет вид

u𝑡 + 𝐴(u)u𝑥 = 0, 𝐴(u) = fu(u). (1.2)

Гиперболичность системы (1.2) означает, что все собственные значения 𝜆𝑖(u) матрицы
𝐴(u) действительны и соответствующие им левые собственные векторы l𝑖(u) образу-
ют базис в пространстве R𝑚. Будем предполагать, что все функции 𝜆𝑖(u) являются
знакопостоянными, т. е. принимают только положительные или только отрицательные
значения. Будем также считать, что каждая дифференциальная форма l𝑖(u)𝑑u инте-
грируема, в силу чего система (1.2) допускает запись в форме инвариантов

𝜕𝑤𝑖(u)

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑖(u)

𝜕𝑤𝑖(u)

𝜕𝑥
= 0, 𝑖 = 1,𝑚, (1.3)

где вектор инвариантов w = (𝑤1, 𝑤2, ..., 𝑤𝑚) системы (1.3) связан с вектором базисных
переменных u невырожденным преобразованием w = 𝑊 (u).

Применяя результаты, полученные в [13, 15], построим модификацию двухслойной
по времени схемы КАБАРЕ [12], которая при аппроксимации задачи Коши для гипер-
болической системы законов сохранения (1.1) обеспечивает сохранение монотонности
разностного решения относительно инвариантов линейного приближения этой систе-
мы. Схему КАБАРЕ будем строить на прямоугольной разностной сетке

{𝑥𝑗, 𝑡𝑛} : 𝑥𝑗 = 𝑗∆, 𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + 𝜏𝑛, 𝑡0 = 0, (1.4)

в которой ∆ — постоянный шаг сетки по пространству, а 𝜏𝑛 — переменный шаг сетки
по времени. В этой схеме используются потоковые u𝑛

𝑗 = u(𝑥𝑗, 𝑡𝑛) и консервативные
U𝑛

𝑗+1/2 = u(𝑥𝑗+1/2, 𝑡𝑛) векторные переменные, заданные соответственно в целых 𝑥𝑗 и
полуцелых 𝑥𝑗+1/2 = 𝑥𝑗 + ∆/2 пространственных узлах разностной сетки.

Пусть u𝑛
𝑗 , U𝑛

𝑗+1/2 — известное численное решение задачи (1.1) на 𝑛-м временном
слое 𝑡𝑛, при 𝑛 = 0 — сеточная аппроксимация начальной функции v(𝑥). Применяя
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подход, предложенный в [15], численное решение u𝑛+1
𝑗 , U𝑛+1

𝑗+1/2 на (𝑛 + 1)-м временном
слое 𝑡𝑛+1 будем находить по схеме КАБАРЕ в четыре этапа.

На первом этапе по разностным уравнениям

U
𝑛+1/2
𝑗+1/2 −U𝑛

𝑗+1/2

𝜏𝑛/2
+

f𝑛𝑗+1 − f𝑛𝑗
∆

= 0, f𝑛𝑗 = f(u𝑛
𝑗 ), (1.5)

вычисляются значения консервативных переменных U
𝑛+1/2
𝑗+1/2 = u(𝑥𝑗+1/2, 𝑡𝑛+1/2).

На втором этапе находятся значения потоков f
𝑛+1/2
𝑗 = f(u

𝑛+1/2
𝑗 ), где u

𝑛+1/2
𝑗 =

u(𝑥𝑗, 𝑡𝑛+1/2), которые применяются на третьем этапе для определения из разностных
уравнений

U𝑛+1
𝑗+1/2 −U𝑛

𝑗+1/2

𝜏𝑛
+

f
𝑛+1/2
𝑗+1 − f

𝑛+1/2
𝑗

∆
= 0 (1.6)

значений консервативных переменных U𝑛+1
𝑗+1/2

На четвертом этапе находятся значения потоковых переменных u𝑛+1
𝑗 .

2. Вычисление потоков на втором этапе
и потоковых переменных на четвертом этапе

В начале второго этапа по формулам

w𝑛
𝑗 = 𝑊

(︀
u𝑛
𝑗

)︀
, w𝑛

𝑗+1/2 = 𝑊
(︀
U𝑛

𝑗+1/2

)︀
, w

𝑛+1/2
𝑗+1/2 = 𝑊

(︁
U

𝑛+1/2
𝑗+1/2

)︁
(2.1)

определяются численные значения вектора инвариантов, которые используются для
вычисления компонент этого вектора в целых узлах на временных слоях (𝑛 + 1/2)
и (𝑛+1). Опишем процедуру этого вычисления для некоторого инварианта 𝑤𝑖, переноси-
мого со скоростью 𝜆𝑖 вдоль характеристик 𝑖-го семейства. Для краткости в приводимых
ниже формулах индекс 𝑖 будем опускать.

Предварительное значение инварианта �̄�𝑛+1
𝑗 определяется в зависимости от знака

функции 𝜆(u). При выполнении неравенства

𝜆(u) > 0 (2.2)

предварительное значение инварианта �̄�𝑛+1
𝑗 вычисляется по формуле

�̄�𝑛+1
𝑗 = 2𝑤

𝑛+1/2
𝑗−1/2 − 𝑤𝑛

𝑗−1, (2.3)

а при выполнении противоположного неравенства

𝜆(u) < 0 (2.4)

— по формуле
�̄�𝑛+1

𝑗 = 2𝑤
𝑛+1/2
𝑗+1/2 − 𝑤𝑛

𝑗+1. (2.5)

После этого находится предварительное значение инварианта

�̄�
𝑛+1/2
𝑗 =

(︀
𝑤𝑛

𝑗 + �̄�𝑛+1
𝑗

)︀
/2. (2.6)
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При помощи стандартного двухстороннего ограничителя

𝐹 (𝑢,𝑚,𝑀) =

⎧⎨⎩
𝑚, 𝑢 ≤ 𝑚,
𝑢, 𝑚 ≤ 𝑢 ≤𝑀,
𝑀, 𝑢 ≥𝑀,

значения �̄�𝑛+1/2
𝑗 с учетом результатов работы [13] корректируются по формуле

𝑤
𝑛+1/2
𝑗 = 𝐹

(︁
�̄�

𝑛+1/2
𝑗 ,𝑚𝑛

𝑗 ,𝑀
𝑛
𝑗

)︁
, (2.7)

в которой

𝑚𝑛
𝑗 = min

(︀
𝑤𝑛

𝑗−1/2,max(𝑤𝑛
𝑗 , 𝜙

𝑛
𝑗−1/2)

)︀
, 𝑀𝑛

𝑗 = max
(︀
𝑤𝑛

𝑗−1/2,min(𝑤𝑛
𝑗 , 𝜙

𝑛
𝑗−1/2)

)︀
при выполнении неравенства (2.2) и

𝑚𝑛
𝑗 = min

(︀
𝑤𝑛

𝑗+1/2,max(𝑤𝑛
𝑗 , 𝜓

𝑛
𝑗+1/2)

)︀
, 𝑀𝑛

𝑗 = max
(︀
𝑤𝑛

𝑗+1/2,min(𝑤𝑛
𝑗 , 𝜓

𝑛
𝑗+1/2)

)︀
при выполнении неравенства (2.4), где

𝜙𝑛
𝑗−1/2 =

𝑤𝑛
𝑗−1/2 −

(︁
1 − 𝜇

𝑛+1/2
𝑗−1/2

)︁
𝑤𝑛

𝑗−1

𝜇
𝑛+1/2
𝑗−1/2

, 𝜓𝑛
𝑗+1/2 =

𝑤𝑛
𝑗+1/2 −

(︁
1 − |𝜇𝑛+1/2

𝑗+1/2 |
)︁
𝑤𝑛

𝑗+1

|𝜇𝑛+1/2
𝑗+1/2 |

,

𝜇
𝑛+1/2
𝑗−1/2 =

𝜏𝑛
∆
|𝜆𝑛+1/2

𝑗−1/2 |, 𝜇
𝑛+1/2
𝑗+1/2 =

𝜏𝑛
∆
|𝜆𝑛+1/2

𝑗+1/2 |.

После вычисления вектора инвариантов w
𝑛+1/2
𝑗 во всех узлах 𝑗 полуцелого временного

слоя по формулам

f
𝑛+1/2
𝑗 = f

(︁
u
𝑛+1/2
𝑗

)︁
, u

𝑛+1/2
𝑗 = 𝑊−1

(︁
w

𝑛+1/2
𝑗

)︁
, (2.8)

где 𝑊−1 – оператор, обратный к оператору 𝑊 , находятся численные значения потоков
f
𝑛+1/2
𝑗 , которые на третьем этапе используются в разностном уравнении (1.6).

На четвертом этапе по формуле

̃︀w𝑛+1
𝑗 = 2w

𝑛+1/2
𝑗 −w𝑛

𝑗 (2.9)

находится второе предварительное значение вектора инвариантов. Компоненты этого
вектора корректируются по формуле

𝑤𝑛+1
𝑗 = 𝐹

(︀ ̃︀𝑤𝑛+1
𝑗 ,𝑚𝑛+1

𝑗 ,𝑀𝑛+1
𝑗

)︀
, (2.10)

в которой
𝑚𝑛

𝑗 = min
(︁
𝑤𝑛+1

𝑗−1/2, 𝑤
𝑛+1
𝑗+1/2

)︁
, 𝑀𝑛

𝑗 = max
(︁
𝑤𝑛+1

𝑗−1/2, 𝑤
𝑛+1
𝑗+1/2

)︁
,

где 𝑤𝑛+1
𝑗−1/2 и 𝑤𝑛+1

𝑗+1/2 – соответствующие компоненты векторов

w𝑛+1
𝑗−1/2 = 𝑊

(︁
U𝑛+1

𝑗−1/2

)︁
, w𝑛+1

𝑗+1/2 = 𝑊
(︁
U𝑛+1

𝑗+1/2

)︁
.
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После определения вектора инвариантов w𝑛+1
𝑗 по формуле

u𝑛+1
𝑗 = 𝑊−1

(︀
w𝑛+1

𝑗

)︀
(2.11)

находится вектор потоковых переменных на (𝑛 + 1)-м временном слое. На этом завер-
шается вычисление разностного решения u𝑛+1

𝑗 , U𝑛+1
𝑗+1/2 на (𝑛+1)-м временном слое. Шаг

разностной схемы по времени 𝜏𝑛 выбирается из условия устойчивости

𝜏𝑛 =
𝑟∆

max
𝑖,𝑗

|(𝜆𝑖)𝑛𝑗+1/2|
, (2.12)

где 𝑟 ∈ (0, 1), (𝜆𝑖)
𝑛
𝑗+1/2 = 𝜆𝑖(U

𝑛
𝑗+1/2).

Если в результате применения формул коррекции (2.7) и (2.10) предварительные
значения инвариантов не изменяются, т. е. 𝑤𝑛+1/2

𝑗 = �̄�
𝑛+1/2
𝑗 и 𝑤𝑛+1

𝑗 = ̃︀𝑤𝑛+1
𝑗 , то построен-

ная модификация схемы КАБАРЕ имеет второй порядок классической аппроксимации
в смысле тейлоровского разложения на гладких решениях. Численные расчеты пока-
зывают, что формулы (2.7) и (2.10) приводят к коррекции инвариантов в нескольких
узлах, расположенных в окрестности сильного разрыва, где отсутствует локальная (по-
точечная) сходимость разностного решения к точному. Если в результате такой коррек-
ции 𝑤𝑛+1/2

𝑗 ̸= �̄�
𝑛+1/2
𝑗 или 𝑤𝑛+1

𝑗 ̸= ̃︀𝑤𝑛+1
𝑗 , то порядок классической аппроксимации схемы

КАБАРЕ снижается до первого. Как показано в следующем разделе, коррекция инвари-
антов (2.7) и (2.10) обеспечивает монотонность разностного решения относительно ин-
вариантов линейного приближения аппроксимируемой гиперболической системы (1.1).

3. Монотонность схемы КАБАРЕ

Линейным приближением системы (1.2) относительно постоянного решения u0 = const
называется линейная гиперболическая система

𝜕u1

𝜕𝑡
+ 𝐴(u0)

𝜕u1

𝜕𝑥
= 0, (3.1)

получаемая в первом приближении по малому параметру 𝜀 ≪ 1 при подстановке в
систему (1.2) решения u(𝑥, 𝑡) = u0 + 𝜀u1(𝑥, 𝑡). Линейная система (3.1) имеет полный
набор инвариантов 𝑤𝑖(u1) = l𝑖(u0)u1, что позволяет записать ее в виде 𝑚 линейных
уравнений переноса

𝜕𝑤𝑖(u1)

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑖(u0)

𝜕𝑤𝑖(u1)

𝜕𝑥
= 0, 𝑖 = 1,𝑚. (3.2)

Если схема КАБАРЕ (1.4)–(1.6), (2.1)–(2.11) аппроксимирует линейную гиперболи-
ческую систему (3.1), то входящий в нее численный поток f𝑛𝑗 является линейной вектор-
функцией f𝑛𝑗 = 𝐴(u0)(u1)

𝑛
𝑗 . Умножая с учетом этого векторные разностные уравне-

ния (1.5) и (1.6) слева на левый собственный вектор l, соответствующий собственному
значению 𝜆 матрицы 𝐴(u0), получаем линейные разностные уравнения

𝑤
𝑛+1/2
𝑗+1/2 − 𝑤𝑛

𝑗+1/2

𝜏𝑛/2
+ 𝜆

𝑤𝑛
𝑗+1 − 𝑤𝑛

𝑗

∆
= 0,
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𝑤𝑛+1
𝑗+1/2 − 𝑤𝑛

𝑗+1/2

𝜏𝑛
+ 𝜆

𝑤
𝑛+1/2
𝑗+1 − 𝑤

𝑛+1/2
𝑗

∆
= 0,

аппроксимирующие соответствующее уравнение (3.2) и описывающие изменение чис-
ленных значений инварианта 𝑤 = lu1 на первом и третьем этапах реализации схе-
мы КАБАРЕ. Отсюда с учетом формул (2.1)–(2.11) и результатов работы [13] следует
сохранение монотонности численных значений инварианта 𝑤 при переходе с 𝑛-го на
(𝑛+ 1)-й временной слой. Это означает, что построенная схема КАБАРЕ сохраняет мо-
нотонность разностного решения относительно инвариантов линейного приближения
аппроксимируемой системы.

4. О точности разностных схем сквозного счета

В классической работе [19], широко известной в связи со схемой распада разрыва, введе-
но понятие монотонности разностной схемы и показано, что среди линейных разностных
схем нет монотонных схем повышенного порядка аппроксимации. Дальнейшее развитие
теории разностных схем сквозного счета для гиперболических систем законов сохране-
ния в значительной степени было направлено на преодоление этого “запрета Годунова”.
В результате разработаны различные классы разностных схем, в которых повышенный
порядок аппроксимации на гладких решениях и монотонность (при аппроксимации ли-
нейной системы и скалярного закона сохранения) достигались за счет нелинейной кор-
рекции потоков, приводящей к нелинейности этих схем даже при аппроксимации линей-
ного уравнения переноса. Перечислим основные классы таких схем: MUSCL-схемы [20],
TVD-схемы [21], NED-схемы [22], WENO-схемы [23], CABARET-схемы [12]. Основное
достоинство этих схем заключается в том, что они с высокой точностью локализуют
ударные волны при отсутствии существенных нефизических осцилляций.

При построении указанных выше схем повышенный порядок аппроксимации пони-
мается в смысле тейлоровского разложения на гладких решениях, что не гарантирует
аналогичного повышения точности при расчете разрывных решений. В работах [16 – 18]
было показано, что различные типы TVD-схем имеют не более чем пеpвый поpядок ло-
кальной (поточечной) сходимости в областях влияния удаpных волн и тем самым, по
существу, схемами повышенной точности не являются. Такое снижение порядков сходи-
мости свидетельствует о том, что в этих схемах происходит потеря точности при пере-
даче условий Гюгонио через размазанные фронты ударных волн. В работах [24, 25] для
TVD-схемы формально второго порядка, а в [26] для трех разных типов WENO-схем
формально пятого порядка точность передачи схемой условий Гюгонио через фронт
ударной волны оценивается путем определения порядка сходимости интеграла от раз-
ностного решения (а не от его модуля, как в норме 𝐿1), что соответствует сходимости
в соответствующей негативной норме [27]. В [24 – 26] показано, что в TVD- и WENO-
схемах такой порядок интегральной сходимости снижается до первого на интервалах
интегрирования, одна из границ которых находится в области влияния ударной волны.

Одна из основных причин такого снижения точности заключается в том, что ми-
нимаксная коррекция потоков, характерная для этих схем, вызывает снижение глад-
кости разностных потоков, что в свою очередь приводит к снижению порядка аппрок-
симации 𝜀-условий Гюгонио на фронтах ударных волн [28]. В то же время, как по-
казано в [24, 25], классические немонотонные схемы повышенной точности, имеющие
аналитические функции численных потоков и, как следствие, с повышенной точностью



О монотонности и точности схемы КАБАРЕ при расчете ... 43

аппроксимирующие 𝜀-условия Гюгонио, сохраняют повышенный порядок сходимости
в негативной норме при интегрировании по областям, содержащим сильные разрывы.
В результате эти немонотонные схемы, в отличие от схем типа TVD, сохраняют повы-
шенный порядок сходимости в областях влияния ударных волн, несмотря на заметные
схемные осцилляции на их фронтах.

Далее в данной работе указанными выше методами исследуется точность модифи-
цированной схемы КАБАРЕ.

5. Методы оценки точности схемы КАБАРЕ

Предположим, что задача Коши (1.1) имеет единственное обобщенное решение u(𝑥, 𝑡),
ограниченное при 𝑡 > 0. Для приближенного определения порядка сходимости к этому
точному решению разностного решения, получаемого по схеме КАБАРЕ на последо-
вательности сжимающихся сеток, будем использовать равномерные разностные сетки,
в которых шаг по времени является постоянным и с учетом условия устойчивости (2.12)
определяется по формуле

𝜏 = min
𝑛
𝜏𝑛 =

𝑟∆

max
𝑖,𝑗,𝑛

|(𝜆𝑖)𝑛𝑗+1/2|
. (5.1)

Поскольку в схеме КАБАРЕ основными переменными, определяющими точность раз-
ностного решения, являются консервативные переменные U𝑛

𝑗+1/2, заданные в полуце-
лых пространственных узлах 𝑥𝑗+1/2 = 𝑥𝑗 + ∆/2 = (𝑗 + 1/2)∆ разностной сетки, то для
корректного применения метода Рунге необходимо, чтобы полуцелые узлы основной
базисной сетки совпадали с некоторыми полуцелыми узлами более мелких сеток. Это
означает, что пространственный шаг более мелкой сетки должен быть как минимум
в 3 раза меньше, чем пространственный шаг более крупной сетки. Отметим, что при
оценке точности TVD- и WENO-схем [24 – 26], в которых основные переменные заданы
в целых узлах разностной сетки 𝑥𝑗 = 𝑗∆, минимальное отношение пространственных
шагов более крупной и более мелкой сеток равно 2.

Зафиксируем пространственный шаг ∆ равномерной базисной сетки (1.4), (5.1) и
рассмотрим последовательность разностных решений (U𝑘)𝑛𝑗+1/2 = u(𝑥𝑘𝑗+1/2, 𝑡

𝑘
𝑛) задачи

Коши (1.1), получаемых по схеме КАБАРЕ на последовательности сжимающихся сеток

{𝑥𝑘𝑗 , 𝑡𝑘𝑛} : 𝑥𝑘𝑗 = 𝑗∆𝑘, 𝑡𝑘𝑛 = 𝑛𝜏𝑘, 𝑛 ≥ 0; ∆𝑘 =
∆

3𝑘
, 𝜏𝑘 =

𝜏

3𝑘
, 𝑘 ≥ 0.

Выберем момент времени 𝑇 = 𝑚𝜏 = 3𝑘𝑚𝜏𝑘 > 0, для которого путем линейной интерпо-
ляции доопределим эти разностные решения до непрерывных по 𝑥 функций

U𝑘(𝑥, 𝑇 ) = (U𝑘)3
𝑘𝑚

𝑗−1/2 +
𝑥− 𝑥𝑘𝑗−1/2

∆𝑘

(︁
(U𝑘)3

𝑘𝑚
𝑗+1/2 − (U𝑘)3

𝑘𝑚
𝑗−1/2

)︁
, (5.2)

где 𝑥 ∈ [𝑥𝑘𝑗−1/2, 𝑥
𝑘
𝑗+1/2]. Зафиксируем интервал [𝑎, 𝑏] и зададим интегралы

u(𝑇, 𝑎, 𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

u(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥, U𝑘(𝑇, 𝑎, 𝑏) =

𝑏∫︁
𝑎

U𝑘(𝑥, 𝑇 )𝑑𝑥.
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Дадим следующее определение. На интервале [𝑎, 𝑏] последовательность разностных ре-
шений {(U𝑘)𝑛𝑗+1/2} с порядком 𝜌 ≤ 2 сходится в интегральной норме к точному решению
u(𝑥, 𝑡), если с точностью до 𝑜(∆𝜌

𝑘) выполнено условие

𝛿U𝑘(𝑇, 𝑎, 𝑏) = U𝑘(𝑇, 𝑎, 𝑏) − u(𝑇, 𝑎, 𝑏) = C∆𝜌
𝑘, (5.3)

где вектор-функция C не зависит от ∆𝑘.
Ограничение 𝜌 ≤ 2 связано с тем, что с учетом линейной интерполяции (5.2) ин-

тегралы U𝑘(𝑇, 𝑎, 𝑏) вычисляются по формуле трапеций, которая имеет второй порядок
точности на гладких функциях. Если рассчитываемое точное решение u(𝑥, 𝑡) не имеет
особенностей, то порядок интегральной сходимости 𝜌 для разностной схемы повышен-
ной точности на гладких решениях будет равен двум. В ином случае порядок такой
сходимости на интервале [𝑎, 𝑏], содержащем особенности точного решения или пересека-
ющемся с их областями влияния, может снижаться ниже двух, что зависит от точности
передачи схемой условий Гюгонио через размазанные фронты ударных волн [24, 25].

Для приближенного определения порядка интегральной сходимости 𝜌 в случае, ко-
гда точное разрывное решение u(𝑥, 𝑡) заранее неизвестно, необходимо провести три рас-
чета по схеме КАБАРЕ с достаточно малыми шагами ∆0 = ∆, ∆1 = ∆/3, ∆2 = ∆/9
и воспользоваться правилом Рунге. Вычитая из формулы (5.3) эту же формулу, в ко-
торой индекс 𝑘 заменен на 𝑘 + 1, получаем

𝛿U𝑘,𝑘+1(𝑇, 𝑎, 𝑏) = U𝑘(𝑇, 𝑎, 𝑏) −U𝑘+1(𝑇, 𝑎, 𝑏) = C(∆𝜌
𝑘 − ∆𝜌

𝑘+1). (5.4)

Взяв отношение модулей равенств (5.4) при 𝑘 = 1 и 𝑘 = 0, находим

|𝛿U1,2(𝑇, 𝑎, 𝑏)|
|𝛿U0,1(𝑇, 𝑎, 𝑏)|

=
∆𝜌

1 − ∆𝜌
2

∆𝜌
0 − ∆𝜌

1

=
(∆/3)𝜌 − (∆/9)𝜌

∆𝜌 − (∆/3)𝜌
=

(︂
1

3

)︂𝜌

.

Отсюда получаем искомую формулу

𝜌 = 𝜌(𝑇, 𝑎, 𝑏) = log1/3

|𝛿U1,2(𝑇, 𝑎, 𝑏)|
|𝛿U0,1(𝑇, 𝑎, 𝑏)|

. (5.5)

Если предположить, что последовательность разностных решений U𝑘(𝑥, 𝑇 ) с поряд-
ком 𝛼 сходится в некоторых точках 𝑥 к точному решению u(𝑥, 𝑇 ), т. е. в этих точках
с точностью до 𝑜(∆𝛼

𝑘 ) выполнено условие

𝛿U𝑘(𝑥, 𝑇 ) = U𝑘(𝑥, 𝑇 ) − u(𝑥, 𝑇 ) = c∆𝛼
𝑘 , (5.6)

где вектор-функция c не зависит от ∆𝑘, то порядки такой локальной (поточечной)
сходимости 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑇 ), определяемые по формуле, аналогичной (5.5), сильно осцил-
лируют в областях влияния ударных волн, что не позволяет эффективно оценить их
реальные значения. Как показано в [16, 29], подобная ситуация имеет место также и
для других разностных схем повышенной точности, в том числе TVD-схем [21]. Это
означает, что в разностных схемах сквозного счета повышенной точности классическая
локальная сходимость (5.6) отсутствует не только в окрестностях ударных волн, но
также и в значительной части их областей влияния. Поэтому, следуя [29], локальную
точность схемы КАБАРЕ при расчете разрывных решений будем определять путем
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вычисления порядков сходимости осредненного разностного решения U𝑙
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀), полу-

чаемого по рекуррентной формуле

U𝑖
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) =

1

2𝜀

𝑥+𝜀∫︁
𝑥−𝜀

U𝑖−1
𝑘 (𝜉, 𝑇, 𝜀)𝑑𝜉, U0

𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) = U𝑘(𝑥, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 𝑙, (5.7)

где 𝑙 и 𝜀 — заданные параметры осреднения.
Предположим, что в некоторых точках 𝑥 осредненное разностное решениеU𝑙

𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀)
с порядком 𝛽 сходится к осредненному точному решению u𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀), определяемому
по рекуррентной формуле, аналогичной (5.7):

u𝑖(𝑥, 𝑇, 𝜀) =
1

2𝜀

𝑥+𝜀∫︁
𝑥−𝜀

u𝑖−1(𝜉, 𝑇, 𝜀)𝑑𝜉, u0(𝑥, 𝑇, 𝜀) = u(𝑥, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 𝑙.

Это означает, что в таких точках 𝑥 с точностью до 𝑜(∆𝛽
𝑘) выполнено условие

𝛿U𝑙
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) = U𝑙

𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) − u𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀) = c∆𝛽
𝑘 , (5.8)

где вектор-функция c не зависит от ∆𝑘. Для приближенного определения порядка ло-
кальной сходимости 𝛽, по аналогии с (5.5), получаем формулу

𝛽 = 𝛽(𝑥, 𝑇, 𝑙, 𝜀) = log1/3

|𝛿U𝑙
1,2(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

|𝛿U𝑙
0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

, (5.9)

в которой
𝛿U𝑙

𝑘,𝑘+1(𝑥, 𝑇, 𝜀) = U𝑙
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) −U𝑙

𝑘+1(𝑥, 𝑇, 𝜀), 𝑘 = 0, 1. (5.10)

Из формулы (5.10) при 𝑘 = 0 с учетом формулы (5.8) при 𝑘 = 0, 1 имеем

𝛿U𝑙
0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀) = c

(︁
∆𝛽

0 − ∆𝛽
1

)︁
= c∆𝛽

(︀
1 − (1/3)𝛽

)︀
.

Отсюда с учетом (5.9) находим

c =
𝛿U𝑙

0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)

∆𝛽 (1 − (1/3)𝛽)
=
𝛿U𝑙

0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)

∆𝛽

(︃
1 −

|𝛿U𝑙
1,2(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

|𝛿U𝑙
0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

)︃−1

.

Подставляя это значение вектор-функции c в формулу (5.8), в которой 𝑘 = 0, получаем
приближенное выражение

𝛿U𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀) = 𝛿U𝑙
0(𝑥, 𝑇, 𝜀) = 𝛿U𝑙

0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)

(︃
1 −

|𝛿U𝑙
1,2(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

|𝛿U𝑙
0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

)︃−1

(5.11)

для вектора локальных дисбалансов осредненного разностного решения на базисной
сетке с пространственным шагом ∆ = ∆0.

В ряде случаев, наряду с оценкой точности вычисления базисных переменных (5.11),
полезно иметь информацию о точности, с которой находятся инварианты решения.
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По аналогии с формулой (5.11) для определения дисбалансов осредненного численного
значения вектора инвариантов w = 𝑊 (u) на базисной сетке с пространственным шагом
∆ = ∆0 имеем приближенную формулу

𝛿w𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀) = 𝛿w𝑙
0(𝑥, 𝑇, 𝜀) = 𝛿w𝑙

0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)

(︃
1 −

|𝛿w𝑙
1,2(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

|𝛿w𝑙
0,1(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

)︃−1

,

𝛿w𝑙
𝑘,𝑘+1(𝑥, 𝑇, 𝜀) = w𝑙

𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) −w𝑙
𝑘+1(𝑥, 𝑇, 𝜀), 𝑘 = 0, 1,

где осредненные значения w𝑙
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) вычисляются по рекуррентной формуле, анало-

гичной (5.7),

w𝑖
𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) =

1

2𝜀

𝑥+𝜀∫︁
𝑥−𝜀

w𝑖−1
𝑘 (𝜉, 𝑇, 𝜀)𝑑𝜉, w0

𝑘(𝑥, 𝑇, 𝜀) = w𝑘(𝑥, 𝑇 ), 𝑖 = 1, 𝑙,

в которой w𝑘(𝑥, 𝑇 ) = 𝑊 (U𝑘(𝑥, 𝑇 )).

6. Система уравнений теории мелкой воды

В качестве конкретной гиперболической системы (1.1) выберем систему уравнений пер-
вого приближения теории мелкой воды [30], для которой

u =

(︂
ℎ
𝑞

)︂
, f(u) =

(︂
𝑞

𝑞2/ℎ+ 𝑔ℎ2/2

)︂
, (6.1)

где ℎ(𝑡, 𝑥) и 𝑞(𝑡, 𝑥) — глубина и расход жидкости; 𝑔 — ускорение свободного падения.
При записи этой системы в форме инвариантов (1.3) получаем

𝜆1 = 𝑣 − 𝑐, 𝜆2 = 𝑣 + 𝑐, 𝑤1 = 𝑣 − 2𝑐, 𝑤2 = 𝑣 + 2𝑐,

где 𝑣 = 𝑞/ℎ— горизонтальная скорость жидкости; 𝑐 =
√
𝑔ℎ— скорость распространения

малых возмущений. Будем рассматривать только такие решения системы (1.1), (6.1),
которые описывают докритическое течение жидкости

|𝑣| < 𝑐 ⇒ 𝜆1 < 0, 𝜆2 > 0.

Рассмотрим для системы (1.1), (6.1) задачу Коши с периодическими начальными
данными

𝑣(𝑥, 0) = 𝑎 sin

(︂
2𝜋𝑥

𝑋
+
𝜋

4

)︂
, ℎ(𝑥, 0) =

1

4𝑔

(︂
𝑎 sin

(︂
2𝜋𝑥

𝑋
+
𝜋

4

)︂
+ 𝑏

)︂2

, (6.2)

которым соответствуют следующие начальные значения инвариантов:

𝑤1(𝑥, 0) = −𝑏, 𝑤2(𝑥, 0) = 2𝑣(𝑥, 0) + 𝑏 = 2𝑎 sin

(︂
2𝜋𝑥

𝑋
+
𝜋

4

)︂
+ 𝑏,

где 𝑎 = 2, 𝑏 = 10 и 𝑋 = 9.99. Точное решение этой задачи моделируется численным
расчетом по схеме КАБАРЕ на мелкой сетке с пространственным шагом ∆ = 0.005
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и безразмерным параметром 𝑔 = 10. Профили глубины, получаемые в этих расчетах
на отрезке [0, 𝑋] длины периода, показаны сплошными линиями на рис. 1, а в моменты
времени 𝑇 = 0.5 и 𝑇 = 1. Кружками изображены результаты расчета по схеме КАБАРЕ
на сетке с пространственным шагом ∆ = 0.2.

Из этих расчетов следует, что при 𝑇 ≈ 0.5 в результате градиентной катастрофы
в точке 𝑥 ≈ 6 отрезка [0, 𝑋] формируется ударная волна, распространяющаяся в поло-
жительном направлении оси 𝑥. При 𝑇 = 1 эта ударная волна достигает точки 𝑥 ≈ 9
и за ее фронтом образуется область влияния (след волны), лежащая внутри интервала
(4, 9). Аналогичные прерывные волны образуются на всех отрезках [𝑙𝑋, (𝑙+ 1)𝑋], 𝑙 ∈ Z.
К моменту времени 𝑇 = 1.5 эти прерывные волны проходят расстояние, превышающее
длину периода, и их области влияния покрывают всю ось 𝑥. Из рис. 1, а (справа) сле-
дует, что схема КАБАРЕ с высокой точностью локализует ударную волну, размазывая
ее на два пространственных интервала разностной сетки при отсутствии нефизических
осцилляций на фронте волны.

Точками на рис. 1, а показаны порядки интегральной сходимости 𝜌(𝑇, 𝑥𝑗, 𝑋), опре-
деляемые по формуле (5.5), а на рис. 1, б — порядки локальной сходимости 𝛽(𝑥𝑗, 𝑇, 𝑙, 𝜀),
где 𝑙 = 5, 𝜀 = 3∆, определяемые по формуле (5.9). На рис. 2 в логарифмической шкале
приведены относительные локальные дисбалансы

𝛿𝑉 (𝑥𝑗, 𝑇, 𝜀, 𝑙) =
|𝛿U𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀)|
|U𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀)|

(6.3)

а

б

Рис. 1. Результаты численных расчетов на моменты времени 𝑇 = 0.5 (слева) и 𝑇 = 1 (справа):
а — профиль глубины ℎ, получаемый при расчете на сетке с пространственным шагом Δ =
0.005 (сплошная линия, моделирующая точное решение); значения глубины ℎ, получаемые
при расчете на сетке с шагом Δ = 0.2 (кружки); порядки интегральной сходимости 𝜌 (точки),
определяемые по формуле (5.5); б — порядки локальной сходимости 𝛽 (точки), определяемые
по формуле (5.9)
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вычисления модуля вектора u𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀) осредненных базисных функций ℎ и 𝑞, а на рис. 3
в логарифмической шкале показаны относительные локальные дисбалансы

𝛿𝑤𝑖(𝑥𝑗, 𝑇, 𝜀, 𝑙) =
|𝛿𝑤𝑙

𝑖(𝑥, 𝑇, 𝜀)|
|𝑤𝑙

𝑖(𝑥, 𝑇, 𝜀)|
, 𝑖 = 1, 2, (6.4)

вычисления модулей компонент осредненного вектора инвариантов w𝑙(𝑥, 𝑇, 𝜀). Значе-
ния параметров 𝑙 и 𝜀 выбирались путем проведения серии тестовых расчетов с тем,
чтобы максимально уменьшить амплитуду осцилляций порядков локальной (поточеч-
ной) сходимости в области влияния ударной волны (рис. 1, б, справа).

На рис. 2 значения дисбалансов (6.3) в момент времени 𝑇 = 0.5 изображены круж-
ками, а в момент времени 𝑇 = 1 — точками. На рис. 3 значения дисбалансов (6.4)
инварианта 𝑤1 показаны треугольниками, а инварианта 𝑤2 — кружками. Расчеты ин-
тегральных и локальных порядков сходимости, а также относительных локальных дис-
балансов проводились на базисной сетке с пространственным шагом ∆ = 0.0135, что
соответствует 740 пространственным ячейкам сетки на отрезке [0, 𝑋] длины периода.

На рис. 1–3 результаты этих расчетов показаны для каждого 15-го пространствен-
ного узла 𝑗 = 15𝑖 разностной сетки. Выбор такого достаточно малого значения для
пространственного шага ∆ базисной сетки обусловлен тем, что при больших значениях
этого шага, например при ∆ = 𝑂(0.1), получаемые по формулам Рунге порядки инте-
гральной и локальной сходимости заметно зависят от величины ∆, особенно в области
влияния фронта ударной волны. Расчеты показали, что начиная со значения ∆ = 0.0135
такая зависимость при дальнейшем уменьшении пространственного шага базисной сет-
ки становится достаточно слабой.

Из рис. 1 (слева) можно заключить, что в момент времени 𝑇 = 0.5, когда ударная
волна еще не сформировалась, схема КАБАРЕ сохраняет второй порядок как инте-
гральной, так и локальной сходимости почти во всей расчетной области. Осцилляции
локальной сходимости при 𝑥 ≈ 5.2 и 𝑥 ≈ 7.4 связаны с тем, что схема КАБАРЕ, подобно
TVD-схемам [21], может снижать порядок сходимости в окрестностях экстремумов точ-
ного решения. Для преодоления этого недостатка схемы КАБАРЕ можно использовать
методы, предложенные в [31 – 33].

Рис. 2. Относительные локальные дисбалансы (6.3) на моменты времени 𝑇 = 0.5 (кружки),
𝑇 = 1 (точки)
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Из рис. 1, а (справа) следует, что схема КАБАРЕ, подобно TVD- и WENO-схемам
[24 – 26], имеет первый порядок интегральной сходимости на отрезках [𝑥𝑗, 𝑋], правая
граница которых расположена перед ударной волной, а левая граница — за ударной
волной в области ее влияния. В результате порядок локальной сходимости в обла-
сти влияния ударной волны также снижается приблизительно до первого порядка (см.
рис. 1, б, справа). Снижение точности схемы КАБАРЕ в области влияния ударной волны
приводит к тому, что в этой области возрастают значения локальных дисбалансов (6.3)
осредненного разностного решения (рис. 2 и 3). Причем максимальное возрастание про-
исходит не только на правой границе области влияния, которая примыкает к фронту
ударной волны, но и в окрестности ее левой границы, где точное решение является
достаточно гладким.

Как показано в [24, 25, 29], аналогичное снижение точности на границе области
влияния ударной волны, противоположной ее фронту, демонстрируют и другие раз-
ностные схемы повышенной точности, как типа TVD [21], так и немонотонные схемы
с гладкими функциями численных потоков такие, как схема Лакса—Вендроффа [34],
схема Русанова [35], схема МакКормака [36] и компактная схема из работы [29]. При-
чина этого заключается в том, что в точном решении задачи Коши (1.1), (6.1), (6.2)
из малой окрестности точки градиентной катастрофы выходят расходящиеся характе-
ристики первого семейства, распространяющиеся в расширяющейся окрестности левой
границы области влияния ударной волны и переносящие в эту окрестность значения
инварианта 𝑤1. Поэтому такое снижение точности разностных схем сквозного счета
аналогично снижению их точности при расчете центрированных волн разрежения [37].

Из рис. 3 следует, что инварианты 𝑤1 и 𝑤2 вычисляются с различной точностью.
Причем эта точность существенно снижается, когда характеристики, вдоль которых
переносится инвариант, проходят через область больших градиентов (рис. 3, а) или пе-
ресекают линию фронта ударной волны (рис. 3, б). В области влияния ударной волны
инвариант 𝑤1 вычисляется с заметно более низкой точностью (рис. 3, б), поскольку
именно он переносит в эту область информацию о точности, с которой разностная схе-
ма аппроксимирует условия Гюгонио на фронте волны. Поэтому снижение в данной

а б

Рис. 3. Относительные локальные дисбалансы (6.4) инвариантов 𝑤1 (треугольники) и 𝑤2

(кружки) на моменты времени 𝑇 = 0.5 (a), 𝑇 = 1 (б)
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области точности вычисления вектора базисных переменных u = (ℎ, 𝑞) прежде всего
связано со снижением точности вычисления инварианта 𝑤1.

Таким образом, схема КАБАРЕ подобно TVD- и WENO-схемам [24 – 26], но в отли-
чие от немонотонных схем Русанова и МакКормака, а также в отличие от компактной
схемы из [29] имеет не более чем первый порядок точности при расчете разрывных
решений с ударными волнами.

Заключение

Из результатов данной работы, а также работ [24–26, 29] следует, что в настоящее время
в теории и практике разностных схем сквозного счета сложилась следующая альтерна-
тива: невозможно одновременно с высокой точностью монотонно локализовать сильные
разрывы и сохранить повышенный порядок сходимости в областях их влияния. Поэто-
му в случае численного моделирования сложных течений с большим числом ударных
волн различной амплитуды следует использовать монотонные схемы формально повы-
шенной точности, обладающие хорошей разрешимостью на фронтах этих волн. В то же
время при необходимости с высокой точностью определять параметры течения в облас-
тях влияния изолированных ударных волн можно рекомендовать применение на доста-
точно мелких сетках немонотонных схем повышенной точности с гладкими функциями
численных потоков (типа схемы Русанова), обеспечивающих в этих областях скорость
сходимости на несколько порядков выше, чем схемы типа TVD.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 16-11-
10033).
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We studied the monotonicity and the accuracy of the modified CABARET scheme
approximating the quasilinear hyperbolic system of conservation laws. We obtained
conditions under which this scheme preserves the monotonicity of the finite-difference
solution with respect to invariants of the linear approximation of the considering system.
As a specific example, we considered the approximation for the system of conservation
laws for shallow water theory.

To determine the accuracy of the scheme in the regions influenced by shocks that
propagate with variable velocity and behind the fronts of which a non-constant solution
is formed, series of test calculations on the sequence of contracting grids were carried
out. These calculations enabled us to apply the Runge rule to define the order of
convergence of the finite-difference solution. To estimate the accuracy of the modified
CABARET scheme, the orders of its integral and local convergence are calculated, as
well as local disbalances in calculating of the absolute value of averaged basis functions
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vector and local disbalances in calculating of the absolute value of the components of the
averaged vector of invariants. The order of the integral convergence makes it possible
to estimate the accuracy of finite-difference schemes in translation of the Rankine-
Hugoniot conditions across a non-stationary shock wave front. In this case, the order
of integral convergence is calculated for the finite-difference solution itself (rather than
for its absolute value, as in the L1 norm) on spatial intervals crossing the shock wave.

It is shown that, like TVD-schemes of high order approximation on smooth solutions,
the CABARET scheme being formally of the second order, in spite of high accuracy in
the localization of shocks, reduces the order of integral convergence to the first order
on the integration intervals, one of the boundaries of which is in the region influenced
by a shock. The main reason of this decrease in accuracy is that the flux correction
used in the CABARET scheme to its monotonization leads to the decrease in the
smoothness of the finite-difference fluxes, which in turn leads to the decrease in the
order for approximation of Rankine-Hugoniot conditions on the shocks. As a result,
the local accuracy of the CABARET scheme in the regions of shocks influence also
decreases to about the first order.

Keywords: hyperbolic system of conservation laws, monotonicity and accuracy of
CABARET scheme, shallow water flows, shocks.
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