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Исследуются нелинейные колебания материальной точки, описываемые диф-
ференциальным уравнением второго порядка, под воздействием линейной упругой
силы, силы трения и силы электростатического притяжения, меняющейся с задан-
ным периодом. Рассматриваемое уравнение представляет математическую модель
микрорезонатора, в котором недеформируемая платформа с заданной массой на
пружине играет роль материальной точки. В связи с этим формулируется нели-
нейная краевая задача с условиями периодичности, которая используется для опи-
сания нелинейных колебаний платформы. Численное исследование краевой зада-
чи проводится методом продолжения решения по параметру на основе диффе-
ренциальных прогонок метода множественной стрельбы. В результате установле-
ны области параметров, в которых существуют периодические решения задачи
Коши для рассматриваемого дифференциального уравнения с периодом внешнего
воздействия с учетом их множественности и устойчивости. Приведены примеры,
в которых периодические решения переходят в хаотические колебания по сцена-
рию Фейгенбаума через удвоение периода.
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Введение

Работа посвящена численному исследованию свойств решения дифференциального урав-
нения, имеющего вид

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ Ω𝑦 =

𝑞 cos2 𝑡

(1 − 𝑦)2
, (1)

где 𝑏, Ω и 𝑞 — неотрицательные параметры. Уравнение (1) описывает в безразмерных
переменных колебания материальной точки единичной массы, присоединенной к пру-
жине с коэффициентом жесткости Ω, в среде с коэффициентом сопротивления 𝑏. Вид
правой части уравнения, где 𝑞 — параметр, обусловлен тем, что на материальную точ-
ку воздействует электростатическая сила притяжения, периодически меняющаяся во
времени по закону cos2 𝑡.

В приложениях уравнение (1) моделирует работу микрорезонатора, в котором неде-
формируемая платформа на условной пружине играет роль подвижного электрода, от-
деленного микрозазором от неподвижного электрода. Как известно, в случае малости
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зазора между электродами сила электростатического притяжения определяется из тео-
рии плоского конденсатора. В безразмерных переменных уравнения (1) сила электро-
статического притяжения обратно пропорциональна (1− 𝑦)2 и прямо пропорциональна
квадрату разности потенциалов. Под воздействием периодически меняющейся разности
потенциалов возбуждаются колебания платформы в среде с сопротивлением [1, 2].

Отметим, что рассматриваемая схема микрорезонатора широко используется в со-
временной микроэлектронике, а именно в области, получившей название “микроэлект-
ромеханические системы” (МЭМС). Достижения современной технологии предоставля-
ют возможность для конструирования приборов, работающих на этом принципе. В част-
ности, к приборам класса МЭМС относятся микрорезонаторы с микронными зазорами
и малыми массами подвижного электрода, что позволяет получать высокочастотные
колебания подвижного электрода. Имеется множество публикаций с описанием рабо-
ты микрорезонатора в рамках математической модели, представленной уравнением (1),
при различных законах зависимости разности потенциалов от времени. В качестве при-
мера сошлемся на монографию [3]. Приведенные в данной статье результаты численного
анализа нелинейных колебаний, описываемых уравнением (1), существенно расширяют
известные представления о возможных режимах работы микрорезонатора.

Из физической интерпретации модели следует ожидать, что в зависимости от соот-
ношения электростатической силы притяжения с указанной нелинейной зависимостью
от 𝑦 и упругой силы, пропорциональной 𝑦, возможны два типа поведения задачи Ко-
ши для уравнения (1). А именно, решение задачи Коши существует при всех 𝑡 > 0,
описывая нелинейные колебания в микрорезонаторе, и решение существует на конеч-
ном интервале времени, на котором 𝑦 стремится к единице. В этом случае нарушается
работа резонатора из-за соударения электродов.

Будем искать периодическое решение 𝑦(𝑡) уравнения (1) с тем же периодом, что
и правая часть. Тогда функция 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡 + 𝜋) на отрезке [0, 𝜋] является решением
нелинейной краевой задачи для уравнения (1) с условиями периодичности

𝑡 ∈ [0, 𝜋],
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ Ω𝑦 =

𝑞 cos2 𝑡

(1 − 𝑦)2
,

𝑦(0) = 𝑦(𝜋),
𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0) =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(𝜋). (2)

Отсюда следует, что задача Коши для уравнения (1)

𝑡 > 0,
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ Ω𝑦 =

𝑞 cos2 𝑡

(1 − 𝑦)2
,

𝑦(0) = 𝑦(0),
𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0) =

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(0), (3)

где начальные данные 𝑦(0), 𝑑𝑦/𝑑𝑡(0) взяты из решения краевой задачи (2) при 𝑡 = 0,
определяет 𝜋-периодические колебания при 𝑡 > 0.

К эффективным методам численного исследования нелинейных краевых задач для
систем обыкновенных дифференциальных уравнений на конечном отрезке относится
вариант метода продолжения решения по параметру на основе дифференциальных
прогонок метода множественной стрельбы [4, 5]. Отличительной особенностью этого
варианта метода является учет множественности решений, возникающей в процессе
построения зависимости решения нелинейной краевой задачи от параметра. В случае
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краевой задачи (2) метод позволяет выявить множественность периодических решений
уравнения (1) при одной и той же совокупности параметров модели.

Важно отметить, что применяемый в данной работе способ численного решения кра-
евой задачи (2) никак не связан с устойчивостью по начальным данным решения задачи
Коши (3). В случае устойчивости график решения задачи Коши будет совпадать с 𝑦(𝑡)
на каждом из отрезков [𝑘𝜋, (𝑘 + 1)𝜋], 𝑘 = 0, 1, 2, . . . Однако если решение неустойчи-
во, то численное решение задачи Коши будет описывать колебания, график которых
отличен от 𝑦(𝑡). Более того, возможны случаи, когда численное решение задачи Коши
будет стремиться к 1 на конечном интервале по времени, свидетельствуя об отсутствии
ограниченных колебаний.

В результате численного анализа были определены области существования и мно-
жественности периодических решений уравнения (1) с характеристикой их устойчиво-
сти. Отметим, что области, где периодические решения устойчивы, являются областями
работоспособности прибора.

Отдельное внимание в работе уделено явлениям резонанса и определению областей
изменения параметров модели, в которых происходит бифуркация устойчивости ре-
шения с рождением цикла удвоенного периода. Приведен пример возникновения ха-
отических колебаний по сценарию Фейгенбаума после каскада бифуркаций удвоения
периода.

1. Численное исследование нелинейной краевой задачи методом
продолжения решения по параметру

Приведем краткое описание численного метода исследования зависимости от параметра
решения нелинейной краевой задачи, имеющей более общую, чем (2), формулировку.

Рассмотрим на конечном отрезке [𝐴,𝐵] по 𝑡 нелинейную краевую задачу для систе-
мы из 𝑛 обыкновенных дифференциальных уравнений с краевыми условиями доста-
точно общего вида

𝑡 ∈ [𝐴,𝐵],
𝑑w

𝑑𝑡
= f(𝑡,w, 𝑞), g(w(𝐴),w(𝐵), 𝑞) = 0, (4)

где w, f и g — векторы с компонентами 𝑤𝑘, 𝑓𝑘 и 𝑔𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, соответственно,
𝑞 — скалярный параметр. Вектор-функции f(𝑡,w, 𝑞) и g(w(𝐴),w(𝐵)) определены как
достаточно гладкие по совокупности аргументов. Предполагается, что при некотором
значении параметра 𝑞 краевая задача (4) хорошо обусловлена и имеет непрерывно диф-
ференцируемое решение.

Заметим, что для поиска 𝑇 -периодических решений уравнения

𝑑w

𝑑𝑡
= f(𝑡,w, 𝑞), f(𝑡,w, 𝑞) = f(𝑡+ 𝑇,w, 𝑞),

краевые условия задачи (4), называемые условиями периодичности, имеют вид w(0) =
w(𝑇 ). В частном случае, который следует из (2), получим

𝑡 ∈ [0, 𝜋],
𝑑𝑤1

𝑑𝑡
= 𝑤2,

𝑑𝑤2

𝑑𝑡
=

𝑞 cos2(𝑡)

(1 − 𝑤1)2
− Ω𝑤1 − 𝑏𝑤2,

𝑤1(0) = 𝑤1(𝜋), 𝑤2(0) = 𝑤2(𝜋),

где 𝑤1 = 𝑦, 𝑤2 = 𝑑𝑦/𝑑𝑡.
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Для организации продолжения решения по параметру краевая задача рассматрива-
ется совместно с краевой задачей, определяющей производную решения по параметру.
Пусть w(𝑡, 𝑞) — решение задачи (4). При этом производная решения по параметру 𝑞
определяется как решение линейной краевой задачи:

𝑡 ∈ [𝐴,𝐵], 𝜈𝜈𝜈 =
𝜕w

𝜕𝑞
,

𝑑𝜈𝜈𝜈

𝑑𝑡
= 𝑓𝑤(𝑡,w(𝑡, 𝑞), 𝑞)𝜈𝜈𝜈 + f𝑞(𝑡,w(𝑡, 𝑞), 𝑞),

𝑔𝑤(𝐴)𝜈𝜈𝜈(𝐴) + 𝑔𝑤(𝐵)𝜈𝜈𝜈(𝐵) + g𝑞 = 0. (5)

Метод множественной стрельбы на основе дифференциальных прогонок по существу
позволяет представить проблему в виде системы нелинейных уравнений относитель-
но сеточных значений решения краевой задачи (4) на заданной сетке. Далее решение
полученной системы нелинейных уравнений изучается в зависимости от параметра 𝑞
методом продолжения по параметру.

Введем в рассмотрение сетку

𝐴 = 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑚 < 𝑡𝑚+1 = 𝐵, ℎ𝑖 = 𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖, (6)

обозначив через p𝑘 решение краевой задачи в 𝑘-м узле сетки: p𝑘 = w(𝑡𝑘, 𝑞), 𝑘 =
1, . . . ,𝑚+ 1. Пусть w(𝑡,p𝑘, 𝑞) — решение задачи Коши

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1],
𝑑w

𝑑𝑡
= f(𝑡,w, 𝑞), w(𝑡𝑘) = p𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚. (7)

Из непрерывности решения краевой задачи на отрезке [𝐴,𝐵], а также с учетом кра-
евого условия следует, что формально сеточные значения решения краевой задачи (4)
можно рассматривать как решение системы нелинейных уравнений

𝑘 = 1, . . . ,𝑚, 𝜓𝜓𝜓𝑘 = w(𝑡𝑘+1,p
𝑘, 𝑞) − p𝑘+1 = 0, 𝜓𝜓𝜓𝑚+1 = g(p1,p𝑚+1, 𝑞) = 0, (8)

векторная запись которой имеет вид

ΨΨΨ(P, 𝑞) = 0, (9)

где P и ΨΨΨ — составные векторы, включающие компоненты векторов p1,p2, . . . ,p𝑚+1 и
𝜓𝜓𝜓1(P, 𝑞), 𝜓𝜓𝜓2(P, 𝑞), . . . , 𝜓𝜓𝜓𝑚+1(P, 𝑞) соответственно.

Обозначим через Γ пространственную кривую в пространстве (P, 𝑞), определяемую
системой (9). Как известно [4–6], использование метода продолжения решения по па-
раметру для построения Γ связано с вычислением матрицы 𝐺 = [Ψ𝑃 (P, 𝑞),ΨΨΨ𝑞(P, 𝑞)]
размера 𝑚𝑛 × 𝑚𝑛 + 1 при выполнении условия, согласно которому ранг матрицы 𝐺
равен 𝑚𝑛. При этом кривая Γ может проходить через так называемые точки поворота,
в которых det[Ψ𝑃 (P, 𝑞)] = 0, что позволяет учесть множественность решений.

Отметим, что система (9) может определять несколько гладких пространственных
кривых. Для построения каждой из них методом продолжения по параметру требуется
задание стартового решения, что является неформализуемой проблемой.

Приведем описание серии задач Коши для вычисления элементов матрицы 𝐺.
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Непосредственно из системы (8) и краевых условий задачи (4) следует, что матрица
Ψ𝑃 (P, 𝑞) имеет вид

Ψ𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊 (𝑡2,p

1, 𝑞) −𝐼
𝑊 (𝑡3,p

2, 𝑞) −𝐼
𝑊 (𝑡4,p

3, 𝑞) −𝐼
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑊 (𝑡𝑚+1,p
𝑚, 𝑞) −𝐼

𝑔𝑝1(p
1,p𝑚+1, 𝑞) 𝑔𝑝𝑚+1(p1,p𝑚+1, 𝑞)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Здесь 𝑊 (𝑡,p𝑘, 𝑞) = 𝑑w/𝑑p𝑘(𝑡,p𝑘, 𝑞) — фундаментальная матрица решений, определяе-
мая задачей Коши на отрезке [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] для однородного матричного уравнения с мат-
ричной функцией 𝑓𝑤(𝑡,w(𝑡,p𝑘, 𝑞), 𝑞): 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1],
𝑑𝑊

𝑑𝑡
= 𝑓𝑤(𝑡,w(𝑡,p𝑘, 𝑞), 𝑞)𝑊, 𝑊 (𝑡𝑘,p

𝑘, 𝑞) = 𝐼.

Для определения столбца ΨΨΨ𝑞(P, 𝑞) матрицы 𝐺 воспользуемся тем же методом мно-
жественной стрельбы, применив его к краевой задаче (5). Обозначим через r𝑘 сеточ-
ное значение решения краевой задачи (5) в 𝑘-м узле сетки (6): 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚 + 1,
r𝑘 = 𝑑p𝑘/𝑑𝑞. Рассмотрим на отрезке [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1] задачу Коши для линейного уравнения

𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1],
𝑑𝜈𝜈𝜈

𝑑𝑡
= 𝑓𝑤(𝑡,w(𝑡,p𝑘, 𝑞), 𝑞)𝜈𝜈𝜈 + f𝑞(𝑡,w(𝑡,p𝑘, 𝑞), 𝑞), (10)

𝜈𝜈𝜈(𝑡𝑘) = r𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Пусть 𝜈𝜈𝜈 = 𝜈𝜈𝜈(𝑡,p𝑘, 𝑞) — решение задачи Коши (10). Воспользуемся представлением ре-
шения в виде

𝜈𝜈𝜈(𝑡,p𝑘, 𝑞) = 𝑊 (𝑡,p𝑘, 𝑞)r𝑘 + 𝜈𝜈𝜈0(𝑡,p
𝑘, 𝑞),

где 𝜈𝜈𝜈0(𝑡,p𝑘, 𝑞) — решение задачи Коши для (10) с нулевым начальным условием.
Из непрерывности решения краевой задачи (5) на отрезке [𝐴,𝐵], а также учета кра-

евого условия следует, что формально сеточные значения решения этой задачи пред-
ставляют решение системы линейных алгебраических уравнений

𝜙𝜙𝜙𝑘 = 𝑊 (𝑡𝑘+1,p
𝑘, 𝑞)r𝑘 − r𝑘+1 + 𝜈𝜈𝜈0(𝑡𝑘+1,p

𝑘, 𝑞) = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝜙𝜙𝜙𝑚+1 = 𝑔𝑝1(p
1,p𝑚+1, 𝑞)r1 + 𝑔𝑝𝑚+1(p1,p𝑚+1, 𝑞)r𝑚+1 + g𝑞(p

1,p𝑚+1, 𝑞) = 0

или с использованием векторной записи системы

Ψ𝑃 (P(𝑞), 𝑞)P𝑞 + ΨΨΨ𝑞(P(𝑞), 𝑞) = 0,

где P𝑞 и ΨΨΨ𝑞 — составные векторы, включающие компоненты векторов r1, r2,. . . r𝑚+1 и
𝜈𝜈𝜈0(𝑡2,p

1, 𝑞), 𝜈𝜈𝜈0(𝑡3,p2, 𝑞), . . . , 𝜈𝜈𝜈0(𝑡𝑚+1,p
𝑚, 𝑞),g𝑞(p1,p𝑚+1, 𝑞) соответственно.

На этом завершается описание численного исследования нелинейной краевой зада-
чи (4) методом продолжения решения по параметру, в котором выражения для ΨΨΨ, ΨΨΨ𝑞

и Ψ𝑃 определяются на итерациях по Ньютону. Для вычисления решения краевой за-
дачи в промежуточных точках сетки используется решение задачи Коши (7). Таким
образом, если система уравнений (9) относительно сеточных значений краевой зада-
чи имеет несколько решений в некоторой области изменения параметра 𝑞, то тем же
свойством обладает и решение краевой задачи.
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2. Периодическое решение задачи Коши, определяемое
из решения краевой задачи с условиями периодичности

Пусть при некотором значении параметра 𝑞 известно решение w(𝑡, 𝑞) краевой задачи (4)
с условиями периодичности на отрезке [0, 𝑇 ]:

𝑑w

𝑑𝑡
= f(𝑡,w, 𝑞), f(𝑡,w, 𝑞) = f(𝑡+ 𝑇,w, 𝑞), w(0) = w(𝑇 ). (11)

Тогда w(𝑡, 𝑞) описывает 𝑇 -периодическое решение задачи Коши для уравнения

𝑡 > 0,
𝑑w

𝑑𝑡
= f(𝑡,w, 𝑞), f(𝑡,w, 𝑞) = f(𝑡+ 𝑇,w, 𝑞), w(0) = w0, (12)

если в качестве w0 начального условия задачи Коши выбирается решение краевой за-
дачи (11) при 𝑡 = 0: w0 = w(0, 𝑞). Кроме того, необходимо, чтобы решение задачи Коши
было устойчиво по Ляпунову.

Для определения устойчивости периодического решения используются собствен-
ные числа матрицы монодромии — матрицанта однородного уравнения с матрицей
𝑓𝑤(𝑡,w(𝑡, 𝑞), 𝑞), вычисленного при 𝑡 = 𝑇 . Согласно теории Флоке—Ляпунова, если
все собственные числа матрицы монодромии расположены в круге единичного радиуса
комплексной плоскости, то имеет место устойчивость периодического решения задачи
Коши (12). Периодическое решение неустойчиво, если модуль хотя бы одного собствен-
ного числа оказался больше единицы. В других случаях устойчивость определяется
непосредственным интегрированием задачи Коши (12) [7].

Заметим, что в методе множественной стрельбы, основанном на дифференциальных
прогонках, матрица монодромии вычисляется одновременно с прогонкой на последнем
шаге.

Пример применения метода продолжения по параметру 𝑞 приведен на рис. 1. Здесь
представлена зависимость решения краевой задачи от параметра в виде графика 𝑦(0)
от 𝑞, построенного при Ω = 1.5, 𝑏 = 0. В области положительных значений парамет-
ра, расположенной левее точки поворота графика, краевая задача имеет два решения.
Решения, относящиеся к верхней части графика (пунктир), определяют неустойчивые
периодические решения задачи Коши (3). Кроме того, существует область изменения

Рис. 1. Пример диаграммы множественности решений краевой задачи (2) при Ω = 1.5, 𝑏 = 0 в
виде графика зависимости 𝑦(0) от параметра 𝑞: участки, представленные сплошной кривой, —
устойчивые периодические решения задачи Коши (3), пунктир — неустойчивые
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Рис. 2. Два типа потери устойчивости периодических решений задачи Коши (3) с начальны-
ми данными, взятыми из решения краевой задачи (2), диаграмма множественности которой
представлена на рис. 1

параметра 𝑞, в которой периодические решения, представленные в нижней части графи-
ка, также неустойчивы. Точки на участке сплошной кривой соответствуют устойчивым
периодическим решениям.

На рис. 2 приведены примеры потери устойчивости периодических решений задачи
Коши (3) с начальными данными, взятыми из решений краевой задачи (2), которые
соответствуют точкам на графике рис. 1. При 𝑞 = 0.4 (верхняя кривая) траектория
стремится на ограниченном временном отрезке к точке, в которой 𝑦 = 1. При 𝑞 =
0.46 (нижняя кривая) траектория описывает колебания, отличные от периодических,
которые остаются ограниченными при 𝑡 > 0.

3. Множественность решений и устойчивость
при отсутствии сопротивления

Численное исследование зависимости 𝜋-периодических решений (1) при 𝑏 = 0 и различ-
ных значениях Ω показывает, что качественное поведение зависимости решений краевой
задачи (2) от параметра 𝑞 на интервале 0 < Ω < 4 одинаково. В этом случае, соглас-
но диаграмме на рис. 1, краевая задача для каждого 𝑞 имеет два решения в области
𝑞 < 𝑞max, расположенной левее точки поворота, и не имеет решений в случае 𝑞 > 𝑞max.
При этом на интервале 0 < Ω < 1 одно из решений краевой задачи определяет устой-
чивое периодическое решение, а второе — неустойчивое. Начиная со значения Ω = 1
возникают области изменения параметра 𝑞, в которых оба решения краевой задачи
определяют неустойчивые периодические решения. Значение 𝑞max, определяющее поло-
жение точки поворота, возрастает с увеличением Ω начиная от значения 𝑞max = 0 при
Ω = 0.

При Ω = 4 происходит бифуркация качественного поведения зависимости решений
краевой задачи от параметра 𝑞. На интервале 4 < Ω < 16 определены области изме-
нения 𝑞, в которых краевая задача имеет четыре решения, два решения или не имеет
решений. В качестве примера на рис. 3 приведен график зависимости 𝑦(0) решения
задачи (2) от параметра 𝑞 при Ω = 5. Начиная со значения Ω = 9, как и в случае Ω = 1,
находятся решения краевой задачи с малым значением 𝑦(0) при малом 𝑞, которые опре-
деляют неустойчивые периодические решения.
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Рис. 3. Диаграмма множественности решений краевой задачи (2) при 𝑏 = 0, Ω = 5, в виде двух
веток графика зависимости значения 𝑦(0) от параметра 𝑞: участки, представленные сплошной
кривой, — устойчивые периодические решения задачи Коши (3), пунктир — неустойчивые

Рис. 4. Области с различным числом 𝜋-периодических решений уравнения (1) в плоскости
параметров (Ω, 𝑞) при 𝑏 = 0: в области 1 — два решения, одно из которых устойчиво, в обла-
сти 2 — два неустойчивых решения, в области 3 — четыре решения, одно из которых устойчиво,
в области 4 — четыре неустойчивых решения

В итоговой диаграмме на рис. 4 в плоскости (Ω, 𝑞) представлены области с различ-
ным числом 𝜋-периодических решений. В областях 1 и 2 лежат точки, соответствующие
значениям параметров Ω и 𝑞, при которых уравнение (1) имеет два 𝜋-периодических
решения. В областях 3 и 4 найдено четыре 𝜋-периодических решения. В областях 1 и 3
одно из периодических решений устойчиво, а в областях 2 и 4 устойчивых периодиче-
ских решений нет.

Отметим, что при малых значениях 𝑞 линеаризованное уравнение (1) имеет вид
неоднородного уравнения Матьё:

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ [(Ω − 𝑞) − 𝑞 cos 2𝑡]𝑦 =

𝑞

2
(cos 2𝑡+ 1).

При Ω = 𝑛2, 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., области неустойчивости на диаграмме Айнса—Стретта вы-
ходят на ось 𝑞 = 0 [8]. Отсюда можно сделать предположение о качественном поведении
решений краевой задачи в зависимости от параметров модели при Ω > 12. В частности,
численно подтверждается, что при переходе Ω через значения Ω = 4, 16, 36 и 64 изменя-
ется характер зависимости решений краевой задачи (2) от параметра 𝑞. В окрестности
каждой из точек Ω = 1, 9, 25, 49, 𝑞 = 0 появляются области, в которых ни одно из мно-
жества решений краевой задачи не определяет устойчивых периодических колебаний.
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4. Множественность решений и устойчивость с учетом
сопротивления среды

Пусть в некоторой области на плоскости (Ω, 𝑞) существуют решения краевой задачи (2).
Качественное отличие колебаний в среде с сопротивлением (𝑏 > 0) — появление под-
области 0 < 𝑞 < 𝑞*, в которой как минимум одному из решений краевой задачи (2)
соответствует устойчивое периодическое решение задачи Коши (3). При этом значе-
ние 𝑞* возрастает с увеличением 𝑏.

Пример диаграммы, на которой изображены области с различным числом 𝜋-пери-
одических решений уравнения (1) при 𝑏 = 0.1, приведен на рис. 5. Здесь в областях 1 и 2
существует два решения краевой задачи (2), а в областях 3 и 4 — четыре решения. При
этом в области 1 одному из решений краевой задачи соответствует устойчивое решение
задачи Коши (3), а второму — неустойчивое. В области 2 оба решения неустойчивы.
В области 3 из четырех решений краевой задачи два решения определяют устойчивые
колебания, а два — неустойчивые. В области 4 только одно из четырех 𝜋-периодических
решений уравнения (1) устойчиво.

5. Резонансные кривые, удвоение периода и хаос

Пусть 𝑦(𝑡) — устойчивое 𝜋-периодическое решение задачи Коши (3), совпадающее при
𝑦(0) = 𝑦0 и 𝑑𝑦/𝑑𝑡(0) = 𝑦′0 с решением краевой задачи (2) на периоде. Как показыва-
ет вычислительный эксперимент, при учете сопротивления решение задачи Коши (3)
с начальными данными, взятыми в некоторой окрестности 𝑦0, 𝑦

′
0, с ростом 𝑡 стремит-

ся к 𝑦(𝑡). При этом амплитуда колебаний 𝑎 может быть найдена из решения краевой
задачи (2). Применение метода продолжения решения краевой задачи (2) по парамет-
ру Ω позволяет построить зависимость амплитуды 𝑎 от параметра Ω, соответствующего
“безразмерной” частоте собственных колебаний.

На рис. 6 приведены резонансные кривые задачи Коши при 𝑏 = 0.1 с начальными
данными из окрестности решения краевой задачи при 𝑡 = 0: кривая 1 построена при
𝑞 = 0.15, кривые 2 и 3 — при 𝑞 = 0.25. Кривые 2 и 3 определяются с учетом пересечения
прямой 𝑞 = 0.25 с устойчивыми дугами на диаграмме рис. 5.

Рис. 5. Области с различным числом 𝜋-периодических решений уравнения (1) в плоскости
параметров (Ω, 𝑞), 𝑏 = 0.1
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Рис. 6. Примеры резонансных кривых задачи Коши с начальными данными из окрестности
решения краевой задачи при 𝑡 = 0, 𝑏 = 0.1: кривая 1 построена при 𝑞 = 0.15, кривые 2 и 3 — при
𝑞 = 0.25; различие кривых 2 и 3 соответствует чередованию устойчивости дуг на диаграмме
рис. 5

Из графика 1 следует, что решение краевой задачи существует при Ω > Ω1 = 0.476.
Как показывают вычисления, периодические решения задачи Коши (3), определяемые
из решения краевой задачи (2), устойчивы при всех Ω > Ω1. Резонансное значение
амплитуды колебаний достигается при Ω = Ω𝑟 = 4.25.

Графики 2 и 3 показывают, что краевая задача имеет решения для Ω, расположен-
ных правее точки поворота при Ω2 = 0.763. Как оказалось, при 1.22 = Ω3 < Ω < Ω4 =
1.42 и 4.5 = Ω5 < Ω < Ω6 = 4.81 решения краевой задачи (2) определяют только
неустойчивые периодические решения (3). Таким образом, в точках Ω3, Ω4, Ω5 и Ω6

происходит бифуркация устойчивости 𝜋-периодических решений. Отметим, что на ин-
тервале Ω ∈ (Ω4,Ω5) амплитуда устойчивых периодических решений возрастает. Затем
при Ω > Ω5 периодические решения теряют устойчивость, а решение задачи Коши стре-
мится к значению 𝑦 = 1 на конечном интервале времени. Правее точки поворота при
Ω = Ω6 краевая задача имеет решение, которое определяет устойчивые колебания при
всех Ω > Ω6.

Дальнейшее исследование периодических решений, принадлежащих кривой 2, пока-
зывает, что на интервале Ω ∈ (Ω3,Ω4) имеет место каскад бифуркаций удвоения пери-
ода. В точке Ω = Ω3 рождается устойчивое периодическое решение задачи Коши (3)
с периодом 2𝜋. При дальнейшем увеличении параметра Ω в точке Ω = 1.37293 возни-
кает решение задачи Коши с периодом 4𝜋. Эту последовательность точек бифуркации
можно продолжить.

Полученный в численном эксперименте каскад бифуркаций удвоения периода на
диаграмме, представленной на рис. 7, иллюстрирует переход к хаосу по сценарию Фей-
генбаума [9]. В таблице приведены численные оценки для первых шести значений Ω𝑖

последовательности Фейгенбаума и соответствующие значения 𝛿𝑖,

𝛿𝑖 =
Ω𝑖 − Ω𝑖−1

Ω𝑖+1 − Ω𝑖
, (13)

характеризующие скорость стремления Ω𝑖 к предельному значению. Значение 𝛿𝑖 сов-
падает с постоянной Фейгенбаума 𝛿 ≈ 4.6692016 с точностью до 10−2 уже после шести
удвоений периода.
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Рис. 7. Бифуркационная диаграмма уравнения (1) при 𝑞 = 0.25, 𝑏 = 0.1 (слева), значени-
ям 𝑦𝑘 соответствует выборка 𝑦(𝑡) с помощью сечения Пуанкаре: 𝑦𝑘 = 𝑦(𝜋𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . , 256;
фрагмент бифуркационной диаграммы в указанной области (справа)

𝑖 Ω𝑖 𝛿𝑖
1 1.21905 —
2 1.37293 17.098
3 1.38194 7.087
4 1.38321 4.704
5 1.38348 4.655
6 1.383537 —

Таким образом, ограниченные колебания в среде с сопротивлением со временем мо-
гут стремиться к периодическим колебаниям с периодом 2𝑛𝜋, 𝑛 = 0, 1, 2, . . ., или по-
рождать хаотические колебания. Кроме того, возможно возникновение периодических
колебаний с периодом, отличным от 2𝑛𝜋. В частности, численно подтверждается су-
ществование колебаний с периодом 3 · 2𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, . . .

Заключение
Используемый в работе вариант метода продолжения по параметру позволил подробно
изучить свойства решений уравнения (1), описывающих нелинейные колебания подвиж-
ного электрода в рамках математической модели микрорезонатора.

Рассмотрены примеры с построением областей в плоскости параметров модели с раз-
личным числом периодических решений и характеристикой их устойчивости. Результа-
ты представлены в виде диаграмм, на которых учтено влияние сопротивления среды.

Численное построение резонансных кривых показывает, что рост амплитуды нели-
нейных колебаний, описываемых уравнением (1) в среде с сопротивлением, может осу-
ществляться за счет приближения параметра Ω к некоторой резонансной частоте, зна-
чение которого зависит от параметров 𝑏 и 𝑞. Применяемый в данной работе способ ис-
следования периодических решений также позволил обнаружить примеры возрастания
амплитуды за счет бифуркации устойчивости 𝜋-периодического решения и рождения
колебаний с кратными периодами.

Показана возможность возникновения хаотических колебаний по сценарию Фейген-
баума через каскад бифуркаций удвоения периода.

Отметим, что предложенный вариант метода продолжения по параметру для реше-
ния нелинейных краевых задач может быть эффективно использован при исследовании
нелинейных колебаний в математических моделях МЭМС, подобных уравнению (1), где



74 Д.О. Пиманов

электростатические силы притяжения в правой части уравнения обусловлены различ-
ным характером внешних воздействий.
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Purpose. Study of a second order non-autonomous non-linear differential equation
that describes oscillations of a material point under the action of linear elastic force,
frictional force and the force of electrostatic attraction which varies in time with a given
frequency. The problem appears in applications of a mathematical model to MEMS
resonator where a non-deformable platform with given mass attached to a spring is
considered as a material point.

Methodology. In connection with the periodicity of external influence, the nonli-
near boundary value problem with periodicity conditions is formulated and investigated
numerically by the parameter continuation on the basis of the multiple shooting met-
hod. The stability of the obtained periodic solutions is determined using the spectrum
of the monodromy matrix.

Findings. The regions of existence for model parameters in which the periodic
solutions of the equation with the period of external forcing are defined taking into
account their multiplicity and stability. Numerical integration has shown that the non-
linear oscillations can also exist as stable periodic oscillations with a multiple period.
Furthermore, for appropriate values of parameters the chaotic oscillations appear by
the Feigenbaum scenario.

Originality. The proposed method of numerical investigation allows one to effecti-
vely study nonlinear properties of the model, such as multistability, nonlinear resonance
and the appearance of chaos.

Keywords: nonlinear vibration, boundary value problem, multiple shooting method,
parameter continuation, electrostatic attraction, period doubling bifurcation, Feigen-
baum cascade.
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