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Компактная разностная схема для уравнений нелинейной волоконной оптики,
ранее разработанная авторами, имеет второй порядок аппроксимации по эволю-
ционной переменной, и вопрос о его повышении без существенного усложнения
схемы оставался открытым. С целью исследования этой возможности примене-
но параметрическое осреднение искомого решения и сформулированы условия на
параметры, при выполнении которых порядок аппроксимации повышается.

Показано, что при симметричном осреднении порядок аппроксимации удает-
ся повысить до четвертого, однако схема оказывается абсолютно неустойчивой.
В случае несимметричного осреднения удается построить схемы третьего порядка
аппроксимации, однако условие их устойчивости оказывается настолько ограни-
чительным, что не возникает никаких преимуществ по сравнению с ранее разра-
ботанной авторской технологией.

Ключевые слова: компактная разностная схема, уравнение Шрёдингера, урав-
нение Гинзбурга — Ландау, повышенный порядок точности, нелинейная волокон-
ная оптика.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача Дирихле (или периодическая начально-краевая задача для од-
номерного уравнения Гинзбурга—Ландау (см., например, [1, 2]). В нелинейной оптике
оно обычно используется в форме

𝑖
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

𝐷

2

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ |𝑈 |2 𝑈 = 𝑖 𝛿 𝑈 + 𝑖 𝜀 |𝑈 |2 𝑈 + 𝑖 𝛽

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ (𝑖 𝜇− 𝜈) |𝑈 |4 𝑈, (1)

где комплексная искомая функция 𝑈 зависит от эволюционной переменной 𝑡, имею-
щей смысл нормированной длины распространения, и от так называемого медленного
времени 𝑥. Здесь 𝑖— мнимая единица, коэффициент𝐷 = 1 в случае нормальной диспер-
сии; коэффициенты 𝛿, 𝜀, 𝛽, 𝜇, 𝜈 в правой части вещественны, причем 𝛽 ≥ 0. В частном
случае, когда вся правая часть уравнения (1) заменена нулем, получается уравнение
Шрёдингера.

c○ ИВТ СО РАН, 2017
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Рассматриваемые здесь уравнения описывают процессы, протекающие в волокон-
ных лазерах, волоконно-оптических линях связи и в различных оптических устройст-
вах [2 – 4]. Типичными решениями таких уравнений являются функции, содержащие
ряд изолированных взаимодействующих сигналов в форме солитонов с малым носите-
лем. В случае применения традиционных разностных схем такой существенно неодно-
родный характер решений требует чрезвычайно детальной сетки и больших вычисли-
тельных затрат, в связи с этим для решения подобных задач чаще используются мето-
ды, основанные на быстром преобразовании Фурье [5]. Однако в случае больших задач
становится необходимой параллельная реализация, которая для спектральных мето-
дов, в отличие от разностных, довольно затруднительна. Поэтому повышение порядка
точности разностных схем представляется одним из актуальных путей для совершен-
ствования технологии расчетов, что неоднократно подтверждено результатами реше-
ния тестовых задач, свидетельствующими о колоссальном преимуществе высокоточных
схем [6 – 8] перед традиционными схемами второго порядка. В работах авторов [7, 8] со-
зданы абсолютно устойчивые трехслойные схемы четвертого порядка аппроксимации
относительного шага по “медленному времени” и второго порядка по эволюционной
переменной. В данной работе исследуется возможность повышения порядка аппрокси-
мации по эволюционной переменной без существенного усложнения схемы, путем более
тонкого использования ресурса трехслойности.

Для удобства представим уравнение (1) в канонической форме, умножив его на −𝑖.
В результате получим уравнение

𝜕𝑈

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑈), (2)

где

𝑎 = 𝛽 +
𝐷

2
𝑖, 𝑓(𝑈) = 𝑈 (𝛿 + 𝑧|𝑈 |2 + 𝑤 |𝑈 |4), (3)

𝑧 = 𝜀 + 𝑖, 𝑤 = 𝜇 + 𝜈 𝑖.

В зависимости от типа коэффициента 𝑎 и характера правой части 𝑓 уравнение (2) может
быть уравнением теплопроводности (вещественное 𝑎 > 0, правая часть 𝑓 — произволь-
ная вещественная функция; в этом случае 𝑡 — время, 𝑥 — пространственная перемен-
ная), уравнением Шрёдингера (мнимое 𝑎 = 𝐷𝑖/2 и кубичная нелинейность в правой
части 𝑓(𝑈) = 𝑖𝑈 |𝑈 |2) и уравнением Гинзбурга—Ландау (комплексное 𝑎 и функция
𝑓(𝑈) в виде (3)).

Формально уравнение (2) выглядит как уравнение теплопроводности, а для него из-
вестна классическая схема повышенного порядка точности Микеладзе [9], обладающая
точностью 𝑂(𝜏 2 + ℎ4), где ℎ и 𝜏 — шаги равномерной сетки по 𝑥 и 𝑡 соответственно.
В работах [7, 8] с целью избежать итераций по нелинейности схема Микеладзе записы-
валась в виде трехслойной с удвоенным шагом по эволюционной переменной, причем
в аппроксимациях дифференциальных операторов решение на среднем слое вообще не
фигурировало, а нелинейная правая часть, напротив, аппроксимировалась исключи-
тельно на среднем слое. Этот прием позволил одновременно сохранить повышенный
порядок точности схемы, не потерять свойства абсолютной устойчивости и избежать
нелинейности на верхнем слое. Запишем соответствующую схему в виде

𝑆
𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛−1

2 𝜏
= 𝑎Λ

𝑈𝑛+1 + 𝑈𝑛−1

2
+ 𝑆𝑓𝑛, (4)
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где Λ — трехточечный разностный аналог двойного дифференцирования по 𝑥; 𝐸 —
тождественный оператор; 𝑆 — оператор специального осреднения,

𝑆𝑤(𝑥) =

(︂
𝐸 +

ℎ2

12
Λ

)︂
𝑤(𝑥) =

𝑤(𝑥 + ℎ) + 𝑤(𝑥− ℎ)

12
+

5

6
𝑤(𝑥). (5)

Мысль о возможном повышении порядка аппроксимации по 𝜏 за счет использования
трехслойности схемы возникла в связи с тем, что в похожем случае трехслойной схемы
для уравнения колебаний был достигнут положительный результат [10, 11] при попытке
повышения порядка точности по времени до четвертого.

2. Схема с симметричным осреднением

Для нашего случая идея повышения порядка точности состоит в том, чтобы вместо
полусуммы в трехслойную схему (4), (5) ввести параметрическое осреднение по трем
слоям, а значения параметров выбрать так, чтобы слагаемые порядка 𝑂(𝜏 2) в разложе-
нии погрешности обратились в нуль.

Итак, рассмотрим схему вида

𝑆
𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛−1

2 𝜏
= 𝑎Λ(𝛿𝑈𝑛+1 + (1 − 2𝛿)𝑈𝑛 + 𝛿𝑈𝑛−1) + Ω𝑓𝑛, (6)

где 𝛿 и Ω — пока не определенные параметр и разностный оператор. Разложением
по формуле Тейлора в окрестности центра шаблона схемы вычислим ее погрешность
на достаточно гладких решениях исходного уравнения (2). C учетом разложений

Λ =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

ℎ2

12

𝜕4

𝜕𝑥4
+ 𝑂(ℎ4) = 𝑆

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑂(ℎ4),

𝛿𝑈𝑛+1 + (1 − 2𝛿)𝑈𝑛 + 𝛿𝑈𝑛−1 = 𝑈 + 𝛿𝜏 2
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+ 𝑂(𝜏 4)

и следствий исходного уравнения (2), полученных его дифференцированием, для по-
грешности схемы получим выражение

Ψ = 𝜏 2𝑆

(︂(︂
1

6
− 𝛿

)︂
𝑎

𝜕4𝑈

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
−
(︂

Ω𝑓 − 𝑓 − 𝜏 2

6

𝜕2𝑓

𝜕𝑡2
− ℎ2

12

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2

)︂)︂
+ 𝑂(𝜏 4 + ℎ4).

Выберем параметр и правую часть в виде

𝛿 =
1

6
, Ω𝑓𝑛 = 𝑆𝑓𝑛 +

𝜏 2

6

𝑓𝑛+1 − 2𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1

𝜏 2
. (7)

Тогда погрешность симметричной схемы (6), (7) составит величину 𝑂(𝜏 4 + ℎ4).
Анализ устойчивости симметричной схемы. Исследуем устойчивость схемы

(6), (7) для однородного уравнения в предположении 𝑎 > 0. Дисперсионный анализ при-
водит к квадратному уравнению для коэффициента 𝜌 возрастания гармоники exp(𝑖𝜔𝑥):(︂

1 − 𝜆

3

)︂
(𝜌2 − 1) +

4

3
𝐾𝜆(𝜌2 + 4𝜌 + 1) = 0, 𝜆 = sin2 𝜔 ℎ

2
, 𝐾 =

𝑎 𝜏

ℎ2
.
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Для оценки корней дисперсионного уравнения представляется целесообразным вос-
пользоваться критерием Гурвица (см., например, [12]), в общем случае определяющим
необходимые и достаточные условия принадлежности всех корней полинома с веще-
ственными коэффициентами комплексной полуплоскости 𝑅𝑒𝑧 < 0. При специальном
дробно-линейном преобразовании полуплоскость взаимно-однозначно переходит в еди-
ничный круг, поэтому критерий можно переформулировать как условие принадлежнос-
ти корней единичному кругу |𝜌| ≤ 1 . В интересующем нас частном случае квадратного
уравнения критерий Гурвица во второй формулировке гласит: корни квадратного урав-
нения 𝐴𝜌2 +𝐵𝜌+𝐶 = 0 с вещественными коэффициентами тогда и только тогда лежат
в единичном круге |𝜌| ≤ 1 комплексной плоскости, когда выполняются два неравенства:⃒⃒⃒⃒

𝐶

𝐴

⃒⃒⃒⃒
≤ 1,

⃒⃒⃒⃒
𝐵

𝐴

⃒⃒⃒⃒
≤ 1 +

𝐶

𝐴
.

В нашем случае коэффициенты квадратного уравнения имеют вид

𝐴 = 4𝐾𝜆 + 3 − 𝜆, 𝐵 = 16𝐾𝜆, 𝐶 = 4𝐾𝜆− 3 + 𝜆.

Ясно, что 𝐾 > 0, а 𝜆 пробегает интервал (0, 1), когда частота гармоники пробегает весь
спектр, поэтому здесь 𝐴 > 0. Простой подстановкой в неравенства конкретных выраже-
ний коэффициентов нетрудно установить, что первое из неравенств критерия истинно
для всех гармоник. Второе же неравенство, напротив, ложно для любой гармоники,
так как 𝐴 + 𝐶 = 8𝐾𝜆 < 16𝐾𝜆 = 𝐵. Следовательно, симметричная схема (6) абсолютно
неустойчива и поэтому для расчетов, к сожалению, непригодна.

3. Несимметричная схема

Рассмотрим схему вида

𝑆

(︂
𝜎
𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛

𝜏
+ (1 − 𝜎)

𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1

𝜏

)︂
= 𝑎ΛΣ𝑈𝑛 + Ω𝑓𝑛,

Σ𝑈𝑛 =
(︀
𝛿+𝑈

𝑛+1 + (1 − 𝛿+ − 𝛿−)𝑈𝑛 + 𝛿−𝑈
𝑛−1

)︀
, (8)

где оператор правой части Ω и параметры осреднения 𝜎, 𝛿+ и 𝛿− пока неизвестны и
подлежат определению исходя из условий аппроксимации. Вычислим погрешность схе-
мы (3) на классе достаточно гладких решений исходного уравнения (2). Из разложений

𝛿+𝑈
𝑛+1 + (1 − 𝛿+ − 𝛿−)𝑈𝑛 + 𝛿−𝑈

𝑛−1 = 𝑈 + 𝜏(𝛿+ − 𝛿−)
𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

𝜏 2

2
(𝛿+ + 𝛿−)

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+ 𝑂(𝜏 3),

𝜎
𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛

𝜏
+ (1 − 𝜎)

𝑈𝑛 − 𝑈𝑛−1

𝜏
=

𝜕𝑈

𝜕𝑡
+

𝜏

2
(2𝜎 − 1)

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+

𝜏 2

6

𝜕3𝑈

𝜕𝑡3
+ 𝑂(𝜏 3)

с учетом дифференциальных следствий исходного уравнения (2) для погрешности схе-
мы получим выражение

Ψ = 𝑆

(︂
𝜏(𝜎 − 1

2
− 𝛿+ + 𝛿−)

𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
+

𝜏 2

2

(︂
1

3
− 𝛿+ − 𝛿−

)︂
𝜕3𝑈

𝜕𝑡3

)︂
−

−Ω𝑓 + 𝑆

(︂
𝑓 + 𝜏(𝛿+ − 𝛿−)

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

𝜏 2

2
(𝛿+ + 𝛿−)

𝜕2𝑓

𝜕𝑡2

)︂
+ 𝑂(𝜏 3 + ℎ4).



О повышении точности по эволюционной переменной ... 61

Следовательно, если параметры схемы (3) связать соотношениями

𝛿+ − 𝛿− = 𝜎 − 1

2
, 𝛿+ + 𝛿− =

1

3
, (9)

где 𝜎 остается свободным параметром, а правую часть аппроксимировать выражением

Ω𝑓𝑛 = 𝑆

(︂
𝑓𝑛 + 𝜏

(︂
𝜎 − 1

2

)︂
𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛−1

2𝜏
+

𝜏 2

6

𝑓𝑛+1 − 2𝑓𝑛 + 𝑓𝑛−1

𝜏 2

)︂
, (10)

то погрешность Ψ составит величину 𝑂(𝜏 3 + ℎ4). Из системы уравнений (9) находим
параметры осреднения

𝛿+ =
𝜎

2
− 1

12
, 𝛿− =

5

12
− 𝜎

2
. (11)

Таким образом, получено однопараметрическое семейство компактных схем (3) с усло-
виями (10), (11), аппроксимирующих уравнение (2) с погрешностью 𝑂(𝜏 3 + ℎ4).

Анализ устойчивости несимметричной схемы. Исследуем устойчивость схе-
мы (3) для однородного уравнения и в предположении 𝑎 > 0. Дисперсионное соотноше-
ние имеет вид(︂

1 − 𝜆

3

)︂(︀
𝜎(𝜌2 − 𝜌) + (1 − 𝜎)(𝜌− 1)

)︀
+ 2𝐾𝜆

(︂(︂
𝜎 − 1

6

)︂
𝜌2 +

4

3
𝜌 +

5

6
− 𝜎

)︂
= 0.

Оно представляется в виде канонического квадратного уравнения 𝐴𝜌2 + 𝐵𝜌 + 𝐶 = 0
с коэффициентами

𝐴 =

(︂
1 − 𝜆

3

)︂
𝜎 + 2𝐾𝜆

(︂
𝜎 − 1

6

)︂
,

𝐵 =

(︂
1 − 𝜆

3

)︂
(1 − 2𝜎) +

8

3
𝐾𝜆,

𝐶 =

(︂
1 − 𝜆

3

)︂
(𝜎 − 1) + 2𝐾𝜆

(︂
5

6
− 𝜎

)︂
.

Предположим, что 𝐴 > 0. Это справедливо, в частности, при 𝜎 ≥ 1/6, а дальнейший
анализ показывает, что потребуется еще более жесткое ограничение на 𝜎. При положи-
тельном 𝐴 требования критерия Гурвица означают систему неравенств

−𝐴 ≤ 𝐶 ≤ 𝐴, −𝐴− 𝐶 ≤ 𝐵 ≤ 𝐴 + 𝐶.

Заметим, что 𝐴, 𝐵 и 𝐶 линейно зависят от 𝜆, поэтому достаточно исследовать нера-
венства только на концах промежутка, т. е. при 𝜆 = 0 и 𝜆 = 1. Подставив в систему
неравенств выражения коэффициентов при этих значениях, нетрудно получить точные
условия ее истинности ∀𝜆 ∈ (0, 1):

𝜎 ≥ 1

2
, 𝐾 ≤ 2𝜎 − 1. (12)
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Заключение

Следует подчеркнуть, что при повышении порядка точности в правую часть (3) при-
шлось ввести осредненные по трем слоям значения функции 𝑓 , зависящей от решения,
и тем самым пожертвовать важным свойством безытерационности. В этом смысле схе-
мы семейства (3) проигрывают ранее построенной безытерационной схеме [7, 8].

Далее, необходимый критерий устойчивости (12) однопараметрического семейства
несимметричных компактных схем (3) ограничивает шаг 𝜏 величиной, пропорциональ-
ной квадрату шага ℎ:

𝜏 ≤ 2𝜎 − 1

𝑎
ℎ2.

Тестовые расчеты показали, что этот критерий оказался довольно точным на практике
в том смысле, что даже минимальные его нарушения приводили к быстрому появле-
нию осцилляций и фатальному их развитию. Схема [7, 8], напротив, является абсолют-
но устойчивой, но характер ее погрешности 𝑂(𝜏 2 + ℎ4) также вынуждает соблюдать
соотношение 𝜏 = 𝑂(ℎ2) при стремлении шагов к нулю. Иначе говоря, ограничения на
шаг аналогичны, хотя и вызваны разными причинами: для ранее разработанной схе-
мы [7, 8] — условиями аппроксимации, а для схемы (3) — условиями устойчивости. Та-
ким образом, хотя несимметричная схема (3) имеет формально более высокий порядок
аппроксимации по эволюционной переменной, чем ее предшественница [7, 8], реально
воспользоваться этим для укрупнения шага счета по 𝜏 не представляется возможным.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-
72-30006).
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Increasing the order of accuracy for the evolutionary variable of the
compact difference schemes approximating the equations of nonlinear fiber
optics
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The compact finite difference scheme for the equations of nonlinear fiber optics
developed by the authors earlier has the second order of approximation with respect to
the evolutionary variable so the problem for the improvement of approximation accuracy
without essential complication of the scheme is still open. Considering the study of this
issue as a goal, we applied parametric averaging and formulated conditions under which
the approximation order increases.

It is proved that in case of the symmetric averaging the order of approximation
increases to the fourth order; however the scheme becomes absolutely unstable. In case
of the asymmetrical averaging it is possible to construct schemes of the third order
of approximation, however the condition of their stability is so strong that there are no
advantages compared to the earlier schemes developed by the authors.
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