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Рассмотрен метод расчета многофазных течений со свободной поверхностью
в односкоростном приближении на базе полностью неявной связи скорости и дав-
ления при решении системы уравнений Навье —Стокса. Связь уравнения нераз-
рывности и уравнений сохранения количества движения осуществляется за счет
неявных слагаемых градиента давления и массового потока. Представлены основ-
ные формулы дискретизации уравнений и вид коэффициентов, которые сумми-
руются в общую связанную матрицу. Приведены основные шаги вычислительной
процедуры. Верификация предложенного метода осуществляется на задачах, име-
ющих экспериментальные данные, таких как задача об обрушении плотины, гид-
равлический прыжок и падение параллелепипеда в воду.
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Введение

Многофазные течения встречаются практически везде, где имеется жидкость. Это по-
верхностные волны, капли, струи, пузыри, пленки и т. д. Они играют огромную роль
в природе и технике. Экспериментальное исследование подобного рода задач зачастую
сопряжено со значительными трудностями и затратами, поэтому разработка эффектив-
ных численных методов и алгоритмов, способных достоверно описывать такие течения,
является актуальной.

Среди многофазных течений особую сложность представляют течения со свобод-
ной поверхностью, например течения несмешивающихся жидкостей. Основная пробле-
ма при моделировании таких течений — отслеживание поверхности раздела на фикси-
рованной расчетной сетке. Проблема усугубляется еще и тем, что необходимо получить
новое качество моделирования фазовых переходов на границе раздела сред. Обзор те-
кущего состояния, современных методов и алгоритмов по моделированию многофазных
течений представлен в [1–3].
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При разработке численных методов для описания многофазных течений возникает
еще одна проблема, свойственная разработке численных методов моделирования одно-
фазной динамики жидкости. Суть проблемы в следующем. Численное интегрирование
полной системы уравнений Навье—Стокса при низких числах Маха сопряжено с из-
вестными трудностями [4–6]. Первая и наиболее важная из них состоит в “акустической
жесткости” [6] (сильном различии величины собственных чисел матрицы системы) си-
стемы уравнений динамики сжимаемого газа при существенно дозвуковых скоростях
потока. В этом случае скорость сходимости и устойчивость классических методов, пер-
воначально разработанных для решения задач внешней сверхзвуковой аэродинамики,
резко ухудшаются, а в предельном случае (“динамически несжимаемые течения” при
числе Маха, стремящемся к нулю) вообще теряют работоспособность. В частности, для
явных методов ограничение шага интегрирования по времени становится неприемлемо
жестким. Неявные методы в линейном приближении являются “безусловно” устойчи-
выми, однако по мере уменьшения числа Маха область их реальной устойчивости су-
щественно сокращается, а сходимость к стационарному решению резко замедляется [4].

Вторая трудность состоит в том, что для существенно дозвуковых течений харак-
терны чрезвычайно малые относительные изменения давления, вследствие чего расчет
градиентов давления содержит операцию вычисления малых разностей близких меж-
ду собой абсолютных значений статического давления. При достаточно низких числах
Маха это неизбежно приводит к потере точности, если для решения задачи применя-
ются традиционные численные методы, использующие в качестве основной переменной
плотность или абсолютное статическое давление.

Для преодоления обозначенных трудностей при построении численных схем исполь-
зуют:

1) вместо полных уравнений Навье—Стокса асимптотические модели для описания
существенно дозвуковых течений (см. например, [7]);

2) специальные неявные итерационные алгоритмы, обладающие повышенной рабо-
тоспособностью при расчете дозвуковых течений;

3) методы, основанные на регуляризации системы уравнений с помощью введения
дополнительной (искусственной) сжимаемости путем модификации коэффициен-
тов при производных по времени.

С вычислительной точки зрения методы первых двух классов более экономичны, но
недостаточно универсальны по отношению к величине числа Маха потока. В частно-
сти, методы первого класса неприменимы для расчета течений, в которых существенно
проявляется сжимаемость, а методы второго класса могут терять свою эффективность
при расчете сверхзвуковых потоков [4]. Методы третьего класса для “гипозвуковых”
потоков (число Маха стремится к нулю) менее экономичны, однако их преимуществом
является возможность построения универсальных алгоритмов. Существенное их огра-
ничение — расчет нестационарных течений, так как они предназначены для решения
стационарных задач в рамках процедуры установления по времени.

Судя по накопленному опыту расчетов самых разнообразных течений, одним из
наиболее универсальных методов является алгоритм SIMPLE [5, 8, 9], основанный на
полунеявной схеме с расщеплением по физическим процессам и имеющий несколько
модификаций. Наряду с возможностью обобщения этого метода на случай сильносжи-
маемых течений [8], его важное достоинство — эффективный способ неявной аппрок-
симации уравнений, позволяющий применять его при сколь угодно больших временах
расчета. В многочисленных статьях и монографиях представлено его описание для рас-
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чета несжимаемых и сжимаемых течений, многофазных течений, течений со свободной
поверхностью, а также течений в пористых средах. Улучшение эффективности работы
и сходимости алгоритма SIMPLE сводится к разработке модификаций, наиболее точно
подстраивающих поля скорости и давления [9]. Однако, несмотря на то, что данные
модификации и обладают улучшенными характеристиками сходимости по сравнению
с классическим алгоритмом SIMPLE, эта сходимость существенным образом зависит
от сложности моделируемого процесса и количества ячеек расчетной модели, в связи
с чем все еще предпринимаются попытки разработать модификации, устраняющие этот
недостаток. Одна из таких модификаций — совмещенный алгоритм расчета скоростей
и давления, основанный на неявной связи уравнения сохранения импульса и неразрыв-
ности [10–12].

В настоящей работе совмещенный алгоритм расчета скоростей и давления, осно-
ванный на неявной связи уравнения сохранения импульса и неразрывности, обобщен
на случай расчета многофазных течений со свободной поверхностью. При моделирова-
нии многофазных течений используется модель смеси [1–3], с помощью которой можно
задавать произвольное число фаз, включая любую комбинацию жидких или газообраз-
ных сред. Для расчета течений со свободной поверхностью модель смеси дополняется
уравнением переноса объемных долей для фаз смеси. В работе приводятся основные
формулы дискретизации для уравнений модели методом конечных объемов, а также
основные шаги вычислительной процедуры. Правильность реализации модели прове-
ряется на серии численных экспериментов расчета задач об обрушении плотины, о па-
дении параллелепипеда в воду и гидравлическом ударе.

1. Основные уравнения и их дискретизация

На первом этапе построения численной схемы будем рассматривать несжимаемые те-
чения, которые состоят в общем случае из произвольного количества гетерогенных
фаз, разделенных границей раздела. В рамках односкоростной модели смеси движение
данной системы описывается консервативными уравнениями, включающими уравнения
неразрывности, сохранения импульса и уравнение для объемных долей фаз, которые
имеют следующий вид [12]:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
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(1)

Здесь u — вектор общей скорости совокупности фаз k ; 𝜌(k) — плотность фазы k ; 𝛼(k) —
объемная доля фазы k и

∑︀
𝑘 𝛼

(𝑘) = 1; p — давление; 𝜇(k) — молекулярная вязкость
фазы k ; g — ускорение свободного падения; 𝑡 — время.

Уравнение неразрывности системы уравнений (1) записывается в форме диверген-
ции скорости. Это позволяет избавиться от проблемы разномасштабной плотности.

Дискретизация системы (1) может быть осуществлена любым известным способом
[1, 2, 8]. Если при разработке численного метода ориентироваться на решение задач
на произвольных неструктурированных сетках с ячейками произвольной формы, опти-
мальным выбором дискретизации является метод конечных объемов [8, 9].
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Основная сложность при численном решении системы (1) заключается в опреде-
лении связи поля давления с полем скорости. Процедура согласования поля давле-
ния с полем скорости должна приводить к одновременному удовлетворению уравнений
неразрывности и сохранения импульса. Наиболее распространенными являются методы
типа SIMPLE, основанные на процедуре коррекции давления или принципе расщепле-
ния неизвестных [2, 8].

Для получения SIMPLE-процедуры численного решения системы (1) опустим урав-
нение для объемных долей и массовые силы, рассмотрим ячейку P с гранями f = nb(P)
и запишем систему уравнений (1) в дискретном виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где n — временной слой; 𝜏 — временной шаг; 𝑆𝑓 — площадь грани f, разделяющей
контрольные объемы расчетной сетки; u𝑓 — величина скорости на грани (здесь и далее
индекс “f ” означает принадлежность величины к грани); nb(P) — количество граней
ячейки (в данном случае ячейки P); 𝑉 — объем; n — единичная нормаль к грани.

В случае расчета многофазных течений с помощью алгоритма SIMPLE уравнение
для переноса объемных долей решается для (𝑛− 1)-й объемной доли 𝛼(𝑛) = 1−

∑︀
𝑘 ̸=𝑛

𝛼(𝑘)

фаз k отдельно от уравнений неразрывности и сохранения импульса.
После дискретизации уравнения сохранения импульса системы (2) (нестационарного

члена, конвективного и диффузионного потоков) получается система линейных алгеб-
раических уравнений относительно значений скорости в центрах контрольных объемов:

𝐴𝑃u𝑝 =
∑︁

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝐴𝑁u𝑁 +𝐵𝑃 −𝐷𝑃𝐴𝑃∇𝑝𝑃 . (3)

Здесь коэффициенты 𝐴𝑃 , 𝐴𝑁 зависят от выбранной схемы дискретизации; 𝐵𝑃 — правая
часть уравнения; индексы 𝑃 и 𝑁 означают принадлежность величины к ячейкам 𝑃
и 𝑁 соответственно (далее также действует это правило); 𝑁 = 𝑁𝐵(𝑃 ) — множество
соседних ячеек. Коэффициент 𝐷𝑃 определяется выражением вида

𝐷𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
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0 0
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0

0 0
𝑉
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𝑃

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (4)

Из уравнения (3) можно выразить скорость в ячейке 𝑃 введением оператора 𝐻𝑃 [u]
в следующем виде:

u𝑝 =

∑︀
𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝐴𝑁u𝑁 +𝐵𝑃

𝐴𝑃

−𝐷𝑃∇𝑝𝑃 = 𝐻𝑃 [u]−𝐷𝑃∇𝑝𝑃 . (5)
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На шаге предиктора вычисляется предварительное поле скорости u* из уравнения
сохранения импульса, которое не удовлетворяет уравнению неразрывности, так как при
вычислениях давление берется явным образом с предыдущего временного слоя:

u*
𝑃 = 𝐻𝑃 [u*]−𝐷𝑃∇𝑝𝑛−1

𝑃 . (6)

Для одновременного выполнения уравнения неразрывности и уравнения сохранения
импульса необходима коррекция полей скорости u′ и давления 𝑝′:{︂

u𝑛 = u′ + u*,
𝑝𝑛 = 𝑝′ + 𝑝𝑛−1.

(7)

Окончательное решение удовлетворяет следующему уравнению:

u𝑛
𝑃 = 𝐻𝑃 [u𝑛]−𝐷𝑃∇𝑝𝑛𝑃 . (8)

Вычитая друг из друга уравнения (8) и (6), получаем уравнение для коррекции
скорости:

u′
𝑃 = 𝐻𝑃 [u′]−𝐷𝑃∇𝑝′𝑃 . (9)

Используя соотношение (9), подставляем уравнения (7), в уравнение неразрывности
системы (2) и получаем∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

(︀
u*
𝑓 + u′

𝑓

)︀
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∑︁
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∑︁
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∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝐷𝑃∇𝑝′𝑃𝑆𝑓 = 0. (10)

С учетом допущений, принятых в методе SIMPLE [9] (пренебрегая оператором
𝐻𝑃 [u′]), уравнение (10) запишем в виде∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

u*
𝑓𝑆𝑓 =

∑︁
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝐷𝑃∇𝑝′𝑃𝑆𝑓 . (11)

После решения уравнения (11) относительно приращения давления вычисляются
новые поля давления и скорости и выполняется коррекция скорости. Это происходит
итеративно до тех пор, пока поле скорости не будет с достаточной точностью удовле-
творять уравнению неразрывности.

Изложенный алгоритм осуществляет связь скорости и давления полунеявно за счет
использования давления с предыдущего итерационного шага, что зачастую приводит
к медленной сходимости решения [9]. Улучшение эффективности работы и сходимости
алгоритма SIMPLE сводится к разработке модификаций, наиболее точно подстраиваю-
щих поля скорости и давления [9]. Одной из таких модификаций является совмещенный
алгоритм расчета скоростей и давления [10]. Совмещение осуществляется за счет неяв-
ной дискретизации слагаемых градиента давления и массового потока в уравнениях
сохранения импульса и неразрывности, что позволяет избежать шагов предиктора и
корректора. Получаемые таким образом неявные коэффициенты суммируются в одну
общую диагонально-доминантную матрицу, для работы с которой используются мно-
госеточные методы [13, 14]. Далее алгоритм совмещенного решения применяется для
дискретизации системы уравнений, описывающей многофазные течения.
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Для получения совмещенного алгоритма решения системы (1) перепишем систему
уравнений (2) в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︀
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

{︁
u𝑛
𝑓 +𝐷𝑓

[︁
∇𝑝𝑛−1

𝑓 −∇𝑝𝑛𝑓

]︁}︁
𝑆𝑓 = 0,

∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌(𝑘)
(u𝑛 − u𝑛−1)

𝜏
𝑉 = −

∑︀
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌
(𝑘)
𝑓 u𝑛−1

𝑓 u𝑛
𝑓𝑆𝑓+

+
∑︀

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜇
(𝑘)
𝑓 ∇u𝑛

𝑓𝑆𝑓 −
∑︀

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝑝𝑛𝑓𝑆𝑓 +
∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌(𝑘)g𝑉.

(12)

Здесь “верхняя черта” означает, что величина на грани получена интерполяцией из
соседних контрольных объемов. В уравнении неразрывности в системе (12) была ис-
пользована поправка Рхи—Чоу [15], нивелирующая разницу приближений градиента
давления в уравнениях неразрывности и сохранения импульса, а также связывающая
поля скорости и давления при одновременном решении уравнений неразрывности и дви-
жения.

Для реализации полностью неявного алгоритма решения системы (12) удобно пере-
писать ее в алгебраической форме:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∑︀
𝑗∈{𝑝,𝑢,𝑣,𝑤}

𝑎𝑝𝑗𝑃 𝑗𝑃 +
∑︀

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

[︃ ∑︀
𝑗∈{𝑝,𝑢,𝑣,𝑤}

𝑎𝑝𝑗𝑁 𝑗𝑁

]︃
= 𝑏𝑝𝑃 ,

∑︀
𝑗∈{𝑝,𝑢,𝑣,𝑤}

𝑎𝑖𝑗𝑃 𝑗𝑃 +
∑︀

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

[︃ ∑︀
𝑗∈{𝑝,𝑢,𝑣,𝑤}

𝑎𝑖𝑗𝑁𝑗𝑁

]︃
= 𝑏𝑖𝑃 , 𝑖 = {𝑢, 𝑣, 𝑤}.

(13)

Суммирование по индексу “j ” для первого уравнения системы (13) — уравнения
неразрывности — дает коэффициенты общей матрицы системы для вычисления давле-
ния в контрольных объемах дискретной модели. Неявная часть данных коэффициентов
имеет вид

𝑎𝑝𝑝𝑁 =

(︀
𝐷𝑓𝑆𝑓

)︀
𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

, 𝑎𝑝𝑝𝑃 = −
∑︁

𝑁=𝑛𝑏(𝑃 )

𝑎𝑝𝑝𝑁 , 𝑎𝑝𝑢𝑁 = 𝜆𝑓𝜌𝑓𝑆
𝑥
𝑓 ,

𝑎𝑝𝑣𝑁 = 𝜆𝑓𝜌𝑓𝑆
𝑦
𝑓 , 𝑎𝑝𝑤𝑁 = 𝜆𝑓𝜌𝑓𝑆

𝑧
𝑓 , 𝑎𝑝𝑢𝑃 =

∑︁
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︀
(1− 𝜆𝑓 )𝜌𝑓𝑆

𝑥
𝑓

]︀
,

𝑎𝑝𝑣𝑃 =
∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︀
(1− 𝜆𝑓 )𝜌𝑓𝑆

𝑦
𝑓

]︀
, 𝑎𝑝𝑤𝑃 =

∑︁
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︀
(1− 𝜆𝑓 )𝜌𝑓𝑆

𝑧
𝑓

]︀
. (14)

При записи явной части данных коэффициентов использовался алгоритм неортого-
нальной коррекции [16] для возможности правильного расчета на произвольных неструк-
турированных сетках, а также применялась формула для вычисления давления на гра-
ни 𝑝𝑓 с помощью линейной интерполяции по значениям в центрах ячеек [8]:

𝑝𝑓 = 𝜆𝑓𝑝𝑃 + (1− 𝜆𝑓 )𝑝𝑁 , (15)

где 𝜆𝑓 — геометрический фактор.
Для первого уравнения системы (13) правая часть имеет вид

𝑏𝑝𝑃 =
∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝐷𝑓∇𝑝𝑓𝑆𝑓 −𝐷𝑓∇𝑝𝑓

(︃
𝑆𝑓 −

𝑆𝑓𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

𝑑𝑃𝑁

)︃
, (16)

где 𝑑𝑃𝑁 — расстояние между центрами соседних ячеек 𝑃 и 𝑁 .
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Суммирование по индексу “i ” для второго уравнения системы (13) — уравнения
сохранения импульса — дает коэффициенты общей матрицы системы для вычисления
компонент скорости:

𝑎𝑢𝑢𝑁 = 𝑎𝑣𝑣𝑁 = 𝑎𝑤𝑤
𝑁 =

∑︁
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑓 𝜇𝑓

𝑆𝑓𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

+min (0,𝑚𝑓 ) , (17)

где 𝑚𝑓 =
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑓 𝜌

(𝑘)
𝑓 𝑢

(𝑛−1)
𝑓 𝑆𝑓 — массовый поток на грани с предыдущей итерации.

Первое слагаемое в (17) относится к диффузионному слагаемому, второе слагае-
мое — это конвективная составляющая, которая аппроксимируется с помощью любой
известной дифференциальной схемы, применимой на произвольных неструктурирован-
ных сетках [17–20]. При вычислении второго слагаемого в (17) используется проти-
вопотоковая схема (Upwind Differences — UD). Также при вычислениях используются
противопотоковая схема с линейной интерполяцией (Linear Upwind Differences — LUD),
схема QUICK, центрально-разностная схема (Central Differences — CD), схемы семей-
ства NVD (Normalized Variable Diagram), все вышеперечисленные схемы — гибридные,
смешанные с противопотоковой схемой для увеличения монотонности.

Дискретизация нестационарного слагаемого может быть осуществлена по одной из
известных неявных схем [20] — схеме Эйлера или схеме Адамса—Бэшфорта. Вклад
диффузионного и конвективного слагаемых уравнений сохранения импульса относится
и к диагональным коэффициентам общей матрицы системы, которые с учетом неста-
ционарного слагаемого, дискретизованного с помощью схемы Эйлера, будут иметь вид

𝑎𝑢𝑢𝑃 = −
∑︀

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝑎𝑢𝑢𝑁 +
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃

𝑉

𝜏
,

𝑎𝑣𝑣𝑃 = −
∑︀

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝑎𝑣𝑣𝑁 +
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃

𝑉

𝜏
,

𝑎𝑤𝑤
𝑃 = −

∑︀
𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝑎𝑤𝑤
𝑁 +

∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃

𝑉

𝜏
.

(18)

Для второго уравнения системы (13) правая часть имеет вид

𝑏𝑢𝑃 =
∑︀

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︃
∇𝑢𝜇𝑓

(︃
𝑆𝑓 −

𝑆𝑓𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

𝑑𝑃𝑁

)︃]︃
+
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃 𝑢𝑃

𝑉

𝜏
+
∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌(𝑘)𝑔𝑥𝑉,

𝑏𝑣𝑃 =
∑︀

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︃
∇𝑣𝜇𝑓

(︃
𝑆𝑓 −

𝑆𝑓𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

𝑑𝑃𝑁

)︃]︃
+
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃 𝑣𝑃

𝑉

𝜏
+
∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌(𝑘)𝑔𝑦𝑉,

𝑏𝑤𝑃 =
∑︀

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

[︃
∇𝑤𝜇𝑓

(︃
𝑆𝑓 −

𝑆𝑓𝑆𝑓

𝑆𝑓𝑑𝑃𝑁

𝑑𝑃𝑁

)︃]︃
+
∑︀
𝑘

𝛼
(𝑘)
𝑃 𝜌

(𝑘)
𝑃 𝑤𝑃

𝑉

𝜏
+
∑︀
𝑘

𝛼(𝑘)𝜌(𝑘)𝑔𝑧𝑉.

(19)

Коэффициенты, относящиеся к силам давления, запишутся как

𝑎𝑢𝑝𝑁 = (1− 𝜆𝑓 )𝑆
𝑥
𝑓 , 𝑎𝑣𝑝𝑁 = (1− 𝜆𝑓 )𝑆

𝑦
𝑓 , 𝑎𝑤𝑝

𝑁 = (1− 𝜆𝑓 )𝑆
𝑧
𝑓 ,

𝑎𝑢𝑝𝑃 =
∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝜆𝑓𝑆
𝑥
𝑓 , 𝑎𝑣𝑝𝑃 =

∑︁
𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝜆𝑓𝑆
𝑦
𝑓 , 𝑎𝑤𝑝

𝑃 =
∑︁

𝑓=𝑛𝑏(𝑃 )

𝜆𝑓𝑆
𝑧
𝑓 . (20)
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Таким образом, совмещенная система линейных алгебраических уравнений полнос-
тью неявного алгоритма для моделирования многофазного потока имеет вид⎡⎢⎢⎣

𝑎𝑝𝑝𝑃 𝑎𝑝𝑢𝑃 𝑎𝑝𝑣𝑃 𝑎𝑝𝑤𝑃
𝑎𝑢𝑝𝑃 𝑎𝑢𝑢𝑃 𝑎𝑢𝑣𝑃 𝑎𝑢𝑤𝑃
𝑎𝑣𝑝𝑃 𝑎𝑣𝑢𝑃 𝑎𝑣𝑣𝑃 𝑎𝑣𝑤𝑃
𝑎𝑤𝑝
𝑃 𝑎𝑤𝑢

𝑃 𝑎𝑤𝑣
𝑃 𝑎𝑤𝑤

𝑃

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑝𝑃
𝑢𝑃

𝑣𝑃
𝑤𝑃

⎤⎥⎥⎦+

+
∑︁

𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

⎡⎢⎢⎣
𝑎𝑝𝑝𝑁 𝑎𝑝𝑢𝑁 𝑎𝑝𝑣𝑁 𝑎𝑝𝑤𝑁
𝑎𝑢𝑝𝑁 𝑎𝑢𝑢𝑁 𝑎𝑢𝑣𝑁 𝑎𝑢𝑤𝑁
𝑎𝑣𝑝𝑁 𝑎𝑣𝑢𝑁 𝑎𝑣𝑣𝑁 𝑎𝑣𝑤𝑁
𝑎𝑤𝑝
𝑁 𝑎𝑤𝑢

𝑁 𝑎𝑤𝑣
𝑁 𝑎𝑤𝑤

𝑁

⎤⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎣

𝑝𝑁
𝑢𝑁

𝑣𝑁
𝑤𝑁

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣
𝑏𝑝𝑃
𝑏𝑢𝑃
𝑏𝑣𝑃
𝑏𝑤𝑃

⎤⎥⎥⎦ . (21)

Данная система записана для вычисления общей скорости и общего давления много-
фазного потока, однако она может быть обобщена и на случай расчета, где каждая
фаза обладает своей скоростью и физическими свойствами, такими как сжимаемость
и турбулентность. Эти обобщения будут проведены в следующих работах.

Для моделирования границ раздела фаз, после решения системы (21) для (𝑛− 1)-й
объемной доли фаз решается уравнение переноса объемных долей, т. е. третье уравнение
системы (1). Его дискретизация методом конечных объемов осуществляется по схеме,
аналогичной той, что используется для уравнения сохранения импульса.

Для аппроксимации конвективного слагаемого уравнения переноса объемных долей
используется схема M-CICSAM [21], относящаяся к классу сжимающих схем высокого
разрешения и обеспечивающая сохранение минимально возможной толщины границы
раздела сред, а также сохранение формы распределения объемных долей при парал-
лельном переносе и вращении. Дискретизация нестационарного слагаемого также осу-
ществляется по схемам Эйлера или Адамса—Бэшфорта.

В алгебраической форме данная система уравнений для k -й фазы записывается как

𝑎
(𝑘)
𝑃 𝛼

(𝑘)
𝑃 +

∑︁
𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝑎
(𝑘)
𝑁 𝛼

(𝑘)
𝑁 = 𝑏

(𝑘)
𝑃 . (22)

Коэффициенты матрицы неявного решения уравнения (22) имеют вид

𝑎
(𝑘)
𝑁 = min

(︁
0, 𝑢

(𝑛−1)
𝑓 𝑆𝑓

)︁
, 𝑎

(𝑘)
𝑃 = −

∑︁
𝑁=𝑁𝐵(𝑃 )

𝑎
(𝑘)
𝑁 +

𝑉

𝜏
,

𝑏
(𝑘)
𝑃 = −𝑢

(𝑛−1)
𝑓 𝑆𝑓

(︁
𝛼
(𝑘)
𝑀𝐶 − 𝛼

(𝑘)
𝑈𝐷

)︁
+

𝑉

𝜏
𝛼
(𝑘),𝑛−1
𝑃 , (23)

где 𝛼(𝑘)
𝑀𝐶 и 𝛼

(𝑘)
𝑈𝐷 — значение объемной доли на грани, найденной по схеме M-CICSAM и по

противопоточной схеме соответственно; 𝛼(𝑘),𝑛−1
𝑃 — значение объемной доли на предыду-

щем шаге по времени. Представленные слагаемые получены с помощью дискретизации
методом отложенной коррекции [16].

Для численного решения итоговая система уравнений должна быть дополнена на-
чальными и граничными условиями. На твердых стенках градиент давления и объем-
ных долей равен нулю: 𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝛼𝑘/𝜕𝑛 = 0, значение скорости равно нулю: 𝑢 = 0,
𝑣 = 0, 𝑤 = 0. На входе задано фиксированное значение скорости и объемных долей, гра-
диент давления равен нулю: 𝜕𝑝/𝜕𝑛 = 0. На выходе фиксируется статическое давление,
градиенты скорости и объемных долей равны нулю: 𝜕𝑢/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝑣/𝜕𝑛 = 0, 𝜕𝑤/𝜕𝑛 = 0,
𝜕𝛼𝑘/𝜕𝑛 = 0.
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Дискретизация системы уравнений Навье—Стокса предложенным методом приво-
дит к системе разностных уравнений вида (21), которая, как правило, является систе-
мой с плохо обусловленной матрицей [13, 14]. Число обусловленности может составлять
107–108, а для некоторых течений приближается к 1010, поэтому наиболее затратным
этапом вычислительной процедуры является решение матрицы системы линейных ал-
гебраических уравнений, которое при использовании классических итерационных мето-
дов занимает около 90% вычислительного времени расчетного шага [14, 22]. При этом
классические итерационные методы либо перестают работать, либо дают очень медлен-
ную скорость сходимости. Один из универсальных методов решения систем разностных
уравнений — многосеточный метод [23, 24], основанный на использовании последова-
тельности вложенных сеток и операторов перехода от одной сетки к другой. Различают
алгебраический (Algebraic Multi-Grid — AMG) и геометрический (Full Approximation
Storage — FAS) подходы [14, 25–28].

В алгебраическом подходе дискретные уравнения на последовательности вложенных
сеток формируются без построения вложенных сеток, а в геометрическом — иерархия
сеток создается при помощи слияния контрольных объемов подробной сетки (при этом
отпадает необходимость хранения сеток различного уровня в виде отдельных файлов).
В зависимости от топологии исходной сетки грубые сетки имеют ячейки нерегулярной
формы с различным числом граней (несколько контрольных объемов подробной сет-
ки объединяются в контрольный объем грубой сетки). Простота построения сеточных
уровней приводит к простоте построения операторов ограничения и продолжения, что
делает, на наш взгляд, алгебраический подход очень привлекательным с точки зрения
численной реализации решения уравнений Навье—Стокса.

В многосеточном методе процесс решения начинается с самой грубой сетки. Реше-
ние, полученное на грубой сетке, интерполируется на подробную сетку и используется
в качестве начального приближения в каком-либо итерационном процессе, что требу-
ет сравнительно небольшого числа итераций для достижения заданной точности. При
этом учитывается свойство некоторых итерационных методов (например, метода Гаус-
са–Зейделя) сходиться с высокой скоростью на нескольких итерациях за счет быстрого
подавления высокочастотных компонент Фурье начальной ошибки в разложении по
базису из собственных векторов, замедляясь в дальнейшем [24]. Низкочастотные гар-
моники сходятся медленнее и составляют основную часть ошибки.

Многосеточный метод не является фиксированным методом, а представляет собой
шаблон и сборную конструкцию, эффективность реализации которой зависит от адап-
тации ее компонентов к решаемой задаче.

Реализация представленного в настоящей работе неявного алгоритма расчета мно-
гофазных течений со свободной поверхностью на основе уравнений Навье—Стокса ба-
зируется именно на многосеточном методе. Такая реализация, как показано в работах
[13, 14, 29, 30], позволяет существенно ускорить вычислительную процедуру. Современ-
ное состояние методов ускорения гидродинамических расчетов на основе многосеточ-
ного метода представлено в [14].

2. Результаты численных экспериментов

В данном разделе приведены результаты верификации представленной выше модели.
Модель реализована в пакете программ ЛОГОС — российском программном продукте
инженерного анализа, предназначенном для решения сопряженных трехмерных задач
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конвективного тепломассопереноса, аэродинамики и гидродинамики на параллельных
ЭВМ [14, 30–34]. Пакет программ ЛОГОС успешно прошел верификацию и показал до-
статочно хорошие результаты на серии различных гидродинамических задач, включая
расчеты турбулентных и нестационарных течений [13, 14, 17–19, 29–34].

2.1. Обрушение плотины

В задаче рассматривалось падение столба жидкости внутри резервуара для двух по-
становок: с препятствием прямоугольного сечения, расположенным на дне резервуара
(рис. 1, а), и без препятствия (рис. 1, б ). Результаты экспериментальных исследований
падения столба жидкости представлены в [35].

Для проведения численного моделирования были построены блочно-структуриро-
ванные расчетные сетки. В первом случае для области с препятствием построена сет-
ка, состоящая из 92 тысяч ячеек, где в горизонтальном направлении располагаются
400 ячеек, в вертикальном — 230. Во втором случае сетка состоит из 8400 ячеек, где
в горизонтальном направлении располагаются 120 ячеек, в вертикальном — 70.

В расчетах использовалась схема второго порядка точности по времени Адамса—
Бэшфорта. Для аппроксимации конвективных слагаемых в уравнении сохранения им-
пульса использовалась противопотоковая схема, а для конвективных слагаемых в урав-
нении переноса объемных долей — схема M-CICSAM. Шаг по времени в расчетах со-
ставлял 0.001 c. На один шаг по времени приходилось не более 10 внутренних итераций.

На рис. 2, а и рис. 3, а в безразмерном виде приведены результаты численного мо-
делирования для двух постановок. Сплошной черной линией показана граница разде-
ла фаз (свободная поверхность) — вода и воздух для различных моментов времени,
черными штрихами показаны векторы скорости. На рис. 2, б, и 3, б приведены резуль-
таты численного моделирования, полученные в работе [35] для двух постановок. На
рис. 2, в и 3, в представлены фотографии свободной поверхности, полученные в экспе-
рименте [35] для двух постановок.

Как видно на рис. 2, в момент времени 𝑡 = 0.2 с передняя кромка водяного стол-
ба встречается с препятствием, формируя мощный всплеск вверх перед препятствием.
Высота всплеска, форма образованной каверны хорошо согласуются как между расче-
тами, так и с экспериментом [35]. На момент времени 𝑡 = 0.3 с всплеск достигает верхней
границы расчетной области, но не доходит до правой стенки, что опять наблюдается
как в обоих расчетах, так и в эксперименте. При этом изгиб образующейся поверхности

а б

Рис. 1. Схема экспериментальной установки
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раздела воды и воздуха хорошо согласуется для обоих расчетных и экспериментального
случаев. В момент времени 𝑡 = 0.4 с образованная всплеском волна достигает правой
границы модельной (экспериментальной) области, что также наблюдается и в экспе-
рименте. Отчетливо видный на момент времени 𝑡 = 0.5 с гидравлический удар об эту
стенку порождает волну, форма и расположение которой совпадают для всех трех слу-
чаев.

На момент времени 𝑡 = 0.6 с (см. рис. 2) приходится самая активная стадия обру-
шения волны. При этом расчетные результаты показывают образование воздушного

а б в

Рис. 2. Обрушение столба жидкости на дно резервуара с препятствием: а — результаты чис-
ленного моделирования; б — результаты численного моделирования, полученные в [35]; в —
экспериментальные данные
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кармана около правой границы области, по форме примерно совпадающего для обоих
расчетных случаев. Фотография эксперимента позволяет его идентифицировать.

На рис. 3 приведены результаты для второй постановки, где на дне резервуара от-
сутствует препятствие. Видно, что численные результаты как по нестационарным ха-
рактеристикам (времени образования и обрушения волны), так и по форме свободной
поверхности дают хорошее качественное согласие с экспериментом для двух постановок.

а б в

Рис. 3. Обрушение столба жидкости на дно резервуара без препятствия: а — результаты чис-
ленного моделирования; б — результаты численного моделирования, полученные в [35]; в —
экспериментальные данные

Рис. 4. Зависимость высоты обрушающегося столба жидкости от времени
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Для второй постановки были проведены исследования на сходимость расчетного
алгоритма на последовательности сгущающихся сеток, состоящих из 1000, 4000 и 8400
ячеек. На рис. 4 представлен график численной и экспериментальной зависимостей
высоты свободной поверхности ℎ от времени 𝑡. Как следует из рисунка, на двух более
подробных сетках достигается лучшее по сравнению с грубой сеткой решение, которое
сходится к эксперименту.

2.2. Задача о падении параллелепипеда в воду

Верификацию представленного алгоритма с помощью правильного описания распро-
странения волн на свободной поверхности можно осуществить путем численного мо-
делирования эксперимента, описанного в [36]. В этом эксперименте с высоты 𝐻 вдоль
торцевой стенки бассейна в воду свободно падает прямоугольный параллелепипед с вы-
сотой 𝐻1 и длиной 𝑙. Прямоугольный бассейн с горизонтальным дном заполнен водой
на высоту ℎ < 𝐻1. В натурном эксперименте длина бассейна составляла 4.3 м, а шири-
на — 0.2 м. В невозмущенном состоянии вода находится в состоянии покоя. Расчетная
модель представлена на рис. 5.

В [36] рассматривается несколько вариантов проведения эксперимента, отличаю-
щихся друг от друга размерами тела, высотой, с которой оно падает, и глубиной воды.
В безразмерной форме эти параметры выглядят так:

𝐻0 = 𝐻/ℎ, 𝐻0
1 = 𝐻1/ℎ, 𝑙0 = 𝑙/ℎ, 𝑥0 = 𝑥/ℎ, 𝜌0 = (𝜌1 − 𝜌)/𝜌,

где 𝜌1, 𝜌 — плотность тела и жидкости соответственно. Величины ℎ, 𝐻0, 𝐻0
1 , 𝑙0, 𝜌0, 𝑥0

меняются в зависимости от постановки. В первом случае ℎ = 8 см, 𝐻0 = 2.9, 𝐻0
1 = 2.26,

𝑙0 = 0.575, 𝜌0 = 0.215. На расстоянии 𝑥0 = 16 установлен мареограф, фиксирующий
колебания водной поверхности. Во втором случае ℎ = 4 см, 𝐻0 = 4.75, 𝐻0

1 = 4.5, 𝑙0 =
1.15, 𝜌9 = 0 = 0.215, а мареограф установлен на расстоянии 𝑥0 = 31.5.

Для моделирования падения параллелепипеда в воду была построена блочно-струк-
турированная расчетная сетка, состоящая примерно из 1 млн ячеек в области с разме-
рами 4.3 × 0.4 × 0.5 м. В месте падения параллелепипеда и установки датчика сетка
более мелкая. На левую, правую и нижнюю стенки дискретной модели накладывалось
граничное условие прилипания потока, сверху фиксировалось статическое давление.

Рис. 5. Геометрия задачи
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В расчетах использовалась схема второго порядка точности по времени, для конвек-
тивных слагаемых в уравнении сохранения импульса использовалась противопоточная
схема, для конвективных слагаемых в уравнении переноса объемных долей — схема
M-CICSAM. Шаг по времени составлял 0.001 c. На один шаг по времени приходилось
не более 10 внутренних итераций.

На рис. 6 показано образование волн от падения параллелепипеда для первой по-
становки задачи. В момент времени 𝑡 = 0.25 с наблюдается ранняя стадия развития
каверны и брызговой струи. В момент времени 𝑡 = 0.3 с струя продолжает развивать-
ся. Через 0.1 c дно канала обнажилось, скорость формирования струи уменьшилась.
В момент 𝑡 = 7.5 с показана заключительная стадия схлопывания каверны и генера-
ции брызговой струи. Следует отметить, что в работе [36] не указано, в какие моменты
времени сделаны фотографии. Авторами настоящей статьи самостоятельно выбраны
моменты времени для построения результатов численного моделирования.

На рис. 7 приведены зависимости амплитуды колебаний уровня воды в бассейне
от времени для второй и третьей постановок задачи соответственно. Точками выделе-

Рис. 6. Образование волн от падения параллелепипеда для первой постановки задачи: а —
результаты численного моделирования на моменты времени 0.25, 0.3, 0.4 и 7.5 с;б — экспери-
ментальные данные

а б

Рис. 7. Амплитуда колебаний уровня воды в бассейне для второй (а) и третьей (б ) постановок
задачи соответственно
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на кривая, построенная на основе данных, записанных неподвижным волномером [36].
Сплошной линией показана амплитуда колебаний уровня воды, налитой в бассейн, по-
лученных с помощью численного моделирования. Сравнение мареографных записей по-
казывает хорошее совпадение для первой приходящей волны. Вычисленная амплитуда
второй волны (“отрицательной”) также хорошо соответствует экспериментальным дан-
ным, однако наблюдается различие для дальнейших колебаний поверхности, которые
имеют миллиметровую амплитуду. Это может быть связано как с качеством расчетной
сетки, так и со способом записи численных данных в мареографной точке.

Чтобы оценить эффективность счета реализованного алгоритма, данная задача бы-
ла протестирована на серии численных экспериментов на различном числе процессоров.
Для этого использовался классический подход, подразумевающий вычисление времени
счета задачи на одном процессоре и сравнение его со временем счета в многопроцессор-
ном варианте.

Используя данный подход, ускорение параллельной реализации на 𝑝 процессорах
оцениваем по формуле

𝑆𝑝 =
𝑇1

𝑇𝑝

, (24)

где 𝑇1 — это время выполнения расчета задачи на одном процессоре; 𝑇𝑝 — время реше-
ния задачи на 𝑝 процессорах.

Для оценки масштабируемости параллельного алгоритма использовано понятие рас-
четной эффективности:

𝐸𝑝 =
𝑆𝑝

𝑝
100%. (25)

Т а б л и ц а 1. Эффективность параллельной реализации

Количество Количество ячеек Время, с 𝑆𝑝 𝐸𝑝, %
MPI-процессов на один MPI-процесс

1 1001000 6678.67816 1.00 100.00
2 500500 3503.72387 1.91 95.31
6 166833 1152.71065 5.79 96.56
12 83417 611.95098 10.91 90.95
24 41708 321.6888 20.76 86.51
48 20854 191.1625 34.94 72.79
72 13903 140.39359 47.57 66.07
96 10427 115.8801 57.63 60.04
112 8938 106.24062 62.86 56.13
128 7820 97.76454 68.31 53.37
144 6951 95.41685 69.99 48.61
160 6256 93.1783 71.68 44.80
176 5688 89.09855 74.96 42.59
192 5214 86.25327 77.43 40.33
208 4813 81.20086 82.25 39.54
240 4171 76.5454 87.25 36.35
272 3680 74.33824 89.84 33.03
336 2979 74.66373 89.45 26.62
368 2720 78.67625 84.89 23.07
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Понятно, что в реальных расчетах из-за наличия межпроцессорных обменов эффектив-
ность 𝐸𝑝 = 100% недостижима.

Результаты сравнения времени решения задачи на различном количестве MPI-процес-
сов с параметрами ускорения и эффективности приведены в табл. 1. Как видно, эф-
фективность счета не ниже 60% достигается при декомпозиции на 96 MPI-процессов.
Несмотря на это, при плавном снижении эффективности ускорение продолжает расти и
замедляется лишь при декомпозиции на 368 MPI-процессов, что говорит о качественном
и продолжительном ускорении счета.

2.3. Задача о гидравлическом ударе

В данном тесте рассматривается задача о гидравлическом ударе, которая представляет
собой движение горизонтального слоя жидкости со скоростью 1 м/с в ограниченной
стенками области. В результате движения жидкости волна ударяется о противополож-
ную стенку, обрушивается и возникает обратная волна. Параметры численной схемы
приведены на рис. 8 [35, 37]. Длина и высота емкости составляют 12.5 и 4.0м соответ-
ственно.

Для численного эксперимента построена блочно-структурированная сеточная мо-
дель, состоящая из 6 тысяч ячеек: в горизонтальном направлении располагаются 100
ячеек, в вертикальном — 60. На левую, правую и нижнюю стенки дискретной модели
накладывалось граничное условие прилипания потока, сверху фиксировалось статиче-
ское давление.

В расчетах использовалась схема второго порядка точности по времени Адамса—
Башфорта, для конвективных слагаемых в уравнении сохранения импульса исполь-
зовалась противопотоковая схема, для конвективных слагаемых в уравнении переноса
объемных долей — схема M-CICSAM. Шаг по времени составлял 0.001 c. Как и в преды-
дущих задачах, на один шаг по времени приходилось не более 10 внутренних итераций.

В табл. 2 приведены значения высоты ℎ0 (рис. 8), которой достигает вода в результа-
те обрушения с учетом 𝑔 = 1 и 0.4548м/с2. Высота ℎ0 измерялась в тот момент времени,

Рис. 8. Параметры численной схемы

Т а б л и ц а 2. Значение высоты волны ℎ0 при обрушении, м

Ускорение ℎ0, м
Относительнаясвободного

[35]
Численное

погрешность, %падения 𝑔, м/с2 моделирование
1 2.19 2.20 0.46

0.4548 2.9 2.9 0
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когда волна, отразившись от правой стенки, достигала левой и поверхность жидкости
за фронтом волны была примерно параллельна дну емкости. Была рассчитана относи-
тельная погрешность численных результатов. Видно хорошее количественное согласие
численных и аналитических результатов.

На рис. 9 приведены результаты численного моделирования обрушения жидкости
с помощью представленной в настоящей работе модели и опубликованные в [35]. Сплош-
ной черной линией показана граница раздела фаз вода—воздух, черными штрихами
показаны векторы скорости. В момент 𝑡 = 3.5 с отраженная от правой стенки ударная
волна начинает двигаться в обратном направлении. В момент 𝑡 = 4.9 с фронт волны из-
гибается и начинает формироваться каверна. Затем в моменты времени 𝑡 = 7.94 и 9.88 с
отраженная волна, сформировав несколько каверн, достигает левой стенки.

В результате опрокидывания ударной волны в моменты времени 7.94 и 9.88 с обра-
зуется несколько подводных пузырей. Они наблюдаются как в [35], так и в расчетах.
Из представленных результатов видно, что при численном моделировании форма сво-
бодной поверхности правильно описывает поведение движения волны и согласуется
с экспериментом.

Так, на рис. 9 для результатов численного моделирования с помощью представлен-
ной в настоящей работе модели видно, что скорость газовой фазы в средней части
канала существенно больше скорости жидкости в отличие от результатов работы [35].

а б

Рис. 9. Результаты для 𝑔 = 1 на моменты времени 3.5, 4.9, 7.94 и 9.88 с: а — численное
моделирование гидравлического удара; б — данные [35]
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а б

Рис. 10. Результаты для 𝑔 = 0.4548 на моменты времени 0.97, 7.10 и 15.89 с: а — численное
моделирование гидравлического удара; б — данные [35]

Это связано с заданным верхним граничным условием, где фиксировалось статическое
давление. Такое граничное условие не препятствует образованию свободных вихрей,
которые и заметны на рисунке.

Для этой задачи был также проведен расчет величины ускорения свободного паде-
ния g = 0.4548 м/с2 (рис. 10). Высота волны на противоположной стенке также с хоро-
шей точностью соответствует экспериментальным данным (табл. 2).

Форма свободной поверхности, полученная при численном моделировании для раз-
ных моментов времени, дает хорошее согласие с экспериментом.

Заключение

Представлен метод моделирования многофазных течений со свободной поверхностью,
основанный на полностью неявной схеме. Метод заключается в совместном решении
уравнений сохранения импульса и неразрывности. Для моделирования многофазных
течений используется модель смеси, позволяющая задавать произвольное число фаз,
включая любую комбинацию жидких, твердых или газообразных сред. Свободная по-
верхность описывается дополнительным уравнением переноса объемных долей для фаз
смеси, которое также решается в полностью неявной постановке.

В работе представлены основные формулы дискретизации уравнений модели с ис-
пользованием метода конечных объемов и основные шаги вычислительной процедуры.
Верификация метода осуществляется на серии вычислительных экспериментов для за-
дач, имеющих экспериментальные данные. Верификация показала хорошие результаты
для всей серии тестов. Отметим, что представленный метод уже использовался для чис-
ленного моделирования цунами космогенного и оползневого происхождения [32–34].
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This paper presents a method for calculation of multiphase flows with a free surface.
According to the current experience for calculations of a variety of different flows, one
of the most universal methods is the SIMPLE algorithm, based on the modified semi-
implicit scheme that uses splitting into physical processes. Along with the ability to
generalize this method to the case of strongly compressible flows, its major advantage
is an efficient way of implicit approximation of the equations, allowing arbitrarily large
calculation time for its application. Such a modification is a combined algorithm,
which increases the rate of convergence of the total calculation algorithm compared
to the classical SIMPLE method due to an implicit relation between the speed and
the pressure. Such implicit term in the equation of conservation of momentum is the
pressure gradient, whereas in the continuity equation it is attributed to the mass flow.
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This paper presents a numerical scheme for modelling of multiphase flows with a free
surface. The procedure to the solution relies on the classical approach — the SIMPLE
method with splitting into physical processes. With the help of some modification it
leads to the combined method based on a fully implicit relation between the pressure and
velocity fields. For the simulation of multiphase flows, the considered approach employs
one-speed model to describe the mix. This model allows simulating any number of
phases, including any combination of liquid, solid or gaseous media. Only one system of
equations for all phases is required. For the calculation of free surface flows the numerical
scheme is closed by a transport equation for the volume fractions of the phases, which
simulates the motion of a free surface using the special M-CICSAM scheme.

The correct implementation of the model is tested on a series of numerical experi-
ments for problems of the collapse of a dam, the fall of a box into the water and a
hydraulic shock.

Keywords: multiphase flows, free surface, numerical simulation, Navier — Stokes.
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