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Предложен алгоритм решения нелинейных задач многокомпонентной диффу-
зии, встречающихся в технологических приложениях. Возможности алгоритма про-
иллюстрированы с помощью модельной задачи диффузии в четырехкомпонентной
системе. Приводится пример задачи о росте покрытия при осаждении из плазмы.
В модели формирования состава покрытия учитываются перекрестные диффу-
зионные потоки и зависимость коэффициентов от температуры и состава. Пара-
метры модели могут изменяться в широких пределах. Традиционные алгоритмы
численной реализации подобных моделей оказываются неустойчивыми и приводят
к появлению отрицательных концентраций.
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Введение

В формировании свойств покрытий, использующихся в различных современных техно-
логиях, ведущую роль играют диффузия, теплопроводность и связанные с ними пере-
крестные эффекты. Поля разной физической природы (электрические, магнитные, ме-
ханические) оказывают влияние на перераспределение примесей и формирование фаз
прямо или косвенно, в том числе приводят к появлению “новых” видов переноса. Мате-
матические модели процессов роста покрытия, изотермического отжига под нагрузкой,
термической обработки включают уравнения, описывающие как эволюцию внешних
полей, так и уравнения переноса, учитывающие разные физические явления. При уче-
те перекрестных явлений модели становятся весьма громоздкими. Известные матема-
тические пакеты оказываются непригодными, так как имеют дело преимущественно
с расчетом одних полей по известным другим. Традиционные алгоритмы, известные,
например, в теории многокомпонентной диффузии в гидродинамике, не исключают
появления отрицательных концентраций. Не лишены этой проблемы и методы, предло-
женные в последние годы.

Так, в [1] используется неявный метод для интегрирования системы уравнений мно-
гокомпонентной диффузии, основанный на преобразовании системы к диагональному
виду. Этот метод аналогичен описанному в [2]. В работе [3] рассмотрено применение
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метода конечных элементов к задаче многокомпонентной диффузии, записанной в ин-
тегральной форме. Примеры из металлургических приложений не включают тех задач,
где возможно появление отрицательных концентраций.

В работе [4] обсуждаются математические проблемы, возникающие в моделях мно-
гокомпонентной диффузии вследствие особых свойств матрицы коэффициентов и на-
личия перекрестных диффузионных потоков. Однако численные примеры отсутствуют.
Авторы [5] связывают появление особенностей в решении задач с тем, что в качестве
независимых переменных используются концентрации компонентов. Однако переход к
независимым химическим потенциалам приводит к иным проблемам (например, одно-
значная идентификация состава затруднена).

Сорэ-эффект, электрохимическая диффузия в многокомпонентном потоке для раз-
личных геохимических приложений (в пористой среде) учитываются в [6]. Метод реше-
ния в этой работе не обсуждается. Говоря о химической диффузии, авторы не учиты-
вают химических реакций.

И, наконец, в [7] используется разработанный в настоящее время метод, основанный
на явном задании выражения для свободной энергии. Соответствующие модели вклю-
чают целый спектр параметров, значения которых неизвестны. В работе используются
два различных численных метода: метод спектральных коллокаций и метод конечных
элементов. Как правило, авторы подобных работ редко обсуждают корректность задач,
однозначность выбора параметров и не обращают внимания на отрицательные концен-
трации и законы сохранения.

Для численной реализации связанных моделей для твердых сред требуется разра-
ботка специальных численных алгоритмов, учитывающих наличие нескольких физи-
ческих масштабов и изменение основного механизма переноса на разных его стадиях.
Необходимость явного учета перекрестных явлений связана с невозможностью заранее
оценить их роль для любой стадии процесса.

Цель настоящей работы состоит в разработке алгоритма решения системы уравне-
ний многокомпонентной диффузии с коэффициентами, меняющими знак, что приводит
к появлению некорректных задач [8].

1. Описание проблемы

Систему уравнений теории многокомпонентной диффузии можно представить в виде

𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑡
=

𝑛−1∑︁
𝑗=1

∇ (𝐷𝑘𝑗𝐶𝑗) + 𝑓𝑘(𝐶), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘 = 1.

В декартовой системе координат имеем одномерные уравнения

𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑡
=

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷𝑘𝑗(𝐶)

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑓𝑘(𝐶), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛− 1, (1)

где 𝐶𝑘 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑚) — концентрации компонентов; 𝐷𝑘𝑗(𝐶) — парциальные коэффи-
циенты диффузии и 𝑓𝑘(𝐶) — источники и стоки компонентов в химических реакциях
(гладкие функции своих переменных).
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В классической теории коэффициенты диффузии 𝐷𝑘𝑗 — функции концентраций.
Вопрос о корректности задачи теории многокомпонентной диффузии ставился в лите-
ратуре неоднократно [2, 9, 10].

В неизотермических условиях к числу параметров состояния добавляется темпе-
ратура, а при учете напряженно-деформированного состояния — инварианты тензоров
либо напряжений, либо деформаций. Для тел канонической формы напряженно-дефор-
мированное состояние иногда удается явно связать с изменением температуры и со-
става. Но дальнейшие преобразования приводят к появлению особенностей в системе
эффективных коэффициентов переноса, которые не удается устранить такими жестки-
ми ограничениями, как неотрицательность матрицы коэффициентов и всех ее главных
миноров [10, 11]. Проблема усложняется, когда речь идет о диффузии в анизотропных
средах.

Условия неотрицательности решений соответствующих задач записываются следу-
ющим образом [2, 9]:

1. 𝐷𝑘𝑗(𝐶) = 0 при 𝐶𝑘 = 0, 𝐶𝑖 ≥ 0 (𝑗 ̸= 𝑘, 𝑘 ̸= 𝑗).
2. 𝐷𝑘𝑘(𝐶) ≥ 0 при 𝐶𝑘 = 0, 𝐶𝑖 ≥ 0 (𝑗 ̸= 𝑘).

3.

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐷11 𝐷12 𝑠 𝐷1𝑚

𝐷21 𝐷22 𝑠 𝐷2𝑚
...

... . . . ...
𝐷𝑚1 𝐷𝑚2 𝑠 𝐷𝑚𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ ≥ 0.

4.
⃒⃒⃒⃒
𝐷11 𝐷12

𝐷21 𝐷22

⃒⃒⃒⃒
≥ 0,

⃒⃒⃒⃒
𝐷22 𝐷23

𝐷32 𝐷33

⃒⃒⃒⃒
≥ 0, . . .

⃒⃒⃒⃒
𝐷𝑚−1,𝑚−1 𝐷𝑚−1,𝑚

𝐷𝑚,𝑚−1 𝐷𝑚,𝑚

⃒⃒⃒⃒
≥ 0.

Эти условия позволяют предварительно оценить возможность появления отрица-
тельного решения. Если нелинейные коэффициенты системы (1) есть следствие реше-
ния задачи о механическом равновесии, то нарушение условий 1 и 2 может быть след-
ствием иного механизма переноса, завуалированного в коэффициентах. Пример такого
явления — бародиффузия или диффузия под действием напряжений [12]. Его след-
ствием могут быть так называемая восходящая диффузия, хорошо известная в физи-
ке [13, 14], наличие пределов растворимости, зависящих от состава и напряжений и т. д.

Если для коэффициентов, описывающих перекрестные эффекты, смена знака — де-
ло обычное, то для диагональных коэффициентов в этом случае возникает неопреде-
ленность типа [0 · ∞],

lim
𝐶𝑘→𝐶*

𝑘

𝐷𝑘
𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑥
→ 0 · ∞, (2)

что приводит к проблемам при численном решении.

2. Особенность алгоритма

Учитывая особенности процесса диффузии (наличие различных механизмов перено-
са, перекрестных потоков и др.), можно предложить численный алгоритм, раскрывая
неопределенность вида (2) явно. Критические значения концентраций 𝐶*

𝑖 , при которых
возникают неопределенности, можно найти из соотношения 𝐷𝑘(𝐶𝑗) = 0, что, возмож-
но, говорит о достижении предела растворимости [12]. Поскольку концентрация есть
функция двух переменных, 𝐶𝑘(𝑡, 𝑥), то, определив 𝐶*

𝑘 , можно найти координату точки,
где достигнут предел растворимости 𝑥* в момент времени 𝑡.
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Раскроем неопределенность в (2) по правилу Лопиталя, при этом перейдем к пределу
по координате

lim
𝑥→𝑥*

𝐷𝑗(𝐶)
𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥
= lim

𝑥→𝑥*

𝜕𝐶𝑗/𝜕𝑥

1/𝐷𝑗(𝐶)
= −𝐷2

𝑗

𝜕2𝐶𝑗

𝜕𝑥2

𝜕𝐷𝑗

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥

= −𝛾
𝜕2𝐶𝑗

𝜕𝑥2
, (3)

где

𝛾𝑗 =

⎡⎢⎢⎣ 𝐷2
𝑗

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝐷𝑗

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥

⎤⎥⎥⎦
𝑥→𝑥*

.

Следовательно, уравнение диффузии в точке, где достигнут предел растворимости по
элементу 𝐶𝑘, принимает вид

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑡
= −

[︂
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝛾𝑗
𝜕2𝐶𝑗

𝜕𝑥2

)︂]︂
𝐶𝑗→𝐶*

𝑗

+ 𝐹 (𝐶, 𝑥, 𝑡), (4)

где

𝐹 (𝐶, 𝑥, 𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷𝑖𝑘

𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑥

)︂
𝑘 ̸=𝑖

+ 𝑓𝑗(𝐶, 𝑥, 𝑡).

Уравнение (4) совпадает по форме с уравнением Кортевега — де Вриза, которое
описывает динамику уединенных волн (так называемых солитонов). Но это уравнение
справедливо только в точке, где 𝐶𝑗 → 𝐶*

𝑗 , и свидетельствует о подключении механизма
переноса, отличного от диффузии.

Допустим, что новое уравнение имеет место в некоторой области изменения 𝐶𝑗 ∈
[𝐶*

𝑗 −∆𝐶*
𝑗 ;𝐶*

𝑗 +∆𝐶*
𝑗 ], и построим алгоритм численного решения задачи, сходимость ко-

торого будет зависеть от величин ∆𝐶*
𝑗 . Для каждого элемента предел 𝐶*

𝑗 может быть
достигнут в разных 𝑥*

𝑗 и в разные моменты времени. Для этого перейдем от (4) к урав-
нению

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑡
= 𝛼

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝐷𝑗𝑗(𝐶𝑗)

𝜕𝐶𝑗

𝜕𝑥

)︂
+ 𝛽

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝛾𝑗
𝜕2𝐶𝑗

𝜕𝑥2

)︂
+ 𝐹 (𝐶, 𝑥, 𝑡), (5)

где {︃
𝛼 = 1,

𝛽 = 0;
𝐶𝑗 ̸∈ [𝐶*

𝑗 − ∆𝐶*
𝑗 ;𝐶*

𝑗 + ∆𝐶*
𝑗 ], (6)

{︃
𝛼 = 0,

𝛽 = 1;
𝐶𝑗 ∈ [𝐶*

𝑗 − ∆𝐶*
𝑗 ;𝐶*

𝑗 + ∆𝐶*
𝑗 ]. (7)

Уравнения вида (5) решаются численно, с помощью пятиточечной прогонки [15].
Алгоритм позволяет избежать появления отрицательных концентраций, что продемон-
стрируем на примере одномерной задачи о перераспределении элементов в четырехком-
понентной системе. В начальный момент времени (𝑡 = 0) имеем

𝐶1 = 0, 𝐶2 = 0, 𝐶3 =

{︃
0.2, 𝑟 ≤ 𝑅0,

0, 𝑟 > 𝑅0.
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а б

Рис. 1. Распределение концентрации 𝐶2 по координате в различные моменты времени, рассчи-
танные с учетом (б) и без учета (а) разработанного метода: при 𝑡 = 300, 350, 400, 450 (кривые
1–4 соответственно)

В любой момент времени 𝐶4 = 1 − 𝐶1 − 𝐶2 − 𝐶3. На границах интервала [0, 1] зададим
условия вида

𝑥 = 0 : 𝐽1 = 0; 𝐶2 = 0.2; 𝐶3 = 0.2;

𝑥 = 𝐿 : 𝐽𝑘 = 0; 𝑘 = 1, 2, 3.

Диагональные коэффициенты диффузии считаем зависимыми от концентрации ли-
нейно

𝐷𝑘𝑘 = 𝐷0
𝑘𝑘[1 −𝐵𝑘𝐶𝑘],

𝐷𝑘𝑖 = const,

где 𝐷0
11 = 1.2 · 10−5 м2/с; 𝐷12 = 3 · 10−5 м2/с; 𝐷13 = 2 · 10−5 м2/с; 𝐷21 = 5 · 10−5 м2/с;

𝐷0
22 = 1 · 10−5 м2/с; 𝐷23 = 1 · 10−5 м2/с; 𝐷31 = 1 · 10−5 м2/с; 𝐷32 = 2 · 10−5 м2/с; 𝐷0

33 =
1 · 10−5 м2/с; 𝐵1 = 5; 𝐵2 = 5; 𝐵3 = 5; 𝑅0 = 3 · 10−3. Если 𝐶𝑘 = 1/𝐵𝑘, коэффициенты 𝐷𝑘𝑘

меняют знак.
Расчеты показывают (рис. 1, а), что если при решении использовать традиционный

алгоритм (трехточечную прогонку при решении параболического дифференциально-
го уравнения), то концентрации 𝐶2 в локальной области становятся отрицательными.
Осцилляции, связанные с неустойчивостью метода, с течением времени возрастают.

При использовании предложенного алгоритма, учитывающего смену механизма диф-
фузии (направление потока), отрицательные концентрации не наблюдаются (рис. 1, б).
Осцилляции в распределениях концентраций 𝐶2 связаны с преобладанием в той или
иной области потоков компонентов под действием разных факторов. Подобный алго-
ритм применим и к более сложной задаче, включающей термо- и бародиффузию.

3. Задача о росте покрытия

В качестве второго примера рассмотрим задачу о росте покрытия при осаждении ве-
ществ из плазмы для образца цилиндрической формы, который вращается вокруг сво-
ей оси. На поверхности полого железного цилиндра (рис. 2) (с внутренним и внешним
радиусами 𝑅1 = 0.01м и 𝑅2 = 0.02м) формируется покрытие из хрома (Cr) и углеро-
да (С), поступающих из плазмы. Элементы вступают в химические реакции, при этом
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Рис. 2. К постановке задачи о росте покрытия

образуются карбиды Cr3C2 и FeC. Температуры плавления основы и карбидов в усло-
виях эксперимента не достигаются, поэтому плавление можно не учитывать. Система
уравнений, описывающая процесс тепло- и массопереноса, будет иметь вид

𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −∇𝐽𝑞 +

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑄𝜎
𝑖 𝜙𝑖, (8)

𝜌
𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑡
= −∇𝐽𝑘 + 𝑟𝑘, 𝑘 = 1, 2, (9)

𝜌
𝜕𝐶𝑘

𝜕𝑡
= 𝑟𝑘, 𝑘 = 4, 5, (10)

где
𝐽1 = −𝜌𝐷11∇𝐶1 − 𝜌𝐷12∇𝐶2 − 𝜌𝐷11𝐶1𝑆𝑇1∇𝑇,

𝐽2 = −𝜌𝐷21∇𝐶1 − 𝜌𝐷22∇𝐶2 − 𝜌𝐷22𝐶2𝑆𝑇2∇𝑇,

𝐽𝑞 = −𝜆∇𝑇 − 𝐴1∇𝐶1 − 𝐴2∇𝐶2;

𝑇 — температура; 𝐶𝑘 — концентрации компонентов (𝐶1 — Cr; 𝐶2 — C; 𝐶3 — Fe; 𝐶4 —

Cr3C2 — тугоплавкий карбид хрома; 𝐶5 — FeC); 𝑟𝑘 =
𝑟∑︀

𝑖=1

𝜈𝑘𝑖𝑚𝑘𝜙𝑖 — источники и стоки

массы вследствие химических реакций; 𝑄𝜎
𝑖 = −

𝑛∑︀
𝑘=1

𝜈𝑘𝑖ℎ
𝜎
𝑘𝑚𝑘 — тепловые эффекты реак-

ций, число которых 𝑟; 𝜈𝑘𝑖 — стехиометрические коэффициенты компонентов 𝑘 в реакци-
ях 𝑖; 𝑚𝑘 — молярные массы компонентов; ℎ𝜎

𝑘 — парциальные энтальпии компонентов;
𝜙𝑖 — скорости химических реакций, которые зависят от температуры по закону Ар-
рениуса (например, 𝜙1 = 𝑘1𝐶3𝐶2 exp[−𝐸1/𝑅𝑇 ]); 𝑐 — эффективная теплоемкость; 𝜌 —
плотность; 𝜆𝑇 , 𝐷𝑖𝑘, 𝐴1, 𝐴2 — коэффициенты переноса; 𝑆𝑇𝑘 — коэффициенты Соре.

Из трех диффузионных потоков (подвижны только тугоплавкий металл и углерод)

независимы только два, и из пяти концентраций независимы только четыре
(︂

𝑛∑︀
𝑘=1

𝐶𝑘 = 1

)︂
,

так что для концентраций железа имеем 𝐶3 = 1 − 𝐶1 − 𝐶2 − 𝐶4 − 𝐶5.
Плотность, коэффициент теплопроводности и теплоемкость определяем по правилу

смеси:

𝜌(𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜌𝑗𝐶𝑗, 𝑐(𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑐𝐶𝑗, 𝜆(𝐶) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜆𝑗𝐶𝑗.
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Естественными граничными условиями на внутренней поверхности цилиндра (не
подверженной действию плазмы) являются условия отсутствия потоков массы. Эту по-
верхность считаем теплоизолированной.

𝑟 = 𝑅1 : 𝐽𝑞 = 0, 𝐽1 = 0, 𝐽2 = 0.

На границе раздела материалов (подложки и растущего покрытия) равны друг дру-
гу потоки тепла и температуры, а также потоки массы и химические потенциалы угле-
рода и хрома.

𝑟 = 𝑅2 : 𝐽𝑞|𝑅2− = 𝐽𝑞|𝑅2+, 𝑇 |𝑅2− = 𝑇 |𝑅2+,

𝐽1|𝑅2− = 𝐽1|𝑅2+, 𝑔1|𝑅2− = 𝑔1|𝑅2+,

𝐽2|𝑅2− = 𝐽2|𝑅2+, 𝑔2|𝑅2− = 𝑔2|𝑅2+.

Условия для химических потенциалов сводятся к условиям вида

𝐶−
1 = 𝐶+

1 𝛾1, 𝐶−
2 = 𝐶+

2 𝛾2,

где 𝛾1, 𝛾2 — коэффициенты распределения. Условия на подвижной поверхности имеют
вид

𝑟 = 𝑅2 + ℎ : 𝐽𝑞 = 𝑞0
𝑑ℎ

𝑑𝑡
− 𝜎0𝜀(𝑇

4 − 𝑇 4
𝑤), 𝐽1 = 𝑚1𝑦1

𝑑ℎ

𝑑𝑡
, 𝐽2 = 𝑚2𝑦2

𝑑ℎ

𝑑𝑡
,

где
𝑑ℎ

𝑑𝑡
— заданная скорость роста покрытия; 𝑞0 — суммарный источник тепла; 𝑇𝑊 —

температура стенок вакуумной камеры; 𝜎0 — постоянная Стефана—Больцмана; 𝜀 —
степень черноты; 𝑦𝑘 — мольная концентрация частиц у поверхности, моль/м3, которые
следуют из эксперимента либо из решения внешней задачи. Для исследования процессов
в покрытии и в подложке эти величины могут быть заданы.

Источник тепла на границе есть следствие потерь ионами кинетической энергии за
счет соударения с подложкой. В начальный момент времени имеем

𝑇 (𝑟, 0) = 𝑇0, 𝐶1(𝑟, 0) = 0, 𝐶2(𝑟, 0) = 0, 𝐶3(𝑟, 0) = 1.

а б

Рис. 3. Распределение концентраций С, Cr, Fe (кривые 1–3 соответственно) вдоль радиуса в
момент времени 𝑡 = 1200 с; сплошные кривые — традиционный алгоритм, точки — предложен-
ный алгоритм
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Более подробно модель описана в [16, 17]. В расчетах принято: 𝜆C = 2Вт/(м ·К); 𝜆Cr =
93.9Вт/(м · К); 𝜆Fe = 80.1Вт/(м · К); 𝜆Cr3C2 = 52, 1Вт/(м · К); 𝜆FeС = 60.1Вт/(м · К);
𝑐C = 20.8Дж/(кг·К); 𝑐Cr = 21.1Дж/(кг·К); 𝑐Fe = 25.14Дж/(кг·К); 𝑐Cr3C2 = 35.4Дж/(кг·
К); 𝑐FeС = 29.5Дж/(кг · К); 𝜌C = 2.55 · 103 кг/м3; 𝜌Cr = 7.19 · 103 кг/м3; 𝜌Fe = 7.87 ·
103 кг/м3; 𝜌Cr3C2 = 6.68 · 103 кг/м3; 𝜌FeС = 7.6 · 103 кг/м3; 𝑚𝐶 = 12.01 · 10−3 кг/моль;
𝑚Cr = 51.9 ·10−3 кг/моль; 𝑚Fe = 55.84 ·10−3 кг/моль; 𝑚Cr3C2 = 180 ·10−3 кг/моль; 𝑚FeС =
68 · 10−3 кг/моль; 𝑆𝑇1 = 𝑆𝑇2 = 10−2K−1.

В качестве примера на рис. 3 показано распределение концентраций элементов в мо-
мент времени 𝑡 = 1200 c при использовании традиционного алгоритма (уравнения пара-
болического типа, неявная разностная схема и трехточечная прогонка) и предложенного
в данной работе алгоритма (точечные кривые). На первый взгляд результаты не разли-
чаются (рис. 3, а). Но в окрестности границы раздела подложка—растущее покрытие
имеется особенность (рис. 3, б). Отрицательные концентрации исчезают при учете в
алгоритме физической особенности — появления потоков компонентов в направлении
градиента концентрации вследствие термодиффузии, наличия градиентов других ком-
понентов, что приводит к смене знака эффективного коэффициента диффузии.

Выводы

1. В работе предложен алгоритм численного исследования задач теории многоком-
понентной диффузии с коэффициентами, меняющими знак. Смена знака связывается
с “подключением” иных механизмов переноса, вызванных перекрестными явлениями.

2. На примере модельной задачи показано, что алгоритм позволяет избегать роста
флуктуаций в решении, связанных с неустойчивостью традиционного численного алго-
ритма.

3. Проиллюстрирована применимость алгоритма к решению задачи формирования
фазового состава растущего покрытия.

Выделение особенности решения приводит к замене параболического уравнения диф-
фузии уравнением третьего порядка, корректным в малой окрестности особенности.
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On the numerical solution of non-isothermal multicomponent diffusion
with variable coefficients
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Purpose. The numerical implementation of the coupling models of multicomponent
diffusion requires the development of special numerical algorithms which take into
account the interrelation between several physical phenomena with different temporal
and spatial scales. Traditional algorithms for numerical implementation for similar
models are unstable and lead to the negative concentrations. The main object of this
work is to develop an algorithm for solving the equation system of multicomponent
diffusion with coefficients that could change sign thus leading to the ill-posed problem.

Methodology. The basic idea of the suggested algorithm consists in the determina-
tion of critical concentration coinciding which the solubility limit. Mathematically, the
concentration equaling to critical one leads to the uncertainty of the type “zero to
infinity”. Using the L’Hospital rule we obtain the diffusion equation, which correctly
describes the diffusion in the vicinity of solubility limit and eliminate the appearance
of negative values for concentrations.

Findings. As a result, the developed algorithm for the numerical investigation of the
problem was implemented numerically. It was shown that the separation of the feature
leads to the replacement of the parabolic diffusion equation with the equation of the
third order that is correct in a small vicinity of a critical concentration. The examples of
numerical solution are presented for the problem of the evolution of coating composition
during deposition.

Keywords: multicomponent diffusion, cross effects, associated model.
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