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С применением модифицированной 𝑒 ∼ 𝜀-модели турбулентности выполнено
численное моделирование динамики плоских и осесимметричных турбулентных
следов с варьируемым суммарным избыточным импульсом в однородной жидко-
сти. Результаты расчетов хорошо согласуются с известными экспериментальными
данными. Осуществлено численное моделирование асимптотического вырождения
осесимметричных турбулентных следов с нулевым и малым ненулевым суммарным
избыточным импульсом.
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Введение

Плоские и (или) осесимметричные турбулентные следы рассматривались в большом
числе экспериментальных, теоретических и вычислительных работ. Отметим лишь нем-
ногие [1–39]. В них можно найти обзоры и более подробную библиографию. Мы упомя-
нем лишь некоторые из недавно опубликованных работ.

В [27] осуществлено численное моделирование дальнего турбулентного безымпульс-
ного следа за телом вращения в пассивно стратифицированной среде. Применена иерар-
хия математических моделей второго порядка, включающая модели с нелинейной ап-
проксимацией корреляций с пульсациями давления в уравнениях переноса моментов
второго порядка. Проанализировано асимптотическое вырождение безымпульсных тур-
булентных следов. Дополнительно к математическим моделям второго порядка к опи-
санию течения в осесимметричном безымпульсном следе привлечены модели третьего
порядка [29], применение которых позволило более детально описать эксперименталь-
ные данные [15], являющиеся наиболее полными из известных. Как и в работе [27],
здесь обсуждается вопрос об асимптотическом вырождении следа. Работа [28] в основ-
ном посвящена численному моделированию закрученных безымпульсных турбулентных
следов. В качестве примера рассмотрен безымпульсный незакрученный турбулентный
след. Применена полуэмпирическая модель, включающая уравнения переноса компо-
нент тензора рейнольдсовых напряжений и скорости диссипации 𝜀. Результаты расчетов
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широкого класса задач сопоставляются с известными результатами расчетов других ав-
торов и экспериментальными данными. Дана оценка границ применимости численной
модели.

В [30, 33] выполнен теоретико-групповой анализ двух полуэмпирических моделей
плоского и осесимметричного дальних турбулентных следов. Построены автомодель-
ные решения и проведено сопоставление с известными экспериментальными данны-
ми. Рассмотрено автомодельное вырождение плоского турбулентного следа в пассив-
но стратифицированной среде. Изучена автомодельность течения в дальнем следе за
нагретым цилиндром. Исследования продолжены в [36, 39]. Рассмотрены математиче-
ские модели дальнего турбулентного следа за буксируемым [36] и самодвижущимся [39]
телами вращения в пассивно стратифицированной среде, основанные на двухпарамет-
рической 𝑒 ∼ 𝜀-модели турбулентности. Выполнен теоретико-групповой анализ этих
моделей. Исследовано автомодельное вырождение дальних следов. С помощью метода
В-определяющих уравнений осуществлена редукция моделей к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений. Краевая задача для этой системы решалась численно
с применением модифицированного метода стрельбы и асимптотического разложения
решения в окрестности особой точки. Построенные решения хорошо согласуются с ре-
шением, полученным непосредственным численным интегрированием дифференциаль-
ных уравнений математических моделей на больших расстояниях от тела.

Асимптотический и численный анализ эволюции плоских и осесимметричных безым-
пульсных турбулентных следов, основанный на применении полуэмпирической модели
турбулентности второго порядка, выполнен в [34]. Автомодельные решения получены
аналитически, а процесс перехода к автомодельности изучен численно. Проведено со-
поставление с известными экспериментальными данными.

В [35, 37] приведен подробный анализ исследований по турбулентным следам в од-
нородной и стратифицированной жидкости. В [35] на основе подхода DNS рассмотрена
динамика турбулентных следов с малым и умеренным суммарным избыточным импуль-
сом. Представлены результаты расчетов, демонстрирующие неприменимость гипотезы
постоянной турбулентной вязкости к расчету турбулентных следов за самодвижущи-
мися телами. В [37] приведены результаты расчетов динамики безымпульсного следа
в однородной жидкости на основе двухпараметрической 𝑒 ∼ 𝜀-модели турбулентно-
сти. Результаты расчетов удовлетворительно согласуются с экспериментальными дан-
ными [1].

Роль малого суммарного избыточного импульса в развитии следа за самодвижущим-
ся телом обсуждается в [4, 8, 12, 18, 24, 31, 32, 35]. Турбулентные следы с умеренным
суммарным избыточным импульсом рассматривались в [8, 18, 24, 35].

В [40, 41] получены основанные на анализе уравнений Навье—Стокса оценки асимп-
тотического убывания возмущений гидродинамических величин на больших расстояни-
ях от самодвижущегося тела. Показано, что безымпульсное обтекание тел характери-
зуется существенно более быстрым убыванием поля скорости на большом удалении от
тела в сравнении с классическим обтеканием. Результаты этих работ чрезвычайно важ-
ны для проведения численного анализа асимптотического вырождения безымпульсных
осесимметричных турбулентных следов.

Анализируя известные работы по численному моделированию плоских и осесиммет-
ричных турбулентных следов, можно сделать вывод о том, что основанные на полуэм-
пирических моделях турбулентности численные модели турбулентных следов недоста-
точно полны. Следы являются ярким примером струйных турбулентных течений с ва-
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рьируемым значением суммарного избыточного импульса. Турбулентные следы харак-
теризуются также значительным варьированием отношения 𝑃/𝜀, где 𝑃 — порождение
энергии турбулентности за счет градиентов осредненного движения, 𝜀— скорость дисси-
пации энергии турбулентности в тепло. В безымпульсных турбулентных следах [15] уже
на расстояниях порядка десяти диаметров тела это отношение достаточно мало. В тур-
булентных следах за буксируемыми удлиненными телами вращения в значительной ча-
сти области поперечного сечения следа отношение 𝑃/𝜀 близко к единице. В настоящей
работе с применением модифицированной 𝑒 ∼ 𝜀-модели Роди [3] осуществлено исследо-
вание ряда турбулентных следов с варьируемым суммарным избыточным импульсом.
Результаты расчетов согласуются с известными экспериментальными данными. Выпол-
нено численное моделирование заключительной стадии вырождения осесимметричных
турбулентных следов с нулевым и малым ненулевым суммарным избыточным импуль-
сом. Работа является развитием и продолжением [24, 38].

1. Постановка задачи

Для описания течения в турбулентных следах привлекается система осредненных урав-
нений гидродинамики в приближении тонкого сдвигового вязкого слоя [2]:
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Здесь 𝑈, 𝑉 — горизонтальная и вертикальная компоненты скорости осредненного дви-
жения; значения 𝑗 = 0, 1 соответствуют плоскому и осесимметричному течениям; штри-
хами обозначены пульсационные составляющие; ⟨𝑢′2⟩, ⟨𝑣′2⟩, ⟨𝑢′𝑣′⟩ — компоненты тензо-
ра рейнольдсовых напряжений; 𝜈 — коэффициент кинематической вязкости; ⟨ ⟩ — знак
осреднения. Система координат устроена так, что ось 𝑥 направлена вниз по течению и
совпадает с осью симметрии тела, начало координат находится на задней кромке тела.

Система уравнений (1), (2) незамкнута; одной из рассмотренных в настоящей работе
моделей является модифицированная 𝑒 ∼ 𝜀-модель турбулентности [3] (модель 1), в
которой используются аппроксимации:
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𝑐1, 𝑐2 — эмпирические постоянные.
В дополнение к (1)–(3) привлекаются уравнения трансформации энергии турбулент-

ности 𝑒 и скорости диссипации 𝜀:
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Здесь 𝑐𝜀1, 𝑐𝜀2, 𝜎𝜀 — эмпирические постоянные.
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Переменные задачи могут быть обезразмерены с использованием характерных мас-
штабов скорости 𝑈0 и длины𝐷 (𝐷 — диаметр тела, 𝑈0 — скорость невозмущенного пото-
ка). В дальнейшем, по возможности, у обезразмеренных величин будут оставлены те же
обозначения, что и у исходных. Переменная 𝑥 играет роль времени; при 𝑥 = 𝑥0 задаются
начальные распределения 𝑈, 𝑒, 𝜀. При 𝑦 = 0 ставятся условия симметрии (в настоящей
работе рассматриваются именно такие течения). В качестве граничных условий при
𝑦 → ∞ задаются значения 𝑈, 𝑒, 𝜀, согласующиеся с физическими соображениями об
условиях невозмущенного потока и экспериментальными данными. Значения эмпири-
ческих постоянных следующие: 𝑐1 = 2.2, 𝑐2 = 0.55, 𝑐𝜀1 = 1.44, 𝑐𝜀2 = 1.92, 𝜎𝜀 = 1.3. Они
являются в достаточной мере общепринятыми.

Наряду с приведенной выше математической моделью (1)–(5) в работе рассматри-
вался также аналог модифицированной 𝑒 − 𝜀-модели, учитывающей существенное ва-
рьирование турбулентного числа Рейнольдса Re𝜆 =

√
2𝑒𝜆/𝜈 в процессе вырождения

турбулентного течения (модель 2). Здесь 𝜆 =
√︀

10𝑒𝜈/𝜀 — тейлоровский микромасштаб
течения. За основу была взята модель рейнольдсовых напряжений [13]. В результате
применения аппроксимации [3] к уравнениям переноса компонент тензора рейнольдсо-
вых напряжений [13] в соотношениях и уравнениях (1)–(5) роль эмпирических посто-
янных 𝑐1, 𝑐2, 𝑐𝜀1, 𝑐𝜀2 будут играть функции

𝑐′1 = 𝑐1(1 − 𝑑𝑢), 𝑐′2 = 𝑐2(1 − 𝑑𝑢), 𝑐′𝜀1 = 𝑐𝜀1(1 − 𝑑𝑢) + 1.225 𝑑𝑢, 𝑐′𝜀2 = 𝑐𝜀2 − 0.52 𝑑𝑢,
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𝑅𝑒2𝜆 + 2800)2
. (6)

Модельные соотношения (6) заимствованы авторами из работы [13]. Они устроены
так, что на заключительной вязкой стадии вырождения однородной изотропной турбу-
лентности, соответствующей Re𝜆 << 1, величина энергии турбулентности 𝑒(𝑥, 0) в соот-
ветствии с известной асимптотикой Миллионщикова—Лойцянского будет убывать как
𝑥−5/2 (𝑒(𝑥, 0) ∼ 𝑥−5/2). Значения части эмпирических постоянных в соотношениях (6)
в сравнении с их значениями в [13] изменены так, что при Re𝜆 >> 1 функции 𝑐′1, 𝑐′2,
𝑐′𝜀1, 𝑐′𝜀2 становятся близкими к постоянным 𝑐1, 𝑐2, 𝑐𝜀1, 𝑐𝜀2. В частности, величина 𝑐𝜀2
в [13] полагалась равной 11/6; в настоящей работе авторы использовали стандартное
значение 𝑐′𝜀2 = 1.92 в целях согласования со стандартным значением при Re𝜆 >> 1.
Сами модифицированные уравнения (1)–(5) будут иметь аналогичный вид.

Численный алгоритм решения задачи основан на введении функции тока и подвиж-
ных сеток. Закон сохранения (его сеточный аналог) суммарного избыточного импульса
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∞∫︁
0
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𝑈𝑈1 − 2Φ

𝑒

𝜀
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является следствием консервативной аппроксимации (1). Подробное изложение алго-
ритма и его детальное тестирование представлены в [24, 38].

Все расчеты выполнялись на последовательности сеток, параметры которых вы-
бирались так, что их измельчение в два раза не приводило к отклонению более 1%
в равномерной норме.
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2. Результаты расчетов плоских турбулентных следов

Некоторые результаты численного моделирования плоских безымпульсных турбулент-
ных следов представлены на рис. 1–3. Начальные данные для величин 𝑈, 𝑒, 𝜀 при
𝑥0 = 15𝐷 задавались в соответствии с экспериментальными данными [19]. Рассчитан-
ный на основе модели 1 для 𝑥/𝐷 = 75 нормализованный профиль дефекта продольной
компоненты скорости 𝑈1 = 𝑈0 − 𝑈, 𝑈10 = 𝑈1(𝑥, 0) сопоставляется с результатами ла-
бораторных экспериментов [19] на рис. 1, где сплошной линией изображен рассчитан-
ный профиль. Согласие достаточно хорошее. На рис. 2 рассчитанный нормализованный

Рис. 1. Нормализованные эксперименталь-
ные [19] (безымпульсный плоский след) и рас-
считанный профили дефекта продольной ком-
поненты скорости 𝑈1. Точки — эксперимент

Рис. 2. Нормализованные эксперименталь-
ные [19] и рассчитанный профили энергии
турбулентности 𝑒; 𝑙* : 𝑒(𝑥, 𝑙*) = 0.5𝑒(𝑥, 0).
Точки — эксперимент

Рис. 3. Осевые значения дефекта скорости 𝑈1, энергии турбулентности 𝑞2 = 𝑒 и вертикальный
размер l : �,�, ∙ — эксперименты [19]; сплошные линии — расчеты авторов по модели 1;
пунктирные линии — по классической 𝑒 ∼ 𝜀-модели; × — расчеты [22]
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профиль энергии турбулентности (нижняя сплошная линия) сопоставляется с экспери-
ментальными данными.

Поведение осевых значений дефекта скорости 𝑈1, энергии турбулентности 𝑞2 = 𝑒
и вертикального размера следа 𝑙(𝑥) : 𝑒(𝑥, 𝑙) = 𝑒(𝑥, 0)/4 в зависимости от расстояния
𝑥/𝐷 представлено сплошными линиями на рис. 3. Пунктирные линии — результаты
расчетов авторов на основе классической 𝑒 ∼ 𝜀-модели [3].

Численная модель с применением математической модели 1 дает удовлетворитель-
ное согласие с экспериментальными данными. Следует отметить, что численное модели-
рование плоского турбулентного следа в условиях данных лабораторных экспериментов
[19] осуществлено также в работе [22]. Авторы этой работы использовали 𝑒∼ 𝜀∼𝛾-мо-
дель турбулентности (𝛾 — коэффициент перемежаемости). Результаты рассчитанных
ими осевых значений 𝑈1 и 𝑒 значительно хуже согласуются с экспериментальными дан-
ными, чем настоящие расчеты по модели 1. Однако, возможно, последнее обусловлено
существенно большей общностью постановки задачи. В [22] моделировалась не только
динамика собственно турбулентного следа, но и задача обтекания.

На больших расстояниях от тела течение в плоском безымпульсном следе характе-
ризуется законами автомодельного вырождения 𝑈10 ∼ 𝑥−1.5, 𝑒(𝑥, 0) ∼ 𝑥−1.5, 𝑙 ∼ 𝑥0.25.
Аналогичные законы вырождения были получены, в частности, в [16, 21].

Наряду c представленными выше результатами расчетов безымпульсного турбулент-
ного следа ниже приводятся некоторые результаты расчетов “классического” следа за
цилиндром. На рис. 4 рассчитанные характеристики плоского турбулентного следа за
цилиндром сопоставляются с результатами измерений [7]. Согласие удовлетворитель-
ное. Изменение осевых значений дефекта продольной компоненты скорости и энергии
турбулентности хорошо согласуется с результатами основанного на экспериментальных
данных анализа автомодельности вырождения [7]. Ранее задача о динамике турбулент-
ного следа за цилиндром рассматривалась, в частности, в [21] в приближении дальнего

Рис. 4. Экспериментальные [7] и рассчитанные (𝑥/𝐷 = 2225) автомодельные профили
𝑒, 𝑈1, ⟨𝑢′𝑣′⟩: �, ∙, + — эксперимент; сплошная, пунктирная и штрихпунктирная линии соот-
ветственно — расчет
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следа. Результаты настоящих расчетов близки к приведенным в [21]. В настоящей ра-
боте рис. 4 дан лишь для иллюстрации работоспособности численной модели.

Сопоставление результатов расчетов плоских турбулентных следов с эксперимен-
тальными данными [7, 19] подтверждает достаточную универсальность построенной
численной модели плоских турбулентных следов (cм. также [21, 23]). Отметим, что
рассмотренное выше течение в плоском безымпульсном следе характеризовалось в на-

стоящих расчетах значением безразмерной величины 𝐽0
* =

∞∫︁
0

(︁
𝑈𝑈1 − 2Φ

𝑒

𝜀
𝑃
)︁
𝑑𝑦 =

0.176 · 10−7. В классическом следе за цилиндром [7] величина 𝐽0
* значительно больше:

𝐽0
* = 0.203. Величина 𝐽0 связана с суммарным избыточным импульсом 𝐹0 соотношени-

ем 𝐹0 = 2𝜌0𝐽0𝑈
2
0𝐷.

3. Результаты расчетов осесимметричных турбулентных следов

Наиболее полными из известных авторам экспериментальными данными о вырожде-
нии осесимметричных безымпульсных турбулентных следов являются данные работ
[15, 17]. Результаты расчетов, основанные на применении моделей 1 и 2, представлены
в табл. 2, 3, 5; в табл. 1 и 4 приведены экспериментальные данные [13, 15]. Началь-
ные данные при проведении расчетов задавались при 𝑥/𝐷 = 10 (в отсутствие фона)

Т а б л и ц а 1. Экспериментальные данные для осесимметричного безымпульсного следа за
сферой в условиях ненулевого турбулентного фона [15]

𝑥/𝐷 20 60 70 100 120
𝑈𝑑/𝑈0 0.05 0.009 — — —
𝐸/𝑈2

0 392.0 · 10−5 73.0 · 10−5 58.0 · 10−5 35.0 · 10−5 27.0 · 10−5

𝜖𝐷/𝑈3
0 27.8 · 10−5 — 1.3 · 10−5 — —

𝑟𝑙 0.9 1.36 1.42 1.6 1.84

Т а б л и ц а 2. Расчетные данные (модель 1) для осесимметричного безымпульсного следа
за сферой в условиях ненулевого турбулентного фона

𝑥/𝐷 20 60 70 100 120
𝑈𝑑/𝑈0 0.05 0.0086 0.0068 0.0039 0.0029

𝐸/𝑈2
0 392.0 · 10−5 67.0 · 10−5 53.0 · 10−5 35.0 · 10−5 25.0 · 10−5

𝜖𝐷/𝑈3
0 27.8 · 10−5 2.0 · 10−5 0.93 · 10−5 0.38 · 10−5 0.24 · 10−5

𝑟𝑙 0.9 1.24 1.29 1.38 1.42

Т а б л и ц а 3. Расчетные данные (модель 2) для осесимметричного безымпульсного следа
за сферой в условиях ненулевого турбулентного фона

𝑥/𝐷 20 60 70 100 120
𝑈𝑑/𝑈0 0.05 0.0080 0.0063 0.0035 0.0026

𝐸/𝑈2
0 392.0 · 10−5 65.0 · 10−5 51.0 · 10−5 31.0 · 10−5 24.0 · 10−5

𝜖𝐷/𝑈3
0 27.8 · 10−5 1.36 · 10−5 0.91 · 10−5 0.37 · 10−5 0.24 · 10−5

𝑟𝑙 0.9 1.35 1.43 1.63 1.74
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Т а б л и ц а 4. Экспериментальные данные для осесимметричного безымпульсного следа за
сферой в отсутствие турбулентного фона [13]

𝑥/𝐷 10 20 70 100
𝑈𝑑/𝑈0 0.0464 — — —
𝐸/𝑈2

0 534.0 · 10−5 172.0 · 10−5 15.0 · 10−5 8.2 · 10−5

𝜖𝐷/𝑈3
0 78.0 · 10−5 10.7 · 10−5 0.29 · 10−5 —

Т а б л и ц а 5. Расчетные данные (модель 1) для осесимметричного безымпульсного следа
за сферой в отсутствие турбулентного фона [15]

𝑥/𝐷 10 20 70 100
𝑈𝑑/𝑈0 0.0464 0.013 0.0022 0.0013
𝐸/𝑈2

0 534.0 · 10−5 128.0 · 10−5 16.0 · 10−5 9.2 · 10−5

𝜖𝐷/𝑈3
0 78.0 · 10−5 8.43 · 10−5 0.27 · 10−5 0.11 · 10−5

и при 𝑥/𝐷 = 20 (ненулевой, близкий к изотропному фон) согласованными с результа-
тами экспериментов. Рассчитанные по обеим моделям характеристики течения близки
экспериментально измеренным.

В таблицах приняты обозначения 𝑈𝑑 = 𝑈1(𝑥, 0), 𝐸 = 𝑒(𝑥, 0), 𝜖 = 𝜀(𝑥, 0), 𝑟𝑙 : 𝑒(𝑥, 𝑟𝑙) =
0.25𝑒(𝑥, 𝑟𝑙). Модель 2 в последнем случае дает отклонение от экспериментальных дан-
ных [15] несколько большее, нежели приведенное в табл. 5. Прочерки в таблицах озна-
чают отсутствие результатов лабораторных измерений.

Достаточно хорошо известными данными о вырождении осесимметричных турбу-
лентных следов являются также результаты лабораторных измерений [8, 18]. На рис. 5
рассчитанные для различных режимов движения профили дефекта продольной ком-
поненты скорости сопоставляются с результатами измерений осесимметричного следа
[8, 18]. Экспериментальные данные на различных расстояниях от тела представлены
точками; результаты расчетов показаны сплошной линией и соответствуют 𝑥/𝐷 = 90.

На рис. 6 результаты расчетов характерного размера следа, осевых значений дефек-
та продольной компоненты скорости и интенсивности турбулентных флуктуаций ско-
рости с применением модели 1 сопоставляются с экспериментальными данными [8, 18].
Как и на рис. 3, пунктирной линией приведены результаты расчетов на основе клас-
сической 𝑒 ∼ 𝜀-модели. Начальные данные задавались согласованными с эксперимен-
тальными при 𝑥/𝐷 = 10. Согласие результатов расчетов на основе модели 1 с экспери-
ментальными данными [8, 18] достаточно хорошее.

Отметим, что в рассмотренных вариантах течение в следе характеризуется обезраз-

меренными значениями 𝐼* =

∞∫︁
0

𝑦
(︁
𝑈𝑈1 − 2Φ

𝑒

𝜀
𝑃
)︁
𝑑𝑦 = 0.160·10−2 (переходная эжекция),

𝐼* = 0.223 · 10−1 (сильная эжекция). Величина 𝐼 связана с суммарным избыточным
импульсом 𝐹0 соотношением 𝐹0 = 2𝜋𝜌0𝐼𝑈

2
0𝐷

2. “Чистый” след [8, 18] характеризуется
𝐼* = 0.44 · 10−1. Таким образом, суммарный избыточный импульс в рассмотренных
вариантах течения в следе меняется весьма существенно.

Серия рис. 7, 8 относится к расчетам течения в следе за сферой в условиях нуле-
вого турбулентного фона [15] на основе модели 2. Цель этих расчетов — демонстра-
ция влияния величины малого суммарного избыточного импульса на развитие течения
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а б

в

Рис. 5. Рассчитанные (кривая) и экспериментальные [18] (значки) нормализованные профили
дефекта осредненной продольной компоненты скорости 𝑈1 для осесимметричных следов: а —
“чистый” след, б — переходная эжекция и в — сильная эжекция

Рис. 6. Вырождение осевых значений дефекта продольной компоненты скорости 𝑈1, макси-
мальных значений интенсивности флуктуаций продольной компоненты скорости 𝑢′ =

√︀
⟨𝑢′2⟩

и размера следа 𝑙 : 𝑢′(𝑥, 𝑙) = 0.5𝑢′(𝑥, 0)
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в дальнем следе и анализ асимптотического вырождения следов. По-прежнему, началь-
ные данные, согласующиеся с экспериментальными, задавались при 𝑥/𝐷 = 10, но они
незначительно изменялись для того, чтобы получать различные значения величины 𝐼.
Было проведено три варианта расчетов: I — для 𝐼 = 5.0 · 10−14, II — для 𝐼 = −9.0 · 10−4,
III — для 𝐼 = 9.3 · 10−4. Все данные приводятся в обезразмеренном виде. Величина
𝐼 = 5.0 · 10−14 соответствовала безымпульсной конфигурации следа.

На рис. 7 показано вырождение осевых значений дефекта продольной компонен-
ты скорости и энергии турбулентности в зависимости от расстояния 𝑥/𝐷. Сплошные
линии — результаты расчетов, пунктирные — асимптотические автомодельные зако-
ны вырождения характеристик безымпульсных и классических турбулентных следов.
Cледует отметить, что на рис. 7, а для варианта II при больших расстояниях от тела
приведен не сам дефект продольной компоненты скорости, а его абсолютная величи-
на. Вариант II на больших расстояниях от тела соответствует течению в турбулентной
струе в спутном потоке, вариант III — классическому турбулентному следу с ненулевым
суммарным избыточным импульсом [2]. Результаты расчетов согласуются с результа-
тами работы [12].

Можно видеть, что на рассмотренных расстояниях влияние ненулевого малого из-
быточного импульса в большей мере сказывается на вырождении дефекта продольной
компоненты скорости (см. также [32]). Кроме того на очень больших расстояниях от
тела (𝑥/𝐷 > 107) законы вырождения следа в вариантах II, III согласуются с законами
вырождения в ламинарном режиме течения [2]; в случае варианта I законы вырождения
дефекта продольной компоненты скорости согласуются с асимптотикой [40].

Профили дефекта продольной компоненты скорости для случаев 𝐼 = −9.0 · 10−4

и 𝐼 = 9.3 · 10−4 приведены на рис. 8. Видно, что с ростом расстояния от тела проис-
ходит перерождение следов с малым отличным от нуля импульсом либо в классиче-
ский импульсный турбулентный след, либо в турбулентную струю в спутном потоке

а б

Рис. 7. Влияние величины избыточного импульса на вырождение осевых значений дефекта
средней скорости 𝑈10 (а) и энергии турбулентности 𝑒0 (б)
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(в зависимости от знака 𝐼). Форма же профиля дефекта скорости в варианте I на этих
расстояниях остается без изменения.

Изменение в зависимости от расстояния от тела осевого значения турбулентного чис-
ла Рейнольдса Re𝜆 =

√
2𝑒𝜆/𝜈 представлено на рис. 9. Можно видеть, что для 𝑥/𝐷 < 500

в рамках принятой модели эта величина достаточно велика и турбулентное течение в
следе изменяется по законам, близким к законам вырождения развитого турбулент-
ного течения. С ростом расстояния от тела турбулентное число Рейнольдса убывает
и турбулентность в следе уже не может считаться развитой. Поскольку нас интересу-
ет асимптотическое вырождение следа и влияние на его эволюцию малого суммарно-

а б

Рис. 8. Профили дефекта продольной компоненты скорости 𝑈1: 𝐼 = −9.0 · 10−4 (а); 𝐼 =
9.3 · 10−4 (б)

Рис. 9. Изменение Re𝜆 в зависимости от расстояния от тела для следа за сферой [15]
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го избыточного импульса, в настоящей работе используется полуэмпирическая модель
турбулентности, учитывающая варьирование турбулентного числа Рейнольдса. Авторы
отчетливо осознают тот факт, что представленные на рис. 7, 9 для больших расстояний
от тела результаты расчетов есть всего лишь следствие численного моделирования на
основе модели 2.

В заключение отметим следующее. В замкнутой математической модели 1 (и в ее
аналоге — модели 2) весомую роль играет отношение 𝑃/𝜀 [3]. Анализ поведения отно-
шения 𝑃/𝜀 в рассмотренных задачах показывает, что при численном моделировании
осесимметричного безымпульсного турбулентного следа в условиях лабораторных из-
мерений [15] максимальное значение 𝑃/𝜀 ≈ 0.13 при 𝑥/𝐷 = 12, а далее оно быстро
убывает. При 𝑥/𝐷 = 80 максимальное значение 𝑃/𝜀 ≈ 0.014. Для варианта эксперимен-
тальных данных [8, 18], соответствующих осесимметричному следу и режиму “сильной
эжекции”, при 𝑥/𝐷 = 20 максимальное значение 𝑃/𝜀 ≈ 0.96; при 𝑥/𝐷 = 400 макси-
мальная величина 𝑃/𝜀 ≈ 0.42 и далее практически не убывает. Известно также, что
в автомодельном плоском следе за цилиндром максимум (𝑃/𝜀)max ≈ 0.8 и почти не ме-
няется [21]. В значительной части течения в дальнем следе за удлиненным буксируемым
телом вращения 𝑃/𝜀 ≈ 1; в безымпульсном следе, как это отмечалось выше, 𝑃/𝜀 << 1.
Достаточная универсальность примененной алгебраической модели рейнольдсовых на-
пряжений [3] обусловлена возможностью учета в ней влияния параметра 𝑃/𝜀.

Таким образом, основные результаты данной работы сводятся к следующему. По-
строены численные модели плоских и осесимметричных турбулентных следов с варьи-
руемым значением суммарного избыточного импульса, основанные на приближении по-
граничного слоя и применении алгебраической модели рейнольдсовых напряжений Ро-
ди. Результаты расчетов хорошо согласуются с известными экспериментальными дан-
ными. Выполнено численное моделирование асимптотического вырождения осесиммет-
ричного турбулентного следа с нулевым и малым ненулевым суммарным избыточным
импульсом.
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The turbulent wakes behind towed and self-propelled bodies in homogeneous fluid
are an obvious example of jet turbulent flows with a varied value of total excess
momentum. The turbulent wakes are also characterized by a considerably varying
ratio 𝑃/𝜀, where 𝑃 is the generation of turbulence energy due to gradients of the
averaged motion, and 𝜀 is the rate of dissipation of the turbulence energy to heat. In
momentumless turbulent wakes even on distances of about ten diameters of the body
this ratio is rather small. In drag turbulent wakes behind slender axisymmetric bodies
the ratio 𝑃/𝜀 is close to unity. In present paper we consider flows in some turbulent
wakes with varied total excess momentum. For description of the flow in turbulent wakes
we use the system of averaged equations of motion in thin shear viscous layer approach.
This system is not closed. Based on non-equilibrium Rodi’s algebraic stress model, the
numerical model for turbulent wakes has been constructed. Sufficient universality of
the applied algebraic model is caused by the possibility of considering the influence of
the parameter 𝑃/𝜀. The results of calculations are in a good agreement with known
experimental data. Based on the modified mathematical model which takes into account
the substantial variation of the Reynolds turbulent number in the process of turbulent
flow decay, the numerical simulation of the final stage degeneration for axisymmetic
wakes with zero and small nonzero total excess momentum was carried out.

Keywords: plane and axisymmetric turbulent wakes vith varied total excess momen-
tum, numerical modelling, asymptotic degeneration of axysimmetric turbulent wakes.
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