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Для численного моделирования процесса распространения длинных поверх-
ностных волн предложен алгоритм, основанный на расщеплении системы нели-
нейно-дисперсионных уравнений на вращающейся сфере на равномерно эллипти-
ческое уравнение для дисперсионной составляющей давления и гиперболическую
систему уравнений мелкой воды первого приближения с модифицированным ис-
точниковым членом в правой части уравнения импульса. Алгоритм реализован в
виде явной двухшаговой схемы предиктор-корректор, на каждом шаге которой по-
очередно решаются задачи, полученные в результате расщепления. На модельных
задачах о распространении волн над ровным дном дана оценка важности учета
эффектов, связанных со сферичностью Земли и ее вращением, зависимости дис-
персионных эффектов от дальности распространения волн и размеров области
начального возмущения свободной границы.
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Введение

До последнего десятилетия моделирование процессов распространения длинных по-
верхностных волн в океане выполнялось в рамках бездисперсионной модели мелкой
воды (NLSW-модели) с использованием различных программных систем. Так, в основе
системы TUNAMI, часто применявшейся для моделирования волн цунами, лежит кон-
сервативная конечно-разностная схема leap-frog на разнесенной сетке, аппроксимирую-
щая уравнения NLSW-модели с учетом реальной батиметрии [1, 2]. В системе MOST [3]
используется метод расщепления по пространственным переменным, и этот программ-
ный комплекс также находит широкое применение [4, 5]. Вычислительный алгоритм
программного комплекса MGC представляет собой модифицированную конечно-раз-
ностную схему Мак-Кормака, аппроксимирующую нелинейные уравнения мелкой воды
в сферической системе координат [6, 7]. С помощью этого комплекса решались практи-
ческие задачи распространения волн цунами, а его модификации использовались при
решении задач наката волн на берег [8] и генерации волн подводными оползнями [9].

При наличии на поверхности воды коротких волн существенную роль начинает иг-
рать частотная дисперсия. Еще в 1996 г. в работе [10] было указано, что “. . . учет
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нелинейности и дисперсии волн цунами является принципиальным и необходимо раз-
витие соответствующих методов”. Позднее на основе анализа результатов математиче-
ского моделирования и натурных данных, в особенности данных о крупнейшем цунами
2004 г. в Индийском океане, сформировались более четкие представления о математиче-
ских моделях и алгоритмах, способных описывать различные стадии катастрофических
цунами с требуемой для практики точностью [11, 12]. Главный вывод заключался в том,
что для приемлемого описания продолжительного явления и в больших по широтно-
му и долготному направлениям акваториях требуются нелинейно-дисперсионные моде-
ли, учитывающие неровность дна и подвижность некоторых его фрагментов, криволи-
нейность береговых линий, наличие островов и эффекты, связанные со сферичностью
и вращением Земли.

К настоящему времени накоплен пока что небольшой опыт численного моделирова-
ния процессов распространения длинных поверхностных волн в океане с учетом дис-
персии. В некоторых работах (например, в [13, 14]) сферичность Земли явно не учиты-
валась, а расчетной областью служила проекция океанической акватории на касатель-
ную плоскость. Фактически расчет выполнялся в плоской области с помощью плановой
слабо нелинейной дисперсионной (WNLD) модели типа Буссинеска без учета силы Ко-
риолиса. Показано, что учет дисперсии изменяет волновую картину, полученную с по-
мощью бездисперсионной NLSW-модели.

В работе [15] изучалось трансокеаническое распространение волн цунами от огром-
ного гипотетического оползня, который потенциально может произойти на острове
Ла Пальма, входящем в состав Канарских островов. Также использовались WNLD-
уравнения, но теперь уже записанные в сферической системе координат вращающейся
Земли. Применяемая модель не позволяла учитывать подвижность дна, поэтому на-
чальный этап генерации волн рассчитывался с помощью известной трехмерной модели
гидродинамики и полученные поля служили в качестве начальных данных для WNLD-
модели, по которой рассчитывалось длительное распространение волн. Слабо нелиней-
ная модель не могла воспроизводить картину течения в прибрежной зоне из-за быстрого
роста здесь нелинейных эффектов, поэтому расчеты выполнялись до выхода волн на
прибрежный шельф. Показано, что при длительном распространении дисперсия оказы-
вает заметное влияние на волновую картину. В отличие от NLSW-модели, которая дает
выраженную одиночную волну, при использовании WNLD-модели возникает цуг волн,
при этом амплитуда головной волны может стать меньше волн в дисперсионном хвосте
[16]. Кроме того, на мелководье возможно появление ондулярных боров [17], которые
не описываются NLSW-моделью [18].

Более глубокие исследования влияния дисперсии на процессы распространения волн
цунами выполнены в недавней работе 2013 г. [19], в которой также используется WNLD-
модель, но влияние дисперсии проанализировано сразу для нескольких реальных со-
бытий. Отмечается, что около побережья WNLD-модель дает неудовлетворительные
результаты, поэтому для сквозного счета желательно использовать полностью нели-
нейную дисперсионную модель. В том же году опубликована работа [20], где выведены
полные нелинейно-дисперсионные (FNLD) уравнения мелкой воды на вращающейся
сфере, при этом в качестве скорости в FNLD-модели взята, в отличие от [21], гори-
зонтальная составляющая скорости трехмерного течения на некоторой поверхности,
лежащей между дном и свободной границей. Предложенная полная модель имеет ряд
существенных недостатков. В частности, для нее задача Коши может быть некоррект-
ной, поскольку она основывается на модели Nwogu [22], решение которой неустойчиво
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по начальным данным при некоторых конфигурациях дна [23]. Отметим также, что ав-
торы работы [20] пока что не представили результатов моделирования на основе полной
модели, выполнив исследование влияния дисперсии и силы Кориолиса при распростра-
нении длинных волн над ровным дном лишь в рамках WNLD-модели, являющейся сла-
бо нелинейным аналогом выведенной ими FNLD-модели. Для сферической геометрии
конечно-разностная схема с TVD-ограничителями построена путем обобщения анало-
гичной схемы [24] для декартовых координат. Численный алгоритм для WNLD-модели
реализован в программном комплексе FUNWAVE [25].

Полная FNLD-модель на сфере, в которой в качестве скорости берется осредненная
по толщине слоя горизонтальная составляющая скорости трехмерного течения, была
получена в 2010 г. [26]. В [27] показано, что FNLD-модель из [26] можно вывести без
предположения о потенциальности исходного трехмерного течения. В отличие от [20],
она записывается в виде законов баланса массы и импульса, а также имеет согласован-
ное с трехмерной 3D-моделью Эйлера уравнение баланса полной энергии, что не только
подтверждает физическую состоятельность модели, но и позволяет осуществлять до-
полнительный контроль при проведении расчетов. Кроме того, показано, что структура
уравнений FNLD-модели [27] и такие положительные свойства, как консервативность и
наличие уравнения баланса полной энергии, согласованного с 3D-моделью, сохраняются
при поэтапном упрощении дисперсионной составляющей. Так, уравнения полученной
слабо нелинейной дисперсионной модели [27] и классической (бездисперсионной) моде-
ли мелкой воды на сфере имеют тот же вид, что и уравнения FNLD-модели на сфере
с тем лишь отличием, что меняется выражение для кинетической энергии и для WNLD-
модели члены с давлением вычисляются с использованием более сложных формул, чем
в NLSW-модели. Таким образом, обеспечивается единая форма записи уравнений всей
иерархической цепочки моделей мелкой воды на сфере [28], что позволило сконструи-
ровать для них единый численный алгоритм.

В настоящей работе рассматривается численный алгоритм для моделирования про-
цесса распространения длинных поверхностных волн в рамках полной FNLD-модели,
учитывающей сферичность Земли и ее вращение. На основе анализа результатов реше-
ния модельных задач о распространении волн над ровным дном дана оценка важно-
сти учета эффектов, связанных со сферичностью Земли и ее вращением, зависимости
дисперсионных эффектов от дальности распространения волн и размеров области на-
чального возмущения свободной границы. Расчеты выполнены с помощью программы
NLDSW_sphere [29], предназначенной для решения в общей постановке задач о распро-
странении трансокеанических цунами в рамках FNLD-уравнений в сферических коор-
динатах с учетом подвижности дна, силы Кориолиса и центробежной силы, криволи-
нейности береговых линий и наличия островов.

1. Постановка задачи

Уравнения полной FNLD-модели на вращающейся притягивающей сфере имеют следу-
ющий вид [26]:

(𝐻𝑅 sin 𝜃)𝑡 + (𝐻𝑢)𝜆 + (𝐻𝑣 sin 𝜃)𝜃 = 0, (1)

(𝐻𝑢𝑅 sin 𝜃)𝑡 +

(︂
𝐻𝑢2 + 𝑔

𝐻2

2

)︂
𝜆

+ (𝐻𝑢𝑣 sin 𝜃)𝜃 = 𝑔𝐻ℎ𝜆 −𝐻𝑢𝑣 cos 𝜃−

−𝑓𝑣𝐻𝑅 sin 𝜃 + 𝜙𝜆 − 𝜓ℎ𝜆,

(2)
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(𝐻𝑣𝑅 sin 𝜃)𝑡 + (𝐻𝑢𝑣)𝜆 +
[︁(︂

𝐻𝑣2 + 𝑔
𝐻2

2

)︂
sin 𝜃

]︁
𝜃

= 𝑔𝐻ℎ𝜃 sin 𝜃 + 𝑔
𝐻2

2
cos 𝜃+

+𝐻𝑢2 cos 𝜃 + 𝑓𝑢𝐻𝑅 sin 𝜃 + (𝜙𝜃 − 𝜓ℎ𝜃) sin 𝜃 + Ω2𝐻𝑅2 sin2 𝜃 cos 𝜃⏟  ⏞  
=0 при замене (16)

.
(3)

Здесь 𝑅 — радиус сферы, вращающейся с постоянной угловой скоростью Ω вокруг оси
𝑂𝑧 неподвижной декартовой системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, координатная плоскость 𝑂𝑥𝑦
которой совпадает с экваториальной плоскостью сферы. Для описания течения воды
используется вращающаяся вместе со сферой система координат 𝑂𝜆𝜃𝑟, начало которой
находится в центре сферы. Здесь 𝜆 — долгота, отсчитываемая в направлении вращения
от некоторого меридиана (0 ≤ 𝜆 < 2𝜋), 𝜃 = 𝜋/2 − 𝜙 — дополнение до широты (−𝜋/2 <
𝜙 < 𝜋/2); 𝑟 — радиальная координата, отсчитываемая от центра сферы. Ньютоновская
сила притяжения 𝑔, действующая на частицу жидкости единичной массы, считается
направленной к центру Земли. Толщина слоя воды 𝐻 = 𝜂 + ℎ > 0 предполагается
малой по сравнению с радиусом сферы, поэтому величина 𝑔 = |𝑔| и плотность воды 𝜌
принимаются постоянными во всем жидком слое, ограниченном снизу непроницаемым
подвижным дном, а сверху — свободной поверхностью:

𝑟 = 𝑅− ℎ(𝜆, 𝜃, 𝑡), 𝑟 = 𝑅 + 𝜂(𝜆, 𝜃, 𝑡). (4)

Через 𝑢 и 𝑣 обозначены физические компоненты вектора скорости (𝑢 = 𝑅𝑐1 sin 𝜃, 𝑣 =
𝑅𝑐2, 𝑐1 = �̇�, 𝑐2 = 𝜃), 𝑓 = 2Ω cos 𝜃 — параметр Кориолиса, выраженный через дополнение
к широте 𝜃, при этом предполагается, что

𝜃0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 − 𝜃0, (5)

где 𝜃0 = const > 0 — малый угол (полюсы исключаются из рассмотрения).
Величины 𝜙 и 𝜓, входящие в правые части уравнений движения (2), (3), представля-

ют собой дисперсионные составляющие проинтегрированного по толщине слоя давления
𝑝 в FNLD-модели и соответственно давления на дне 𝑝0:

𝑝 =
𝑔𝐻2

2
− 𝜙, 𝑝0 = 𝑔𝐻 − 𝜓. (6)

Дисперсионные добавки вычисляются по следующим формулам [30]:

𝜙 =
𝐻3

3
𝑄1 +

𝐻2

2
𝑄2, 𝜓 =

𝐻2

2
𝑄1 +𝐻𝑄2, (7)

где 𝑄1 = 𝐷(∇ · c) − (∇ · c)2, 𝑄2 = 𝐷2ℎ, c = (𝑐1, 𝑐2),

𝐷 =
𝜕

𝜕𝑡
+ c · ∇, ∇ =

(︁ 𝜕
𝜕𝜆
,
𝜕

𝜕𝜃

)︁
, c · ∇ = с1

𝜕

𝜕𝜆
+ 𝑐2

𝜕

𝜕𝜃
,

∇ · c = 𝑐1𝜆 +
1

𝐽

(︀
𝐽𝑐2
)︀
𝜃
, 𝐽 = −𝑅2 sin 𝜃 . (8)

В более подробной записи выражения для 𝑄1 и 𝑄2 принимают следующий вид:

𝑄1 = (∇ · c)𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃

(︁
𝑢 (∇ · c)𝜆 + 𝑣 (∇ · c)𝜃 sin 𝜃

)︁
− (∇ · c)2 ,
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𝑄2 = (𝐷ℎ)𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃

(︁
𝑢 (𝐷ℎ)𝜆 + 𝑣 (𝐷ℎ)𝜃 sin 𝜃

)︁
,

где
∇ · c =

1

𝑅 sin 𝜃

(︁
𝑢𝜆 + (𝑣 sin 𝜃)𝜃

)︁
, 𝐷ℎ = ℎ𝑡 +

1

𝑅 sin 𝜃

(︁
𝑢ℎ𝜆 + 𝑣ℎ𝜃 sin 𝜃

)︁
.

FNLD-модель (1)–(3) называется полной [30] по той причине, что она выведена без
предположения о малости амплитуды волн и в уравнениях сохранены все нелинейные
члены, связанные с дисперсией. Ее можно использовать для расчета поверхностных
волн, распространяющихся над неровным дном как по глубокой воде, так и в прибреж-
ной зоне, при этом учет дисперсии волн может дать более точные результаты, чем
бездисперсионная NLSW-модель. FNLD-модель позволяет моделировать также волны,
генерируемые продолжительными по времени подвижками фрагментов дна, что расши-
ряет круг задач, которые могут решаться в рамках известных WNLD-моделей мелкой
воды на сфере [15, 16, 19]. Кроме того, эта модель обладает рядом дополнительных
преимуществ, о которых говорилось во Введении.

Что касается воспроизведения дисперсии, то считается, что модели с усредненной
скоростью, к которым принадлежит и рассматриваемая FNLD-модель (1)–(3), не обла-
дают улучшенными дисперсионными свойствами, присущими линеаризованной модели
из работы [22]. Однако надо заметить, что полученные на основе [22] нелинейные модели
(например, [31]), в которых в качестве скорости берется горизонтальная составляющая
вектора скорости трехмерного течения на некоторой вполне определенной поверхности,
дают действительно лучшие дисперсионные свойства только в линейном одномерном
случае. Для нелинейных уравнений это преимущество теряется, особенно при подвиж-
ном дне, что и подтверждается вычислительными экспериментами [32, 33], результаты
которых показывают, что модель [31] не имеет преимуществ по дисперсионным свой-
ствам перед нелинейно-дисперсионными моделями с осредненной скоростью.

Уравнения (1)–(3) имеют дивергентную форму записи своих левых частей. В рас-
сматриваемом ниже численном алгоритме решения задач в рамках FNLD-модели будет
использоваться также недивергентная форма этих уравнений

𝐻𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
[(𝐻𝑢)𝜆 + (𝐻𝑣 sin 𝜃)𝜃] = 0, (9)

𝑢𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
𝑢𝑢𝜆 +

1

𝑅
𝑣𝑢𝜃 +

1

𝑅 sin 𝜃
𝑔𝜂𝜆 =

1

𝑅 sin 𝜃

𝜙𝜆 − 𝜓ℎ𝜆
𝐻

− 𝑢𝑣

𝑅
ctg 𝜃 − 𝑓𝑣, (10)

𝑣𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
𝑢𝑣𝜆 +

1

𝑅
𝑣𝑣𝜃 +

1

𝑅
𝑔𝜂𝜃 =

1

𝑅

𝜙𝜃 − 𝜓ℎ𝜃
𝐻

+
𝑢2

𝑅
ctg 𝜃 + 𝑓𝑢+ Ω2𝑅 sin 𝜃 cos 𝜃⏟  ⏞  

=0 при замене (16)

, (11)

в которой в явном виде выделены слагаемые правой части уравнений движения, свя-
занные с силой Кориолиса и центробежной силой.

При пренебрежении дисперсионными членами, т. е. при 𝜙 = 𝜓 = 0, из FNLD-модели
получается бездисперсионная NLSW-модель мелкой воды на вращающейся притягива-
ющей сфере [34], уравнения которой могут быть записаны в дивергентной форме вида
(1)–(3) или недивергентной, аналогичной (9)–(11):

𝐻𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
[(𝐻𝑢)𝜆 + (𝐻𝑣 sin 𝜃)𝜃] = 0, (12)

𝑢𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
𝑢𝑢𝜆 +

1

𝑅
𝑣𝑢𝜃 +

1

𝑅 sin 𝜃
𝑔𝜂𝜆 = −𝑢𝑣

𝑅
ctg 𝜃 − 𝑓𝑣, (13)
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𝑣𝑡 +
1

𝑅 sin 𝜃
𝑢𝑣𝜆 +

1

𝑅
𝑣𝑣𝜃 +

1

𝑅
𝑔𝜂𝜃 =

𝑢2

𝑅
ctg 𝜃 + 𝑓𝑢+ Ω2𝑅 sin 𝜃 cos 𝜃⏟  ⏞  

=0 при замене (16)

. (14)

В начальный момент времени задавалось отклонение свободной границы от ее невоз-
мущенного положения и значения компонент вектора скорости. Заметим, что для рас-
сматриваемых в сферической геометрии моделей мелкой воды (9)–(11) и (12)–(14) невоз-
мущенная свободная граница в состоянии покоя отличается от сферической [27] и опи-
сывается уравнением 𝑟 = 𝑅 + 𝜂00(𝜃), где

𝜂00(𝜃) =
1

2𝑔
Ω2𝑅2 sin2 𝜃 + const. (15)

В практических задачах высота волны и глубина отсчитываются от поверхности покоя-
щейся воды. Поэтому будет более естественным задавать функции, описывающие дно и
свободную границу, не в виде отклонений (4) от поверхности сферы радиуса 𝑅, а в виде
отклонений ℎ̄ и 𝜂 от невозмущенной свободной границы, как это обычно и делается при
решении уравнений мелкой воды в плоской геометрии. Для этого достаточно сделать
следующие замены:

−ℎ = 𝜂00 − ℎ̄, 𝜂 = 𝜂00 + 𝜂. (16)

Посмотрим, к каким изменениям в уравнениях приведут замены (16). Очевидно, что
полная глубина не зависит от выбора поверхности отсчета: 𝐻 = 𝜂 + ℎ = 𝜂 + ℎ̄. Кроме
того, 𝜂𝜆 = 𝜂𝜆 и 𝑔𝜂𝜃 = 𝑔𝜂𝜃+Ω2𝑅2 sin 𝜃 cos 𝜃, поэтому, задавая глубину и свободную границу
в виде отклонений от невозмущенной свободной границы, мы получаем ту же NLSW-
систему (12)–(14), но только с отброшенным слагаемым Ω2𝑅 sin 𝜃 cos 𝜃 в уравнении (14)
и с заменой ℎ и 𝜂 на ℎ̄ и 𝜂 соответственно.

При подстановке выражений (16) в системы FNLD-уравнений (1)–(3) или (9)–(11)
последние слагаемые в правых частях уравнений (3) и (11), связанные с центробежной
силой, также сокращаются. Но в силу равенства 𝐷2ℎ = 𝐷2ℎ̄ − 𝐷2𝜂00 изменятся выра-
жения для дисперсионных составляющих давления (7) в FNLD-модели, поскольку 𝑄2

теперь не будет совпадать с 𝐷2ℎ̄.
Кроме начальных условий уравнения дополняются также краевыми условиями, ко-

торые могут иметь различный вид на разных частях границы области решения. Кри-
волинейная береговая линия аппроксимируется ломаной Γ, звенья которой проходят по
меридианам и параллелям. На линии Γ ставится условие непротекания

u · n|Γ = 0, (17)

где n — вектор внешней нормали к соответствующему звену ломаной Γ, u = (𝑢, 𝑣)т. Та-
ким образом, задача наката на береговой откос заменяется задачей наката на вертикаль-
ную стенку, установленную вдоль береговой линии на некоторой заданной глубине ℎ𝑤,
причем дно акватории в окрестности береговой линии предварительно выравнивает-
ся так, что если реальная глубина меньше некоторого заданного значения ℎ𝑤, то она
полагается равной ℎ𝑤.

2. Численный алгоритм

Система уравнений FNLD-модели (1)–(3) не является системой типа Коши—Ковалев-
ской в силу того, что уравнения движения (2), (3) содержат смешанные производные
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третьего порядка по времени и пространственным переменным от компонент векто-
ра скорости. Непосредственная аппроксимация этих производных приводит к сложной
разностной задаче, не поддающейся исследованию. В плоском случае для аналогичной
системы FNLD-уравнений [35] плодотворным для конструирования численного алго-
ритма оказалось предварительное расщепление этой системы на скалярное уравнение
эллиптического типа и систему уравнений гиперболического типа [36 – 39].

В настоящей работе такой же подход реализован для системы FNLD-уравнений
(1)–(3) на вращающейся сфере. В результате расщепления получается расширенная
система уравнений, состоящая из эллиптического уравнения для дисперсионной со-
ставляющей 𝜙 проинтегрированного по глубине давления 𝑝 и гиперболической системы
уравнений (1)–(3) с производными по времени первого порядка, которая отличается от
классической модели мелкой воды только наличием в правой части уравнений движе-
ния дополнительных слагаемых, связанных с дисперсионными добавками 𝜙 и 𝜓. При
таком расщеплении численный алгоритм целесообразно строить на поочередном реше-
нии на каждом шаге по времени эллиптического уравнения и гиперболической системы.

Вывод уравнения для 𝜙 дан в Приложении, поэтому приведем здесь лишь оконча-
тельный его вид:[︁ 1

sin 𝜃

(︁𝜙𝜆

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜆

)︁]︁
𝜆

+
[︁(︁𝜙𝜃

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜃

)︁
sin 𝜃

]︁
𝜃
− 𝑘0𝜙 = 𝐹, (18)

где 𝑘0 = 𝑘00 + (𝑘01)𝜆 + (𝑘02)𝜃,

𝑘00 =
12(𝑟 − 3)

𝐻3𝑟
𝑅2 sin 𝜃, 𝑘01 =

6ℎ𝜆
𝐻2𝑟 sin 𝜃

, 𝑘02 =
6ℎ𝜃
𝐻2𝑟

sin 𝜃. (19)

Далее для краткости записи используются обозначения (16), поэтому в развернутой
записи уравнения (18) надо всюду вместо ℎ подставлять выражение

ℎ = ℎ̄− 𝜂00. (20)

С учетом этого замечания формула для скалярного произведения ∇𝜙 · ∇ℎ запишется
как

∇𝜙 · ∇ℎ =
1

𝑅2

[︂
𝜙𝜆ℎ̄𝜆
sin2 𝜃

+ 𝜙𝜃

(︀
ℎ̄𝜃 − 𝜂00,𝜃

)︀]︂
= ∇𝜙 · ∇ℎ̄− 𝜙𝜃

Ω2

𝑔
sin 𝜃 cos 𝜃. (21)

Отличительной особенностью уравнения (18) является то, что ни левая, ни правая
его части не содержат производных по времени от зависимых переменных 𝐻, u и оно
отличается от аналогичного уравнения в плоском случае [37] лишь наличием членов,
обусловленных сферичностью и вращением Земли, в том числе и членов, входящих
в слагаемые правой части 𝐹 = 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3:

𝐹1 =
[︁ 1

sin 𝜃

(︁
𝑔𝜂𝜆 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜆 − 𝑎1

)︁]︁
𝜆

+
[︁(︁
𝑔𝜂𝜃 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜃 − 𝑎2

)︁
sin 𝜃

]︁
𝜃
, (22)

𝐹2 = −6𝑄

𝐻𝑟
𝑅2 sin 𝜃, 𝑟 = 4 + ∇ℎ · ∇ℎ,

𝐹3 =
2

sin 𝜃

(︁
𝑢𝜆 + (𝑣 sin 𝜃)𝜃

)︁2
− 2(𝑢𝜆𝑣𝜃 − 𝑣𝜆𝑢𝜃) − 2(𝑢𝑣)𝜆 ctg 𝜃 − (𝑣2 cos 𝜃)𝜃,

где

𝑄 = (−𝑔∇𝜂 + a) · ∇ℎ+
1

𝑅2 sin 𝜃

(︂
𝑢2

sin 𝜃
ℎ𝜆𝜆 + 2𝑢𝑣 ℎ𝜆𝜃 + 𝑣2ℎ𝜃𝜃 sin 𝜃

)︂
+𝐵,
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𝐵 = ℎ𝑡𝑡 + 2
(︁ 𝑢

𝑅 sin 𝜃
ℎ𝜆𝑡 +

𝑣

𝑅
ℎ𝜃𝑡

)︁
,

a = (𝑎1, 𝑎2)
т, 𝑎1 = − (2𝑢𝑣 ctg 𝜃 + 𝑓𝑣𝑅) sin 𝜃, 𝑎2 = 𝑢2ctg 𝜃 + 𝑓𝑢𝑅. (23)

В слагаемом 𝐵 сгруппированы члены, связанные с подвижностью дна. Для стационар-
ного дна имеем 𝐵 ≡ 0.

Легко показать, что при 𝐻 > 0 и условии (5) уравнение (18) является равномерно
эллиптическим. Для корректности задач, связанных с решением этого уравнения, ва-
жен знак коэффициента 𝑘0 при функции 𝜙. Так, например, одним из критериев того,
что задача Дирихле для уравнения вида (18) с заданной правой частью 𝐹 (𝑥, 𝑡) не может
иметь более одного решения, является неравенство 𝑘0 > 0 [40]. В случае ровного дна
ℎ̄ ≡ ℎ̄0 = const это неравенство принимает следующий вид:

𝑘0 =
12𝑅2 sin 𝜃

𝐻3𝑟

[︂
𝑟 − 3 − Ω2

2𝑔

(︁
𝐻 sin2 𝜃 − 𝜂𝜃 sin 2𝜃 +

8𝐻

𝑟
cos 2𝜃

)︁]︂
> 0, (24)

где

𝑟 = 4 +
Ω4𝑅2

4𝑔2
sin2 2𝜃.

Используя значения 𝑅 = 6.38 · 106 м, Ω = 7.29 · 10−5 с−1, 𝑔 = 9.81 м · с−2, а также
предполагая, что градиент функции 𝜂 ограничен и выполнено условие (5), приходим
к оценке 𝑘0 ≫ 0, т. е. рассматриваемый критерий заведомо выполняется. В этом слу-
чае для нахождения численного решения уравнения (18) можно построить разностную
схему с положительно определенным оператором. Для сильно неровного дна коэффи-
циент 𝑘0 может стать отрицательным в некоторых подобластях, что обычно приводит к
ухудшению свойств разностных схем и уменьшению скорости сходимости итерационных
методов решения уравнения (18). Для одномерных задач анализ таких случаев выпол-
нен в работе [41]. Как правило, избежать подобных нежелательных ситуаций удается
путем сглаживания функции ℎ̄, описывающей дно реальной акватории.

Разностное уравнение, аппроксимирующее (18) со вторым порядком, построено с по-
мощью интегроинтерполяционного метода [42]. Для каждого внутреннего узла прямо-
угольной равномерной сетки с шагами ℎ1 и ℎ2 в направлении осей 𝑂𝜆 и 𝑂𝜃 соответствен-
но берется прямоугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 с вершинами в центрах соседних ячеек (рис. 1, a),
и уравнение (18) интегрируется по этому прямоугольнику. После применения формулы
Грина получается соотношение с контурными и двойными интегралами:∫︁

𝐵𝐶

Φ1𝑑𝜃 −
∫︁
𝐴𝐷

Φ1𝑑𝜃 +

∫︁
𝐷𝐶

Φ2𝑑𝜆−
∫︁
𝐴𝐵

Φ2𝑑𝜆−
∫︁∫︁

𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑘0𝜙𝑑𝜆𝑑𝜃 =

∫︁∫︁
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝐹𝑑𝜆𝑑𝜃, (25)

при этом двойной интеграл от функции (22) также заменяется контурным:∫︁∫︁
𝐷

𝐹1𝑑𝜆𝑑𝜃 =

∫︁
𝐵𝐶

𝑓11𝑑𝜃 −
∫︁
𝐴𝐷

𝑓11𝑑𝜃 +

∫︁
𝐷𝐶

𝑓12𝑑𝜆−
∫︁
𝐴𝐵

𝑓12𝑑𝜆, (26)

где

Φ1 =
1

sin 𝜃

(︁𝜙𝜆

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜆

)︁
, Φ2 =

(︁𝜙𝜃

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜃

)︁
sin 𝜃, (27)

𝑓11 =
1

sin 𝜃

(︁
𝑔𝜂𝜆 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜆 − 𝑎1

)︁
, 𝑓12 =

(︁
𝑔𝜂𝜃 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜃 − 𝑎2

)︁
sin 𝜃. (28)
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Рис. 1. Контуры интегрирования и шаблоны разностных уравнений для 𝜙 во внутреннем (а),
в граничном (б) и угловом (в) узлах сетки

Для приближенного вычисления интегралов использовалась квадратурная формула
трапеций с аппроксимацией функций и их первых производных со вторым порядком
в центрах ячеек [36]. В результате для сеточной функции 𝜙 получается 9-точечное неод-
нородное разностное уравнение в каждом внутреннем узле сетки.

Аналогичным образом могут быть получены разностные уравнения в граничных уз-
лах, лежащих на непроницаемой стенке. Пусть, например, узел сетки x𝑗1,𝑗2 = (𝜆𝑗1 , 𝜃𝑗2)
принадлежит участку границы Γ, проходящему по некоторой параллели (жирная ли-
ния на рис. 1, б), и в локальной окрестности этого узла область решения лежит выше
рассматриваемой части границы. Если, например, узлы x𝑗1−1,𝑗2 и x𝑗1+1,𝑗2 также лежат
на Γ, то контур интегрирования 𝐴𝐵𝐶𝐷 выбирается так, что две его вершины 𝐶 и 𝐷
совпадают с центрами соседних ячеек, имеющих общую вершину в точке x𝑗1,𝑗2 , а две
другие — 𝐴 и 𝐵 — с серединами сторон этих ячеек (рис. 1, б). В этом случае сторона
𝐴𝐵 контура интегрирования целиком лежит на Γ, поэтому при вычислении интегра-
лов по 𝐴𝐵, входящих в интегральные соотношения (25), (26), необходимо использовать
краевые условия для функции 𝜙.

Из условия (17), которое в рассматриваемом случае имеет вид 𝑣 = 0, и на основе
уравнения (11), которое предполагается выполненным вплоть до границы и в котором
учтены замены (16), получаем следующее краевое условие:

1

𝑅

(︂
𝜙𝜃 − 𝜓ℎ𝜃

𝐻
− 𝑔𝜂𝜃

)︂
+
𝑢2

𝑅
ctg 𝜃 + 𝑓𝑢

⃒⃒⃒
Γ

= 0. (29)

Дисперсионная составляющая давления на дне связана с искомыми величинами 𝐻, u
и 𝜙 выражением (см. Приложение)

𝜓 =
1

𝑟

(︂
6𝜙

𝐻
+𝐻𝑄+ ∇𝜙 · ∇ℎ

)︂
, (30)

после подстановки которого в (29) краевое условие принимает вид[︂
1

𝑅

(︂
𝜙𝜃

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜃

)︂
− 6ℎ𝜃
𝑅𝐻2𝑟

𝜙

]︂⃒⃒⃒⃒
Γ

=

[︂
1

𝑅

(︂
𝑔𝜂𝜃 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜃

)︂
− 𝑢2

𝑅
ctg 𝜃 − 𝑓𝑢

]︂⃒⃒⃒⃒
Γ

или (с учетом обозначений (19), (23), (27), (28))(︀
Φ2 − 𝑘02𝜙− 𝑓12

)︀ ⃒⃒⃒
𝐴𝐵

= 0. (31)
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Краевое условие (31) используется при вычислении интегралов по стороне 𝐴𝐵. Ап-
проксимируя двойной интеграл из левой части (25) выражением∫︁∫︁
𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑘0𝜙𝑑𝜆𝑑𝜃 ≈
∫︁∫︁

𝐴𝐵𝐶𝐷

𝑘00𝜙𝑑𝜆𝑑𝜃 +
(︁ ∫︁
𝐵𝐶

𝑘01𝑑𝜃 −
∫︁
𝐴𝐷

𝑘01𝑑𝜃 +

∫︁
𝐷𝐶

𝑘02𝑑𝜆−
∫︁
𝐴𝐵

𝑘02𝑑𝜆
)︁
𝜙(0) (32)

и полагая ∫︁
𝐴𝐵

Φ2𝑑𝜆 ≈ Φ2(0)ℎ1,

∫︁
𝐴𝐵

𝑓12𝑑𝜆 ≈ 𝑓12(0)ℎ1,

∫︁
𝐴𝐵

𝑘02𝑑𝜆 ≈ 𝑘02(0)ℎ1,

получаем, что в силу краевого условия (31) все разностные выражения, аппроксими-
рующие интегралы по 𝐴𝐵 в соотношениях (25), (26), (32), взаимно сократятся. Таким
образом, при использовании интегроинтерполяционного метода можно не аппроксими-
ровать краевое условие вида (31), достаточно лишь учесть его при получении разност-
ных уравнений в граничных узлах.

Для граничных узлов других типов используется такой же способ получения раз-
ностных уравнений с выбором в каждом отдельном случае соответствующего контура
интегрирования. В качестве примера на рис. 1, в изображен контур интегрирования и
8-точечный шаблон для одного из восьми типов угловых узлов. Поскольку разност-
ные уравнения выписываются для всех узлов расчетной сетки, число таких уравнений
совпадает с общим количеством внутренних и граничных узлов.

Для решения системы разностных уравнений используется итерационный метод.
В общем случае область решения имеет сложную форму границы и не будет выпук-
лой ни в одном из двух координатных направлений. Наличие островов, на границах
которых ставятся условия непротекания вида (31), делает область многосвязной. По-
этому применение итерационных методов, основанных на прогонках, затруднительно.
По этой причине в программном модуле NLDSW_sphere [29] реализован метод последо-
вательной верхней релаксации, более подходящий для многосвязных областей сложной
конфигурации.

Для заданных функций 𝜙 и 𝜓 система уравнений (1)–(3) при условии (5) и 𝐻 > 0
имеет строго гиперболический тип, поэтому для ее численного решения можно исполь-
зовать весь арсенал методов, созданных для гиперболических систем. В одномерном
случае для решения аналогичной системы использовалась схема предиктор-корректор
[37, 41], надлежащий выбор схемного параметра в которой гарантирует выполнение
TVD-свойства для линеаризованного аналога разностной схемы и сохранение монотон-
ности численного решения скалярных уравнений [43]. Некоторые особенности примене-
ния этой схемы для двумерных задач отражены в [44]. В настоящей работе эта схема
используется со схемным параметром, равным нулю, что повышает риск возникнове-
ния численных осцилляций на крутых фронтах волн при использовании NLSW-модели,
но приводит к малой диссипации разностной схемы для FNLD-модели. Кроме того, на
шаге предиктор теперь вычисляются не потоки, а непосредственно величины 𝐻, 𝑢, 𝑣.
Связано это с тем, что именно эти величины, а не потоки требуются для вычисления
правой части 𝐹 уравнения (18).

Кратко опишем алгоритм решения расширенной системы уравнений (см. также
[36, 38]). Как уже говорилось, в начальный момент времени задаются возвышение 𝜂
и вектор скорости u. Если дно предполагается подвижным, то при 𝑡 = 0 должны быть
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известными также величины ℎ̄𝑡 и ℎ̄𝑡𝑡. Этих данных достаточно, чтобы определить в на-
чальный момент времени дисперсионную составляющую проинтегрированного давле-
ния 𝜙 путем численного решения уравнения (18) и дисперсионную составляющую дав-
ления на дне 𝜓 из конечно-разностного аналога формулы (30).

Пусть на 𝑛-м слое по времени величины 𝐻𝑛, u𝑛, 𝜙𝑛, 𝜓𝑛 известны. Далее исполь-
зуется метод предиктор-корректор, каждый из двух шагов которого состоит из двух
этапов. На шаге предиктор вначале в центрах ячеек определяются величины 𝐻𝑛+1/2,
u𝑛+1/2 как решение явных разностных уравнений, аппроксимирующих недивергентную
систему (9)–(11), с правыми частями, взятыми с 𝑛-го временно́го слоя. Затем решает-
ся разностное уравнение относительно 𝜙𝑛+1/2, коэффициенты и правая часть которого
вычисляются с использованием новых значений 𝐻𝑛+1/2, u𝑛+1/2, и по формуле (30) опре-
деляется 𝜓𝑛+1/2. Найденные на шаге предиктор значения 𝐻𝑛+1/2, u𝑛+1/2, 𝜙𝑛+1/2 и 𝜓𝑛+1/2

используются затем на шаге корректор для определения окончательных значений 𝐻𝑛+1

и u𝑛+1 путем численного решения системы уравнений (1)–(3) с дивергентной формой
левой части. В последнюю очередь вычисляются значения функций 𝜙𝑛+1 и 𝜓𝑛+1.

Для NLSW-уравнений этот алгоритм упрощается за счет того, что из него исклю-
чаются этапы вычисления дисперсионных добавок. В этом случае его можно назвать
сферическим аналогом схемы Лакса—Вендроффа.

Важным свойством разработанного численного алгоритма является сохранение им
состояния покоя в случае неподвижного (𝐵 ≡ 0) и не очень искривленного (𝑘0 > 0)
дна: если на 𝑛-м слое по времени жидкость покоилась (u𝑛 ≡ 0), а свободная грани-
ца была невозмущенной (𝜂𝑛 ≡ 0), то это состояние покоя сохранится и на (𝑛 + 1)-м
временном слое. Добиться выполнения этого свойства удалось за счет согласованной
аппроксимации левых и правых частей уравнения для 𝜙 и уравнений импульса.

3. Некоторые результаты численного моделирования

К настоящему времени сложился большой набор тестовых задач [45], принятых в каче-
стве обязательных тестов для проверки достоверности результатов, получаемых с помо-
щью численных алгоритмов расчета течений жидкости со свободной границей в одно-
или двумерном приближении с использованием декартовых координат, а также для
сравнения характеристик различных алгоритмов [46]. Для верификации методов рас-
чета в рамках нелинейно-дисперсионных моделей на вращающейся сфере пока что не
существует общепризнанных тестов, но работа по накоплению необходимого объема ма-
териалов с расчетными данными уже началась. К таким материалам можно отнести и
результаты решения тестовой задачи, приведенной ниже.

Мы ограничимся здесь решением модельной задачи в простой области, простираю-
щейся от 100 до 300∘ с запада на восток и от −60 до 65∘ с юга на север (рис. 2). Для
наглядности здесь и далее вместо переменной 𝜃 используется географическая широта
𝜙 = 𝜋/2 − 𝜃. В рассматриваемой области содержится значительная часть Тихого оке-
ана, и она не включает полюса (см. условие (5)). Идеализация заключается в том, что
глубина океана считается постоянной: ℎ̄ = 4 км. Кроме того, идеализирован источник
волны цунами — начальное возмущение гауссовой формы:

𝜂(𝜆, 𝜙, 0) = 𝑎0 exp
(︀
−𝑤𝜌2

)︀
. (33)

Начальная амплитуда волны равнялась 𝑎0 = 5 м, центр возмущения располагался в точ-
ке (𝜆0, 𝜙0) = (280,−40∘), а параметр 𝑤 выбирался равным 𝑤 = 8 · 10−10, 8 · 10−11,
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Рис. 2. Схема модельной акватории и изображения свободной поверхности (вид сверху), рас-
считанные по FNLD-модели для источника 𝑊3 на момент времени 𝑡 = 6 ч (а) и 23 ч (б)

8 · 10−12 м−2, что соответствует эффективной протяженности начального возмущения,
приблизительно равной 𝑊1 ≈ 107.3 км, 𝑊2 ≈ 339 км и 𝑊3 ≈ 1073 км соответственно.

В формуле (33)

𝜌(𝜆, 𝜙) = 𝑅 · arccos
(︁

cos(𝜙) cos(𝜙0) cos(𝜆− 𝜆0) + sin(𝜙) sin(𝜙0)
)︁
,

т. е. 𝜌 есть расстояние по дуге большого круга между точками сферы с координатами
(𝜆, 𝜙) и (𝜆0, 𝜙0), поэтому линии уровня поверхности (33) представляют собой концентри-
ческие окружности. Эффективная протяженность определяется как диаметр окружно-
сти, являющейся линией уровня 𝑎0/10. На наш взгляд, начальное возвышение (33) более
подходит для обязательного теста, чем несимметричный источник из [20], поскольку
при пренебрежении вращением Земли (Ω = 0) оно будет генерировать симметричные
волны с линиями уровня в виде концентрических окружностей, а при учете враще-
ния Земли использование (33) позволяет оценить при 𝑡 > 0 влияние силы Кориолиса,
например, по отклонениям линий уровня свободной границы от окружностей.

На границах области решения ставились неотражающие краевые условия типа Зом-
мерфельда, аналогичные применявшимся ранее в плоском случае [36]. Большинство
расчетов выполнялось на двухминутной сетке с числом узлов 6001 × 3751. Вычисле-
ния проводились до момента 𝑡 = 30 ч физического времени распространения волн,
при этом среднее время расчета на одном ядре процессора кластера НГУ составляло
порядка 6 сут. Время расчета в рамках NLSW-модели было примерно в пять раз мень-
ше. В некоторых задачах использовалась равномерная в плоскости 𝑂𝜆𝜙 сетка с шагом
40 угловых секунд.

3.1. Влияние центробежной силы

Для оценки влияния центробежной силы на процесс распространения волн проведены
расчеты по FNLD-модели и ее модифицированной версии FNLD0. Как уже говорилось,
после замены (16) последние слагаемые в уравнениях (3), (11) исчезнут, однако выра-
жения, связанные с центробежной силой и имеющие в качестве множителя величину
Ω2, останутся в членах этих уравнений, содержащих производную ℎ𝜃. Кроме того, вы-
ражения с Ω2 присутствуют в левой части уравнения (18) и в слагаемых 𝐹1 и 𝐹2 правой
его части. Модифицированная FNLD0-модель получается занулением всех таких сла-
гаемых. Таким образом, в FNLD0-модели, в отличие от FNLD, влияние центробежной
силы не учитывается.
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Значения относительных разностей 𝛿𝑖
в зависимости от эффективной протяженности источника, %

Мареограф 𝑊1 𝑊2 𝑊3

𝑀1 −0.38 −0.19 −0.023
𝑀2 0.27 0.036 0.006

Колебания свободной границы фиксировались двумя виртуальными мареографами,
установленными в точках 𝑀1 = (200∘, 0∘) и 𝑀2 = (120∘, 45∘) (рис. 2). На мареограммах
результаты расчетов по двум моделям практически неразличимы, поэтому приведем
здесь лишь таблицу со значениями относительных разностей максимумов в мареограм-
мах, рассчитанных по разным моделям:

𝛿𝑖 =
max𝑀𝑖

(FNLD0) − max𝑀𝑖
(FNLD)

max𝑀𝑖
(FNLD0)

, 𝑖 = 1, 2.

Из таблицы видно, что c увеличением протяженности источника влияние центробежной
силы ослабевает и значения относительной разности 𝛿𝑖 во всех случаях не превышают
половины процента. Из этого можно сделать вывод о слабом влиянии центробежной
силы в рассматриваемом классе задач.

3.2. Влияние сферичности

Влияние сферичности оценивается здесь путем сравнения результатов расчетов на осно-
ве двух полных нелинейно-дисперсионных моделей: FNLD-модели на сфере и плановой
FNLD-модели на плоскости [37, 38]. При моделировании поверхностных волн в рамках
плановой модели начальные возмущения (33) имели такую же ширину 𝑊1, 𝑊2 и 𝑊3,
как и в сферическом случае, а два виртуальных мареографа располагались на том же
расстоянии от источника, что и рассмотренные выше 𝑀1 и 𝑀2. Для выделения чисто
сферических эффектов при использовании FNLD-модели на сфере полагалось Ω = 0,
т. е. эффекты, обусловленные вращением Земли, здесь не учитывались.

На рис. 3 показаны мареограммы, рассчитанные на основе указанных моделей. Вид-
но, что влияние сферичности увеличивается с ростом размеров источника. Кроме того,
во всех рассмотренных случаях амплитуды волн, зафиксированные мареографами, в
расчетах на сфере больше, чем на плоскости. При этом в мареографе 𝑀1 различия еще
не слишком большие, но с увеличением пройденного волной пути различие амплитуд
волн возрастает (см. мареограммы 𝑀2) и может достигать сотен процентов. Причина
столь сильного различия волновых картин кроется в том, что в плоской задаче при
разбегании волн происходит монотонное уменьшение их амплитуд на лучах, исходящих
из центра возмущения. В сферической же задаче криволинейные лучи, проходящие по
дугам больших окружностей, вначале расходятся, но потом сходятся в точке, диамет-
рально противоположной центру возмущения (𝜆0, 𝜙0). Поэтому амплитуда волн падает,
как и в плоском случае, на участках расходимости лучей, но затем возрастает при их
сходимости. Несколько таких лучей, имеющих в плоскости координат 𝑂𝜆𝜙 криволи-
нейную форму, изображено на рис. 2 в виде сплошных линий, исходящих из вершины
(𝜆0, 𝜙0). Видно, что мареограф𝑀2 расположен недалеко от точки сходимости лучей, по-
этому в сферической задаче здесь получается волна существенно бо́льшей амплитуды,
чем в плоской задаче.
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Рис. 3. Мареограммы 𝑀1 (a – в) и 𝑀2 (г – е), полученные в расчетах на основе сферической
FNLD-модели (1) и плановой модели (2) при эффективной протяженности начального возму-
щения 𝑊1 (a, г), 𝑊2 (б, д) и 𝑊3 (в, е)

Следует заметить, что описанные выше особенности распространения волн по сфе-
рической поверхности должны проявляться по всей сфере, однако из-за ограниченности
модельной области и использования неотражающих краевых условий образуются под-
области, в которые волны практически не доходят. Это происходит из-за того, что лучи,
идущие к этим подобластям из центра начального возмущения, выходят за границы мо-
дельной области, при этом теряется информация о волнах, идущих вдоль этих лучей.
Примером такой подобласти в рассмотренной задаче может быть окрестность угловой
точки (100,−60∘). Когда лучи вновь приходят в область решения, то неотражающие
граничные условия не впускают волну, идущую вдоль этих лучей. Поэтому волновая
картина становится несимметричной, как это видно из рис. 2, б, на котором изображен
вид сверху на свободную поверхность с использованием шкалы оттенков серого цвета,
отображающей величину отклонения поверхности воды от невозмущенного положения.
Средняя часть волны имеет фронт, перпендикулярный лучам. Он хорошо воспроизво-
дится в расчете, поскольку лучи, пришедшие в этот участок волны, не выходили за
пределы области решения. На рис. 2, а изображена свободная поверхность в более ран-
ний момент времени. Здесь практически все лучи пришли на фронт волны, не выходя
из области решения, поэтому форма фронта слабо отличается от дуги окружности.

Отметим работу [47], в которой также указывается на важность учета сферичности.
В этой работе в рамках WNLD-модели численно исследовалось цунами в Индийском
океане в декабре 2004 г. Вычислительная область имела значительно меньшую протя-
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женность (не более 40∘ в каждом из координатных направлений), чем в рассматрива-
емой нами модельной задаче, поэтому эффекты, связанные со сферичностью Земли,
проявились не столь ярко: изменение максимальной амплитуды волн составило лишь
30% в сравнении с плоским случаем.

3.3. Влияние силы Кориолиса

Рассмотрим теперь влияние вращения сферы на процесс распространения волн. Как
уже было выяснено ранее, центробежная сила, обусловленная вращением Земли, ока-
зывает ничтожно малое влияние на процесс распространения волн, поэтому определя-
ющее значение здесь будет иметь сила Кориолиса, которая представлена слагаемыми
в правых частях уравнений (10), (11) и (18). На рис. 4 показаны мареограммы 𝑀1 и
𝑀2, полученные в расчетах по полной FNLD-модели с учетом вращения Земли и при
отсутствии вращения (Ω = 0) для источников разной эффективной протяженности.
Видно, что в противовес сферичности учет вращения сферы понижает максимальные
положительные амплитуды волн, зафиксированные выбранными мареографами, при-
чем влияние вращения увеличивается с расстоянием и эффективной протяженностью
начального возмущения. Таким образом, сила Кориолиса может внести значимый вклад
в волновую картину только при распространении длинных волн на большие расстояния.

Расчеты с бо́льшими, чем у Земли, значениями угловой скорости Ω показали, что
совместное действие центробежной силы и силы Кориолиса оказывает заметное влия-

а б в

г д е

Рис. 4. Мареограммы 𝑀1 (a – в) и 𝑀2 (г – е), полученные в расчетах на основе сферической
FNLD-модели с учетом (1) и без учета (2) силы Кориолиса при эффективной протяженности
начального возмущения 𝑊1 (a, г), 𝑊2 (б, д) и 𝑊3 (в, е)
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ние на волновую картину. В частности, при больших значениях Ω появляются мощные
остаточные вихревые поля в месте расположения начального возмущения (33) и замед-
ляется скорость распространения волн [10].

Что касается более ранних исследований, которые проводились в рамках WNLD-
моделей, то в [47] отмечается, что учет силы Кориолиса изменяет максимальную ам-
плитуду волн вплоть до 15%, в [15] — 1.5 . . . 2.5%, в [20] — до 5%. В последней работе
делается также вывод о том, что влияние силы Кориолиса увеличивается с ростом
эффективной ширины источника, при этом сила Кориолиса пытается удержать часть
возмущения свободной поверхности около его начального положения, т. е. способствует
возникновению остаточного вихревого поля [48].

3.4. Дисперсионные эффекты

Для оценки вклада частотной дисперсии в процесс распространения волн будем сравни-
вать результаты расчетов по полной FNLD-модели и бездисперсионной NLSW-модели
с начальным возмущением (33). Как видно из рис. 5, при использовании FNLD-модели
за головной волной возникает цуг волн — дисперсионный хвост из коротких волн малой
амплитуды, который не воспроизводится NLSW-моделью.

Расчеты на основе FNLD-модели показывают, что дисперсионные эффекты сильнее
проявляются для более компактных начальных возмущений. Чтобы в этом убедить-
ся, достаточно сравнить поведение мареограмм, показанных сплошными линиями 1 на
рис. 4. Видно, что возмущение 𝑊1 генерирует дисперсионный хвост, не наблюдаемый
для более протяженных источников 𝑊2 и 𝑊3.

Еще одной особенностью волновых полей, полученных с учетом дисперсии, являет-
ся то, что при длительном распространении волн максимум амплитуды может переме-
ститься в дисперсионный хвост, т. е. амплитуда головной волны может стать меньше ам-
плитуды следующих за ней волн из дисперсионного хвоста (сравни линии 1 на рис. 4, а
и 4, г). Такой же эффект наблюдался при использовании WNLD-моделей [15, 16, 19].
Более того, в дисперсионном хвосте номер волны с максимальной амплитудой может
возрастать с расстоянием [10].

а б

Рис. 5. Волновая картина, полученная в расчетах на основе моделей FNLD (а) и NLSW (б).
Источник 𝑊1, 𝑡 = 5 ч
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Кроме того, влияние дисперсии увеличивается с ростом пройденного волной пути.
Это также видно из рис. 4. Например, для возмущения 𝑊2 дисперсия на ближнем
мареографе 𝑀1 еще не проявилась (рис. 4, б, линия 1), а на дальнем 𝑀2 стала чуть за-
метней (рис. 4, д, линия 1). Что касается источника 𝑊1, то дисперсия генерируемых им
волн начинает проявляться на расстояниях, меньших, чем удаление 𝑀1. Для того что-
бы точнее определить расстояние, на котором должны проявиться дисперсионные эф-
фекты, были использованы дополнительные виртуальные мареографы 𝑀𝑖 (𝑖 = 3 . . . 6)
с координатами (𝜆𝑖, 𝜙𝑖) такими, что долгота всех мареографов совпадала с долготой
центра начального возвышения 𝜆𝑖 = 𝜆0 = 280∘, а широта принимала разные значения:
𝜙3 = −35∘, 𝜙4 = −30∘, 𝜙5 = −20∘, 𝜙6 = 0. Таким образом, эти мареографы распо-
ложены значительно ближе к источнику начального возмущения, чем 𝑀1. Некоторые
мареограммы представлены на рис. 6.

Из рис. 6, a – в видно, что для менее протяженного источника 𝑊1 дисперсия про-
явилась в полной мере (первая волна из дисперсионного хвоста полностью отделилась
от головной) на мареографе 𝑀5, установленном на расстоянии порядка 2200 км от цен-
тра начального возмущения. Видно также, что учет дисперсии ведет к понижению
амплитуды головной волны по сравнению с NLSW-моделью и уменьшению скорости ее
движения. На этот дисперсионный эффект указывалось в одной из первых работ, посвя-
щенных численному моделированию дисперсионных волн в плановой постановке [49].

а б в

г д е

Рис. 6. Колебания свободной границы, рассчитанные по моделям FNLD (1) и NLSW (2) для
источников 𝑊1 (a – в) и 𝑊2 (г – е) и зафиксированные мареографами 𝑀3 (a), 𝑀4 (б, г), 𝑀5 (в, д)
и 𝑀6 (е)
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Что касается более протяженного источника 𝑊2, то дисперсия волн не проявляется да-
же на мареографе 𝑀6, удаленном на 4400 км (рис. 6, г – е). Таким образом, влияние
учета дисперсии волн уменьшается с увеличением эффективной ширины источника
(см. также [20]). Общим для FNLD- и NLSW-моделей является то, что на не очень
удаленных мареографах период головной волны растет с увеличением расстояния, а ее
амплитуда падает.

Для того чтобы приближенно определить расстояние 𝐿disp, на котором могут стать
заметными дисперсионные эффекты для заданной волны длиной 𝜆, распространяю-
щейся над горизонтальным дном ℎ0 = const, рассмотрим модельное RLW-уравнение
(Regularised Long Wave) [18]

𝜂𝑡 + 𝑐0𝜂𝑥 = 𝜈𝜂𝑥𝑥𝑡,

которое можно получить, например, из линеаризованной системы FNLD-уравнений в
одномерном приближении, приведенной в [37]. Здесь 𝑐0 =

√
𝑔ℎ0, 𝜈 = ℎ20/6. Для этого

уравнения дисперсионное соотношение 𝜔(𝑘) и фазовые скорости 𝑣 и 𝑣𝑘 распростране-
ния заданной волны и волны, соответствующей волновому числу 𝑘, определяются по
формулам

𝜔(𝑘) =
𝑐0𝑘

1 + 𝜈𝑘2
, 𝑣 =

𝑐0
1 + 𝜈(2𝜋/𝜆)2

, 𝑣𝑘 =
𝑐0

1 + 𝜈(2𝜋/𝜆𝑘)2
,

где 𝜆𝑘 = 2𝜋/𝑘.
За время 𝑡 заданная волна проходит путь 𝐿disp = 𝑣𝑡, а отделившаяся от нее волна

с меньшей длиной 𝜆𝑘 < 𝜆 — меньший путь 𝐿𝑘 = 𝑣𝑘𝑡 = 𝐿disp𝑣𝑘/𝑣 < 𝐿disp. Несовпаде-
ние пройденных путей и есть проявление дисперсии. Далее предположим, что длина
отделившейся волны связана с 𝜆 соотношением 𝜆𝑘 = 𝛼𝜆 (𝛼 ∈ (0, 1)) и что дисперсия
проявляется в достаточной степени к тому моменту времени, когда короткая волна
полностью отделяется от длинной, т. е. выполняется равенство 𝐿𝑘 = 𝐿disp − (1 + 𝛼)𝜆/2.
Отсюда следует формула для определения 𝐿disp:

𝐿disp

(︁
1 − 𝑣𝑘

𝑣

)︁
=

1 + 𝛼

2
𝜆

или

𝐿disp

⎛⎜⎝1 −

𝑐0
1 + 𝜈(2𝜋/𝜆𝑘)2

𝑐0
1 + 𝜈(2𝜋/𝜆)2

⎞⎟⎠ =
1 + 𝛼

2
𝜆.

С учетом равенства 𝜆𝑘 = 𝛼𝜆 получаем окончательный вид выражения для 𝐿disp:

𝐿disp =
1

2(1 − 𝛼)

(︂
𝜆+

3

2𝜋2
𝛼2𝜆

3

ℎ20

)︂
≈ 1

2(1 − 𝛼)

(︂
𝜆+ 0.152𝛼2𝜆

3

ℎ20

)︂
. (34)

Графики зависимостей (34) представлены на рис. 7.
Отметим, что аналог формулы (34) был получен ранее [10] на основе анализа реше-

ний уравнения Кортевега — де Вриза. Величина 𝐿disp названа здесь длиной дисперсии.
Для того чтобы применить формулу (34) на практике, необходимо знать значения 𝛼

и 𝜆. Для источника 𝑊1 мареограф 𝑀5 зарегистрировал отделившуюся короткую волну
с периодом, примерно в 3 раза меньшим, чем период головной волны (см. рис. 6, в).
Поэтому с определенным приближением можно положить 𝛼 = 0.33. Что касается дли-
ны головной волны, то она в подобных оценках [20], как правило, полагается равной
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Рис. 7. Зависимость длины дисперсии 𝐿disp от длины волны 𝜆 при 𝛼0 = 0.33 и ℎ0 = 1 км (1);
2 км (2); 3 км (3); 4 км (4); 5 км (5); 6 км (6)

эффективной протяженности источника, хотя в общем случае отождествлять длину
головной волны с размером очага неправомерно [10]. При сделанных предположениях
получаем значение 𝐿disp = 1058 км, т. е. формула (34) предсказывает, что на мареографе
𝑀5 дисперсионные эффекты обязательно проявятся. В этом смысле расчетные данные
не противоречат приближенной аналитической оценке. Для источника𝑊2 формула (34)
дает значение 𝐿disp = 30 139 км, если принять, что 𝛼 = 0.33 и 𝜆 = 339 км. Таким обра-
зом, выделение короткой волны из головной не произойдет не только в месте установки
мареографа 𝑀6, но и в точке установки самого удаленного мареографа 𝑀2.

Есть и другие критерии для определения важности учета дисперсионных эффектов.
Один из наиболее употребимых — неравенство 𝑃𝑎 < 4, при выполнении которого счита-
ется, что дисперсия волн станет заметной. Здесь 𝑃𝑎 — параметр Kajiura, приведенный,
например, в [20]:

𝑃𝑎 =

(︂
6ℎ0
𝐿

)︂1/3

· 𝑊
ℎ0
, (35)

где 𝑊 — протяженность источника; 𝐿 — расстояние, пройденное головной волной. Ри-
сунку 6, в соответствуют значения 𝑊 = 107.3 км и 𝐿 = 2200 км, поэтому 𝑃𝑎 ≈ 6. Таким
образом, согласно критерию, связанному с параметром (35), дисперсия в точке установ-
ки мареографа 𝑀5 еще не должна проявиться, что противоречит расчетным данным.
Как указано в [19], критерий 𝑃𝑎 < 4 слишком жесткий, поэтому предлагается использо-
вать более адекватный критерий 𝜏 > 0.1, где 𝜏 — “нормализованное время дисперсии”,

𝜏 = 6
√︀
𝑔ℎ0

ℎ20
𝜆3
𝑡, (36)

𝑡 — время распространения волн. Полагая 𝑡 = 12 000 c, получаем 𝜏 ≈ 0.18 > 0.1, т. е.
для источника 𝑊1 дисперсия на мареографе 𝑀5 должна проявиться, что согласуется
с нашими расчетными данными (см. рис. 6, в).

На наш взгляд, использование длины дисперсии (34) для приближенной оценки
важности учета дисперсии волн является более предпочтительным, чем парамет-
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ров (35), (36), поскольку значения 𝐿disp дают наглядное представление в количествен-
ном выражении о расстоянии, на котором должны сказаться дисперсионные эффекты.

Необходимо отметить более ранние работы [14, 47, 50], в которых дисперсия исследо-
валась на основе неполных WNLD-моделей. В [14, 50] при исследовании распростране-
ния волн цунами в Индийском океане в 2004 г. показано, что в глубоководной западной
части океана различие результатов, полученных в рамках WNLD- и NLSW-моделей,
достигает 20%, в [47] — 60%. Расчеты распространении цунами 11 марта 2011 г. под-
твердили важность учета дисперсионных эффектов: различия максимальных амплитуд
в WNLD- и NLSW-моделях достигали 60% [20].

Заключение

В работе представлен численный алгоритм для моделирования процесса распростране-
ния длинных поверхностных волн в рамках полной нелинейно-дисперсионной модели,
учитывающей сферичность Земли и ее вращение. Алгоритм основан на решении рас-
ширенной системы уравнений, состоящей из эллиптического уравнения для дисперси-
онной составляющей давления и гиперболической системы уравнений первого порядка,
которые отличаются от уравнений классической модели мелкой воды лишь наличием
дополнительных слагаемых, связанных с дисперсионными добавками. Алгоритм реали-
зован в виде явной двухшаговой схемы предиктор-корректор, на каждом шаге которой
поочередно решаются задачи, полученные в результате расщепления.

На модельной задаче о распространении волн над ровным дном показано, что в
земных условиях центробежную силу можно не принимать во внимание, а учет сфе-
ричности поверхности, по которой распространяются волны, может иметь определяю-
щее значение. Влияние силы Кориолиса увеличивается с ростом размеров начального
возмущения и при распространении волн на большие расстояния, при этом учет враще-
ния сферы понижает максимальные положительные амплитуды волн. Дисперсия также
проявляется при длительном распространении волн и может приводить к существенно-
му уменьшению максимальной амплитуды головной волны, которая распадается на цуг
волн меньшей длины. Но, в отличие от силы Кориолиса, дисперсия сильнее проявля-
ется при малых размерах начального возмущения, при этом учет дисперсии приводит
к замедлению скорости распространения волн.

Отметим, что на частотную дисперсию может влиять не только эффективная протя-
женность источника, но и его форма. Поэтому в реальных задачах о цунами необходимо
дополнительное исследование с использованием реальной формы очагов. В практиче-
ских задачах на первый план могут выйти также особенности рельефа дна. Ответы на
эти вопросы будут даны в следующей статье авторов. Кроме того, в настоящей работе
мы совсем не коснулись вопроса, связанного с теоретической оценкой численной диспер-
сии используемой расчетной схемы. Этой теме также будет посвящена отдельная пуб-
ликация. Расчеты в небольших областях показали, что для сетки с разрешением 40 уг-
ловых секунд численная дисперсия пренебрежимо мала по сравнению с физической.
Для источников с размерами, меньшими рассмотренных, приходится использовать еще
более подробные сетки, что приводит к значительному росту времени решения задач в
рамках нелинейно-дисперсионной модели. Поэтому в дальнейшем планируется реализа-
ция параллельной версии алгоритма для многопроцессорных ЭВМ с соответствующей
модификацией алгоритмических и программных модулей.
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Приложение

Приведем вывод уравнения (18) для дисперсионной составляющей давления. Для это-
го будем использовать компактную форму записи уравнений FNLD-модели на сфере,
приведенную в работе [27]:

𝐻𝑡 + ∇ · (𝐻c) = 0,

v𝑡 + (c · ∇)v +
∇𝑝
𝐻

= r +
𝑝0
𝐻
∇ℎ. (37)

Здесь v = (𝑣1, 𝑣2) — ковариантный вектор скорости,

𝑣1 =
(︀
Ω + 𝑐1

)︀
𝑅2 sin2 𝜃, 𝑣2 = 𝑅2𝑐2, (38)

r = (0, 𝑟2)
т, 𝑟2 = (Ω + 𝑐1)

2
𝑅2 sin 𝜃 cos 𝜃.

Перепишем уравнение движения (37) в виде, позволяющем выразить полную про-
изводную вектора скорости

𝐷v = −𝑔∇𝜂 +
∇𝜙− 𝜓∇ℎ

𝐻
+ r, (39)

где
𝐷v = (𝐷𝑣1, 𝐷𝑣2)

т , 𝐷𝑣1 = (𝑣1)𝑡 + c · ∇𝑣1, 𝐷𝑣2 = (𝑣2)𝑡 + c · ∇𝑣2.

Далее, как и в плоском случае [37], выразим дисперсионную составляющую 𝜓 давления
на дне через 𝜙 — дисперсионную составляющую проинтегрированного давления. Из
определений (7) получаем, что

𝜓 =
3𝜙

2𝐻
+
𝐻

4
𝑄2, (40)

где

𝑄2 = 𝐷2ℎ = 𝐷(𝐷ℎ) = (𝐷ℎ)𝑡 + c · ∇(𝐷ℎ) = (ℎ𝑡 + c · ∇ℎ)𝑡 + c · ∇ (ℎ𝑡 + c · ∇ℎ) =

= ℎ𝑡𝑡 + c𝑡 · ∇ℎ+ 2c · ∇ℎ𝑡 + c · ∇ (c · ∇ℎ) = 𝐵 + c𝑡 · ∇ℎ+ c · ∇ (c · ∇ℎ)

и через 𝐵 обозначено слагаемое, наличие которого обусловлено подвижностью дна:

𝐵 = ℎ𝑡𝑡 + 2c · ∇ℎ𝑡.

Преобразуем также последнее слагаемое в выражении для 𝑄2:

c · ∇ (c · ∇ℎ) = 𝑐1
(︀
𝑐1ℎ𝜆 + 𝑐2ℎ𝜃

)︀
𝜆

+ 𝑐2
(︀
𝑐1ℎ𝜆 + 𝑐2ℎ𝜃

)︀
𝜃

=

= 𝑐1𝑐1𝜆ℎ𝜆 + (𝑐1)2ℎ𝜆𝜆 + 𝑐1𝑐2𝜆ℎ𝜃 + 𝑐1𝑐2ℎ𝜆𝜃 + 𝑐2𝑐1𝜃ℎ𝜆 + 𝑐2𝑐1ℎ𝜆𝜃 + 𝑐2𝑐2𝜃ℎ𝜃 + (𝑐2)2ℎ𝜃𝜃 =

=
(︀
𝑐1𝑐1𝜆 + 𝑐2𝑐1𝜃

)︀
ℎ𝜆 +

(︀
𝑐1𝑐2𝜆 + 𝑐2𝑐2𝜃

)︀
ℎ𝜃 + 𝑐1

(︀
𝑐1(ℎ𝜆)𝜆 + 𝑐2(ℎ𝜆)𝜃

)︀
+ 𝑐2

(︀
𝑐1(ℎ𝜃)𝜆 + 𝑐2(ℎ𝜃)𝜃

)︀
=

= ((c · ∇)c) · ∇ℎ+ c · ((c · ∇)∇ℎ) .

Следовательно,

𝑄2 = 𝐵 + c𝑡 · ∇ℎ+ ((c · ∇)c) · ∇ℎ+ c · ((c · ∇)∇ℎ) ,

или
𝑄2 = 𝐵 + (𝐷c) · ∇ℎ+ c · ((c · ∇)∇ℎ) , (41)
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где
𝐷c =

(︀
𝐷𝑐1, 𝐷𝑐2

)︀т
, 𝐷𝑐1 = 𝑐1𝑡 + 𝑐1𝑐1𝜆 + 𝑐2𝑐1𝜃, 𝐷𝑐2 = 𝑐2𝑡 + 𝑐1𝑐2𝜆 + 𝑐2𝑐2𝜃, (42)

(𝐷c) · ∇ℎ =
(︀
𝑐1𝑡 + 𝑐1𝑐1𝜆 + 𝑐2𝑐1𝜃

)︀
ℎ𝜆 +

(︀
𝑐2𝑡 + 𝑐1𝑐2𝜆 + 𝑐2𝑐2𝜃

)︀
ℎ𝜃,

c · [(c · ∇)∇ℎ] = (𝑐1)2ℎ𝜆𝜆 + 2𝑐1𝑐2ℎ𝜆𝜃 + (𝑐2)2ℎ𝜃𝜃.

Используя выражение (41), перепишем формулу (40)

𝜓 =
3𝜙

2𝐻
+
𝐻

4

[︁
(𝐷c) · ∇ℎ+𝐵 + c · ((c · ∇)∇ℎ)

]︁
(43)

и выразим 𝐷c через 𝐷v. Для этого введем ковариантные компоненты метрического
тензора на сфере [51] 𝑔11 = 𝑅2 sin2 𝜃, 𝑔22 = 𝑅2 и, согласно формулам (38), запишем
ковариантный вектор скорости в виде v = ΩG + 𝒢c, где

G =

(︂
𝑔11
0

)︂
, 𝒢 =

(︂
𝑔11 0
0 𝑔22

)︂
.

Тогда

𝐷v = Ω𝐷G +𝐷 (𝒢c) = 𝑐2ΩG𝜃 + 𝒢𝐷c + 𝑐1𝑐2G𝜃 = 𝒢𝐷c + 𝑐2
(︀
Ω + 𝑐1

)︀
G𝜃, (44)

при этом

G𝜃 =

(︂
2𝑅2 sin 𝜃 cos 𝜃

0

)︂
.

Следствием равенств (44) является выражение𝐷c = 𝒢−1𝐷v−𝑐2 (Ω + 𝑐1)𝒢−1G𝜃, которое
с учетом формулы (39) принимает следующий вид:

𝐷c = 𝒢−1
(︁
− 𝑔∇𝜂 +

∇𝜙− 𝜓∇ℎ
𝐻

)︁
+ 𝒢−1a, (45)

где

𝒢−1 =

(︂
𝑔11 0
0 𝑔22

)︂
, 𝑔11 =

1

𝑔11
=

1

𝑅2 sin2 𝜃
, 𝑔22 =

1

𝑔22
=

1

𝑅2
,

a =

(︂
𝑎1
𝑎2

)︂
= r− 𝑐2

(︀
Ω + 𝑐1

)︀
G𝜃 =

(︀
Ω + 𝑐1

)︀
𝑅2 sin 𝜃 cos 𝜃

(︂
−2𝑐2

Ω + 𝑐1

)︂
.

Подставляя полученное выражение для 𝐷c в формулу (43), запишем

𝜓 =
3𝜙

2𝐻
+
𝐻

4

(︃
∇𝜙 · ∇ℎ− 𝜓 |∇ℎ|2

𝐻
+𝑄

)︃
,

где

∇𝜙 · ∇ℎ = 𝑔11𝜙𝜆ℎ𝜆 + 𝑔22𝜙𝜃ℎ𝜃 =
1

𝑅2

(︂
𝜙𝜆ℎ𝜆
sin2 𝜃

+ 𝜙𝜃ℎ𝜃

)︂
,

|∇ℎ|2 = ∇ℎ · ∇ℎ = 𝑔11ℎ2𝜆 + 𝑔22ℎ2𝜃 =
1

𝑅2

(︂
ℎ2𝜆

sin2 𝜃
+ ℎ2𝜃

)︂
,

𝑄 = −𝑔∇𝜂 · ∇ℎ+ c · [(c · ∇)∇ℎ] +𝐵 + a · ∇ℎ,

∇𝜂 · ∇ℎ = 𝑔11𝜂𝜆ℎ𝜆 + 𝑔22𝜂𝜃ℎ𝜃 =
1

𝑅2

(︂
𝜂𝜆ℎ𝜆
sin2 𝜃

+ 𝜂𝜃ℎ𝜃

)︂
,
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a · ∇ℎ =
(︀
Ω + 𝑐1

)︀
ctg 𝜃

[︁
− 2𝑐2ℎ𝜆 + (Ω + 𝑐1)ℎ𝜃 sin2 𝜃

]︁
.

Следовательно, для дисперсионной составляющей давления на дне справедливо следу-
ющее выражение:

𝜓 =
1

𝑟

(︂
6𝜙

𝐻
+𝐻𝑄+ ∇𝜙 · ∇ℎ

)︂
, (46)

где
𝑟 = 4 + |∇ℎ|2 .

Теперь можно приступить к выводу уравнения для функции 𝜙. Непосредственно из
определений (7) следует, что

𝜙 =
𝐻3

12
𝑄1 +

𝐻

2
𝜓. (47)

Преобразуем в этом выражении член 𝑄1. Из определения операторов полной производ-
ной 𝐷 и дивергенции (8) получаем, что

𝐷 (∇ · c) = (∇ · c)𝑡 + 𝑐1 (∇ · c)𝜆 + 𝑐2 (∇ · c)𝜃 =

= ∇ · c𝑡 + 𝑐1
[︂
𝑐1𝜆 +

(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

]︂
𝜆

+ 𝑐2
[︂
𝑐1𝜆 +

(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

]︂
𝜃

=

= ∇ · c𝑡 +
(︀
𝑐1𝑐1𝜆

)︀
𝜆
− (𝑐1𝜆)2 +

(︀
𝑐2𝑐1𝜃

)︀
𝜆
− 𝑐2𝜆𝑐

1
𝜃 + 𝑐1

[(𝐽𝑐2)𝜆]𝜃
𝐽

+ 𝑐2
[︂

(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

]︂
𝜃

=

= (𝑐1𝑡 )𝜆⏟ ⏞ +
(𝐽𝑐2𝑡 )𝜃
𝐽

+
(︀
𝑐1𝑐1𝜆 + 𝑐2𝑐1𝜃

)︀
𝜆⏟  ⏞  +

[𝑐1(𝐽𝑐2)𝜆]𝜃
𝐽

− 𝑐1𝜃 (𝐽𝑐2)𝜆
𝐽

+

[︂
𝑐2

(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

]︂
𝜃

− 𝑐2𝜃
(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

−

−(𝑐1𝜆)2 − 𝑐2𝜆𝑐
1
𝜃.

Легко видеть (см. формулу (42)), что сумма выделенных фигурными скобками сла-
гаемых равна (𝐷𝑐1)𝜆, поэтому

𝐷 (∇ · c) =
(︀
𝐷𝑐1

)︀
𝜆

+
(𝐽𝑐2𝑡 )𝜃
𝐽⏟  ⏞  +

(𝐽𝑐1𝑐2𝜆)𝜃
𝐽⏟  ⏞  −𝑐1𝜃𝑐2𝜆 +

(𝐽𝑐2𝑐2𝜃)𝜃
𝐽⏟  ⏞  +

(︁
𝐽𝜃 (𝑐2)

2
)︁
𝜃

𝐽
−

−
[︂
𝑐2 (𝐽𝑐2)𝜃

𝐽2
𝐽𝜃 +

𝑐2𝜃 (𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

+ (𝑐1𝜆)2
]︂
− 𝑐2𝜆𝑐

1
𝜃.

Слагаемые, выделенные в этом равенстве, в сумме дают величину[︁
𝐽 (𝑐2𝑡 + 𝑐1𝑐2𝜆 + 𝑐2𝑐2𝜃)

]︁
𝜃

𝐽
=

(𝐽𝐷𝑐2)𝜃
𝐽

,

а выражение в квадратных скобках преобразуется с учетом (8) к виду

(𝑐1𝜆)2 +

(︂
(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

)︂2

= (∇ · c)2 − 2𝑐1𝜆
(𝐽𝑐2)𝜃
𝐽

,

поэтому

𝐷 (∇ · c) =
(︀
𝐷𝑐1

)︀
𝜆

+
(𝐽𝐷𝑐2)𝜃

𝐽
− (∇ · c)2 + 2𝑐1𝜆𝑐

2
𝜃 + 2𝑐1𝜆𝑐

2𝐽𝜃
𝐽

+ 2𝑐2𝑐2𝜃
𝐽𝜃
𝐽

+
(︀
𝑐2
)︀2 𝐽𝜃𝜃

𝐽
− 2𝑐1𝜃𝑐

2
𝜆.
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Наконец, учитывая, что 𝐽𝜃𝜃 = −𝐽 , получаем формулу

𝐷 (∇ · c) = ∇ · (𝐷c) − (∇ · c)2 + 2
(︀
𝑐1𝜆𝑐

2
𝜃 − 𝑐1𝜃𝑐

2
𝜆

)︀
+ 2𝑐2

(︀
𝑐1𝜆 + 𝑐2𝜃

)︀
ctg 𝜃 −

(︀
𝑐2
)︀2
. (48)

Следовательно, для 𝑄1 имеем выражение

𝑄1 = ∇ · (𝐷c) − 2 (∇ · c)2 + 2
(︀
𝑐1𝜆𝑐

2
𝜃 − 𝑐1𝜃𝑐

2
𝜆

)︀
+ 2𝑐2

(︀
𝑐1𝜆 + 𝑐2𝜃

)︀
ctg 𝜃 −

(︀
𝑐2
)︀2
. (49)

Подставляя в (47) выражение (49) и используя формулы (45), (46) для 𝐷c и 𝜓,
соответственно, получаем следующее уравнение относительно зависимой переменной 𝜙:

𝜙 =
𝐻3

12

{︁
∇ ·
[︁
𝒢−1

(︁
− 𝑔∇𝜂 +

∇𝜙
𝐻

− 6∇ℎ
𝐻2𝑟

𝜙−∇ℎ𝑄
𝑟
− (∇𝜙 · ∇ℎ)∇ℎ

𝐻𝑟
+ a
)︁]︁

−

−2 (∇ · c)2 + 2
(︀
𝑐1𝜆𝑐

2
𝜃 − 𝑐1𝜃𝑐

2
𝜆

)︀
+ 2𝑐2

(︀
𝑐1𝜆 + 𝑐2𝜃

)︀
ctg 𝜃 −

(︀
𝑐2
)︀2 }︁

+

+
𝐻

2𝑟

(︂
6𝜙

𝐻
+𝐻𝑄+ ∇𝜙 · ∇ℎ

)︂
. (50)

Заметим, что умножение ковариантных векторов a, ∇𝜂, ∇𝜙, ∇ℎ слева на матрицу
𝒢−1 переводит эти векторы в контравариантные, через которые и определяется дивер-
генция вектора. Например,

∇ · ∇𝜂 =
(𝐽𝑔11𝜂𝜆)𝜆 + (𝐽𝑔22𝜂𝜃)𝜃

𝐽
=

1

𝑅2 sin 𝜃

(︁ 𝜂𝜆𝜆
sin 𝜃

+ (𝜂𝜃 sin 𝜃)𝜃

)︁
≡ ∆𝜂,

∇ · a =
(𝐽𝑔11𝑎1)𝜆 + (𝐽𝑔22𝑎2)𝜃

𝐽
=

1

𝑅2 sin 𝜃

(︂
(𝑎1)𝜆
sin 𝜃

+ (𝑎2 sin 𝜃)𝜃

)︂
. (51)

Учитывая это замечание, а также равенство

∇ ·
(︂

6∇ℎ
𝐻2𝑟

𝜙

)︂
=

6

𝐻2𝑟
∇𝜙 · ∇ℎ+ 6𝜙∇ ·

(︂
∇ℎ
𝐻2𝑟

)︂
,

перепишем уравнение (50) в компактной форме

𝐿𝜙 = 𝐹, (52)

где

𝐿𝜙 = ∇ ·
[︂
∇𝜙
𝐻

− (∇𝜙 · ∇ℎ)∇ℎ
𝐻𝑟

]︂
− 6𝜙

[︂
2

𝐻3

𝑟 − 3

𝑟
+ ∇ ·

(︁ ∇ℎ
𝐻2𝑟

)︁]︂
,

𝐹 = 𝑔∆𝜂 + ∇ ·
(︂
𝑄∇ℎ
𝑟

− a

)︂
− 6𝑄

𝐻𝑟
+ 2 (∇ · c)2 − 2

(︀
𝑐1𝜆𝑐

2
𝜃 − 𝑐1𝜃𝑐

2
𝜆

)︀
− 2𝑐2

(︀
𝑐1𝜆 + 𝑐2𝜃

)︀
ctg 𝜃 +

(︀
𝑐2
)︀2
.

Используя формулу вида (51) для дивергенции ковариантного вектора, выпишем
выражение для оператора 𝐿 через частные производные:

𝐿𝜙 =
1

𝑅2 sin 𝜃

{︂
1

sin 𝜃

(︂
𝜙𝜆

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜆

)︂
𝜆

+
[︁(︁𝜙𝜃

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜃

)︁
sin 𝜃

]︁
𝜃

}︂
−

− 6𝜙

{︂
2

𝐻3

𝑟 − 3

𝑟
+

1

𝑅2 sin 𝜃

[︂
1

sin 𝜃

(︁ ℎ𝜆
𝐻2𝑟

)︁
𝜆

+
(︁ ℎ𝜃
𝐻2𝑟

sin 𝜃
)︁
𝜃

]︂}︂
.
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После домножения обеих частей уравнения (52) на 𝑅2 sin 𝜃 и перехода к физическим
компонентам скорости 𝑢, 𝑣 получаем следующее уравнение для 𝜙:[︁ 1

sin 𝜃

(︁𝜙𝜆

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜆

)︁]︁
𝜆

+
[︁(︁𝜙𝜃

𝐻
− ∇𝜙 · ∇ℎ

𝐻𝑟
ℎ𝜃

)︁
sin 𝜃

]︁
𝜃
−

−6𝜙
[︁ 2

𝐻3

(𝑟 − 3)𝑅2 sin 𝜃

𝑟
+
(︁ ℎ𝜆
𝐻2𝑟 sin 𝜃

)︁
𝜆

+
(︁ ℎ𝜃
𝐻2𝑟

sin 𝜃
)︁
𝜃

]︁
= 𝐹,

(53)

где 𝐹 = 𝐹1 + 𝐹2 + 𝐹3,

𝐹1 =
[︁ 1

sin 𝜃

(︁
𝑔𝜂𝜆 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜆 − 𝑎1

)︁]︁
𝜆

+
[︁

sin 𝜃
(︁
𝑔𝜂𝜃 +

𝑄

𝑟
ℎ𝜃 − 𝑎2

)︁]︁
𝜃
, 𝐹2 = −6𝑄

𝐻𝑟
𝑅2 sin 𝜃,

𝐹3 =
2

sin 𝜃

[︁
𝑢𝜆 + (𝑣 sin 𝜃)𝜃

]︁2
− 2(𝑢𝜆𝑣𝜃 − 𝑣𝜆𝑢𝜃) − 2(𝑢𝑣)𝜆 ctg 𝜃 − (𝑣2 cos 𝜃)𝜃,

𝑄 = −𝑔∇𝜂 · ∇ℎ+
1

𝑅2 sin 𝜃

(︂
𝑢2

sin 𝜃
ℎ𝜆𝜆 + 2𝑢𝑣 ℎ𝜆𝜃 + 𝑣2ℎ𝜃𝜃 sin 𝜃

)︂
+𝐵 + a · ∇ℎ,

𝐵 = ℎ𝑡𝑡 + 2
(︁ 𝑢

𝑅 sin 𝜃
ℎ𝜆𝑡 +

𝑣

𝑅
ℎ𝜃𝑡

)︁
,

𝑎1 = −2𝑢𝑣 cos 𝜃 − 𝑓𝑣𝑅 sin 𝜃, 𝑎2 = 𝑢2ctg 𝜃 + 𝑓𝑢𝑅 + Ω2𝑅2 sin 𝜃 cos 𝜃,

a · ∇ℎ =
𝑎1ℎ𝜆

𝑅2 sin2 𝜃
+
(︀
𝑢2ctg 𝜃 + 𝑓𝑢𝑅

)︀ ℎ𝜃
𝑅2

+ ℎ𝜃Ω
2 sin 𝜃 cos 𝜃,

𝑓 = 2Ω cos 𝜃 — параметр Кориолиса и отдельно выделены слагаемые с множителем Ω2,
наличие которых обусловлено действием центробежной силы.

Замечание. Положим Ω = 0 и в некоторой окрестности фиксированной точки
(𝜆*, 𝜃*) введем невырожденное преобразование координат

�̃� = 𝑅 (𝜆− 𝜆*) sin 𝜃*, 𝑦 = −𝑅 (𝜃 − 𝜃*) ,

а также соответствующие компоненты вектора скорости

�̃� = ˙̃𝑥 = 𝑅�̇� sin 𝜃* = 𝑢𝜎, 𝜎 =
sin 𝜃*
sin 𝜃

, 𝑣 = ˙̃𝑦 = −𝑅𝜃 = −𝑣.

Предполагая, что рассматриваемая окрестность мала в направлении широты, т. е. мала
величина 𝛿 = 𝜃− 𝜃*, переходя в уравнении (53) к новым переменным �̃�, 𝑦, �̃�, 𝑣 и прене-
брегая в преобразованном уравнении членами, имеющими порядок 𝑂(𝛿) или 𝑂 (1/𝑅),
получаем известное уравнение на плоскости для дисперсионной составляющей 𝜙 [37].
Это является косвенным подтверждением правильности вывода уравнения (53).
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The paper examines the sensitivity of long surface wave propagation to Earth
sphericity, Coriolis force, centrifugal force and frequency dispersion.

For a numerical simulation, we propose the algorithm based on the partitioning of
fully nonlinear dispersive equations on a rotating sphere based on a uniformly elliptic
equation for the dispersion component of pressure and the hyperbolic system of shallow
water equations for the momentum. The momentum equations yield the modified
source term in the first approximation in the right hand side. These subproblems
resulting from the partitioning are solved on each step of the explicit implemented two-
step predictor-corrector scheme. The system of difference equations approximating the
elliptic subproblem with the second order is constructed with use of integro-interpolation
method and is solved by the SOR method.

A model domain includes the most part of the Pacific Ocean. The function, which
defines distribution of depth from the still water surface was set to be constant. Gaussian
perturbations of free surface with different effective width served as idealized sources
of waves. Numerical results show that in terrestrial conditions centrifugal force can be
neglected for all the considered sources, but other effects can change the wave pattern
considerably. Thus, sphericity increases the maximum wave amplitude, but Coriolis
force and dispersion decrease. Besides that, the influence of sphericity and Coriolis
force increases with an effective source width, while the influence of dispersion decreases.
Wave propagation distance enhances the influence of all these effects. The approximate
formula for the quick assessment of the propagation distance sufficient for demonstration
of the dispersion effects is derived and its good agreement with calculations is shown.

Keywords: rotating sphere, shallow water, long surface waves, nonlinear dispersive
equations, numerical simulation, dispersion, Coriolis force.
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