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и трёхмерные краевые задачи)
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Кратко описываются метод, алгоритм и пакет программ для решения коррект-
ных по Адамару двумерных и трёхмерных задач для систем существенно нелиней-
ных (т. е. не разрешённых относительно старших производных) интегро-дифферен-
циально-алгебраических уравнений. Для приведения последних к системе обыч-
ных нелинейных алгебраических уравнений в алгоритме используются получен-
ные ранее формулы интегрирования и дифференцирования. В качестве неизвест-
ных система уравнений может также содержать числовые параметры. Приводятся
результаты решения четырёх тестовых примеров.

Ключевые слова: существенно нелинейные интегро-дифференциальные урав-
нения, интегро-дифференциально-алгебраические уравнения, численные методы,
компьютерные программы.

1. Введение и постановка задачи

Необходимость численного решения краевых задач для систем нелинейных диффе-
ренциальных, интегральных и интегро-дифференциально-алгебраических уравнений
(ИДАУ), зависящих от двух и более аргументов, часто возникает при математическом
моделировании различных физических процессов в науке и технике [1–7]. Наиболее
используемым в настоящее время методом для численного решения таких задач явля-
ется метод конечных разностей [8–11], на основе которого решаются прикладные задачи
математической физики [12, 13]. В связи с развитием вычислительной техники этот ме-
тод успешно используется на многопроцессорных системах [14, 15]. Несмотря на то что
фундаментальные основы для решения уравнений с частными производными хорошо
известны [16–24], их программная реализация связана со значительными трудностями,
поскольку не существует алгоритмов для решения таких уравнений в общем виде, что
заставляет исследователей при решении каждой конкретной прикладной задачи в ка-
честве начального шага составлять соответствующую программу и выполнять её от-
ладку. Широко используемые программные комплексы (Maple, Macsyma, Mathematica,
Reduce, Matlab и др.), предлагаемые на рынке программных продуктов известными за-
рубежными корпорациями, не могут быть применены для решения систем существенно
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нелинейных интегро-дифференциально-алгебраических уравнений (СНИДАУ) с част-
ными производными. Ниже кратко описывается предложенный ранее численный ме-
тод [25–28] и приводятся сведения о программах для автоматического решения на ПК
корректных по Адамару двумерных и трёхмерных систем, малых по размеру, в об-
щем случае существенно нелинейных интегро-дифференциально-алгебраических урав-
нений [29], содержащих неизвестные числовые параметры, которые могут входить не
только в состав основных уравнений, но и в краевые условия. Области интегрирования
рассматриваемых уравнений должны быть ограничены координатными линиями или
поверхностями в общем случае криволинейных неортогональных систем координат. Ре-
шаются следующие задачи:

— краевые задачи для двумерных систем ИДАУ;
— краевые задачи для трёхмерных систем ИДАУ.

2. Метод решения и программная реализация

Для преобразования интегро-дифференциально-алгебраической задачи к системе нели-
нейных алгебраических уравнений относительно узловых значений функций, которые
затем должны быть решены известными методами, используется формула дифферен-
цирования для функций W, которая в одномерном случае имеет вид [25, 28]

W(r) =
r−1∑
i=0

Di(E −DS)Iwr−i1 +DrW,

где W(r), W, I — вектор узловых значений производных функций порядка r, вектор
узловых значений функций и единичный вектор соответственно; S, D, E — матри-
цы интегрирования, дифференцирования и единичная матрица соответственно; wr−1

1 —
значения функций и их производных в начальном узле x = x1.

Векторы узловых значений смешанных производных получаются в результате при-
менения формулы дифференцирования к приведенному равенству в другом направле-
нии. Поскольку эта операция является формальной, то повышение порядка производ-
ных в системах корректных ИДАУ не влечет за собой появления дополнительных труд-
ностей в программной реализации алгоритма. Следует заметить, что элементы матриц
интегрирования и дифференцирования не могут быть записаны в виде формул, исполь-
зуемых для формального программирования, так как представляют собой интегралы
и программируются на основе их вычисления [25, 28].

Разработанные для решения систем ИДАУ программы работают на основе миниму-
ма исходных данных, т. е. необходимость писать код программы для решения каждой
задачи и выполнять её отладку исключается. Для старта итерационного процесса в па-
мять ПК следует ввести следующие данные: число уравнений, тексты решаемых уравне-
ний в обычной математической форме, параметры сетки узлов, максимальные значения
порядка производных, точное решение задачи (если оно известно) для проверки адек-
ватности вычислений, начальное приближение и краевые условия. Перед заполнением
очередной строки исходных данных на дисплей выводится подсказка о содержимом
этой строки. После ввода строки выполняется проверка правильности данного содер-
жимого, а в случае обнаружения ошибки ввод прекращается и на экран выводится
соответствующее сообщение.
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В отличие от всех известных программных комплексов в нашем случае программы
вычисляют и выводят на печать узловые значения не только функций, но также и их
производных, в том числе, возможно, смешанных.

3. Пакет программ

Пакет состоит из следующих двух отдельных программ.
1. Программа BOUNDS2 предназначена для численного решения корректных дву-

мерных краевых задач в системе координат (x, y) для существенно нелинейных систем
ИДАУ, которые в своём составе кроме подлежащих вычислению функций могут иметь
также неизвестные числовые параметры.

Для успешного численного решения подобных задач принимаются обычные условия
и ограничения:

— система уравнений должна быть корректной и не жёсткой;
— число основных ИДАУ должно равняться числу неизвестных функций;
— если система уравнений содержит некоторое число подлежащих вычислению чис-

ловых параметров, то к основным уравнениям необходимо добавить соответствующее
число дополнительных уравнений, содержащих эти параметры;

— каждое основное и каждое дополнительное уравнение может содержать в своём
составе производные любой функции, интегралы и искомые параметры, входящие в
подынтегральные выражения интегралов. Предусмотрено использование 10 типов ин-
тегралов: два типа с постоянными и переменными верхними пределами и областью
интегрирования, совпадающей с областью, на которой ищется решение задачи, осталь-
ные восемь типов с постоянными и переменными верхними пределами при интегри-
ровании по четырём координатным линиям, ограничивающим область (эти последние
могут быть включены в соответствующие краевые условия);

— для каждой неизвестной функции основные уравнения должны иметь в своём
составе по крайней мере одно уравнение с несмешанными производными этой функции
наивысшего порядка;

— для каждого неизвестного параметра дополнительные уравнения должны иметь
в своём составе уравнение, содержащее данный параметр;

— в области интегрирования решение задачи не должно быть сильно осциллирую-
щим;

— размеры решаемых задач ограничиваются ресурсами ПК.
В области интегрирования предусмотрены два способа формирования сетки узлов,

при первом из которых число узлов следует задавать для каждой из осей отдельно, при
втором — шаг сетки принимается одинаковым для обеих осей.

2. Программа BOUNDS3 используется для численного решения существенно нели-
нейных ИДАУ в системе координат (x, y, z). Условия и ограничения для успешного ре-
шения этих уравнений в основном те же, что и для программы BOUNDS2, но с соответ-
ствующими поправками. Например, предусмотрено использование 14 типов интегралов:
два типа с постоянными и переменными верхними пределами и областью интегрирова-
ния, совпадающей с областью, на которой ищется решение задачи, остальные 12 типов
интегралов с постоянными и переменными верхними пределами при интегрировании
по шести координатным поверхностям, ограничивающим область.
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4. Тестовые примеры

4.1. Краевая задача для трёх нелинейных ИДАУ, содержащая два числовых
параметра (решение выполняется по программе BOUNDS2)

uxxxx + u3 + uxxx sin[2(x+ y)] + u cos[a(x+ y)] − sin(x+ y) = 0,

vx + vy + uw − sin(x+ y) cos(xy3) − x− y = 0,

w +

π∫
0

π/2∫
0

vy(s, t)dsdt+

x∫
0

y∫
0

xsv(p, s)dsdp− cos(xy3) − x3y3/6 − π3/16 = 0,

a+ 4b− b2 +

x∫
0

y∫
0

xsv(p, s)dpds− x3y3 − 3 = 0,

b− a+ w − cos(xy3) = 0.

Границы области интегрирования 0 ≤ x, y ≤ π/2.
Краевые условия

uxxx(0, y) + u(0, y) + v(0, y) + [v(0, y)]2 − sin y + cos y = 0,

ux(0, y) + v(π/2, y) − cos y − πy/2 = 0,

uxx(0, y) + sin y = 0;

v(0, y) = 0, uxx(π/2, y) +

π/2∫
0

aw(0, s)ds/3 + sin(π/a+ y) − y = 0,

v(x, 0) + v(x, 0) + x

π/2∫
0

[a/3 + u(s, π/2)]ds− (1 + π/2)x = 0.

Точное решение u(x, y) = sin(x+ y), v(x, y) = xy, w(x, y) = cos(xy3), a = 3, b = 4.
Начальное приближение u0(x, y) =v0(x, y) =w0(x, y) = 0, a0 = 2, 1, b0 = 3, 2.
В результате решения на сетках n×m получены следующие значения максимального

отклонения для функций приближённого решения от точного ∆:

∆5×5 = 0.021, ∆13×13 = 1.6 · 10−8, ∆7×13 = 1.5 · 10−4, ∆13×7 = 2.5 · 10−8.

4.2. Краевая задача для трёх существенно нелинейных ИДАУ, содержащая
два числовых параметра (BOUNDS2)

uxx + uyy + w3 + 2 sin(x+ y) − (sinx cos y)3 = 0,

vx + vy +

x∫
0

y∫
0

u(s, t)dsdt+ u− sinx− sin y − 1 = 0,

w +

π/2∫
0

π/2∫
0

v(s, t)dsdt

x∫
0

y∫
0

u(s, t)dsdt+

x∫
0

y∫
0

vx(s, t)dsdt− sinx cos y − xy = 0,
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a+ b3 +

π/2∫
0

ρ/2∫
0

v(p, s)dpds− 64 = 0,

b+ sin a− sin 3 − 4 = 0.

Границы области интегрирования 0 ≤ x, y ≤ π/2.
Краевые условия

u(0, y) − a sin y/3 = 0,

u(π/2, y) − cos y = 0,

v(0, y) + y + a− b+ 1 = 0,

u(x, 0) − sinx = 0,

u(x, π/2) +

π/2∫
0

uy(s, π/2)ds− cosx+ sin b− sin 4 + 1 = 0,

v(x, 0) − x = 0.

Точное решение u(x, y) = sin(x+ y), v(x, y) = x− y, w(x, y) = sin x cos y, a = 3, b = 4.
Начальное приближение u0(x, y) =v0(x, y) =w0(x, y) = 0, a0 = 2.1, b0 = 3.2.
В результате решения на сетках n×m получены следующие значения максимального

отклонения приближённого решения от точного ∆:

∆5×5 = 8.1 · 10−4, ∆15×15 = 2.0 · 10−10, ∆5×15 = 4.6 · 10−4, ∆15×5 = 7.1 · 10−4.

4.3. Краевая задача для трёх существенно нелинейных ИДАУ (BOUNDS3)

uxx + uyy + uzz + u+

x∫
0

y∫
0

z∫
0

u(p, s, t)vy(p, s, t)dpdsdt+

π/2∫
0

π/2∫
0

π/2∫
0

u(p, s, t)dpdsdp−

− cos(x+ z) − cos(y + z) + cos(x+ y + z) − cosx− cos y − cos z − cos(x+ y) − 1 = 0,

vx + vy + v +

π/2∫
0

π/2∫
0

π/2∫
0

u(p, s, t)dpdsdt− x− y + z − 4 = 0,

w + v3x +

x∫
0

y∫
0

z∫
0

[u(p, s, t) − uxy(p, s, t)]dpdsdt− sinx cos y cos z − 1 = 0.

Границы области интегрирования 0 ≤ x, y, z ≤ π/2.
Краевые условия

u(0, y, z) +

π/2∫
0

π/2∫
0

ux(π/2, s, t)dsdt− sin(y + z) + 2 = 0,

u(π/2, y, z) − cos(y + z) = 0,

v(0, y, z) − y + z = 0,
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u(x, 0, z) − sin(x+ z) = 0,

u(x, π/2, z) − cos(x+ z) = 0,

v(x, 0, z) − x+ z = 0,

u(x, y, 0) − sin(x+ y) = 0,

u(x, y, π/2) +

π/2∫
0

π/2∫
0

ux(p, s, 0)dpds− cos(x+ y) = 0.

Точное решение u(x, y, z) = sin(x+y+z), v(x, y, z) = x+y−z, w(x, y, z) = sinx cos y×
cos z.

Начальное приближение u0(x, y, z) = 0, v0(x, y, z) = 0, w0(x, y, z) = 0.
В результате решения на сетках 5×5×5, 7×7×7 и 9×9×9 получены соответственно

следующие значения максимального отклонения приближённого решения от точного ∆:

3.1 · 10−2, 4.7 · 10−4, 10−6.

4.4. Краевая задача для двух существенно нелинейных ИДАУ (BOUNDS3)

uxx + uyy + uzz + u+ sin(uyy) + v + 2 sin(x+ y − z) − sin(sin(z − x− y)) − x+ y − z = 0,

v3+v−exp(ux)+sin

 x∫
0

y∫
0

z∫
0

u(t, s, r)dtdsdr

+exp(cos(x+y−z))−sin(xyz(x−y+z)/2)−

−(x− y + z)3 − x+ y + z = 0.

Границы области интегрирования 0 ≤ x, y, z ≤ π/2.
Краевые условия

u(0, y, z) +

y∫
0

z∫
0

u(0, s, t)dsdt+ sin y − sin z − 2 sin(y − z) = 0,

u(π/2, y, z) − cos(y − z) = 0,

u(x, 0, z) − sin(x− z) = 0,

u(x, π/2, z) − cos(x− z) = 0,

u(x, y, 0) + cos

 π/2∫
0

π/2∫
0

u(s, t, 0)dsdt

− sin(x+ y) − 1 = 0,

u(x, y, π/2) +

x∫
0

y∫
0

u(s, t, π/2)dsdt+ cosx+ cos y − 1 = 0.

Точное решение u(x, y, z) = sin(x+ y − z), v(x, y, z) = x− y + z.
Начальное приближение u0(x, y, z) = v0(x, y, z) = 0.
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В результате решения максимальное отклонение приближённого решения от точно-
го ∆ получено для второй функции v. Для разных сеток значения этого отклонения
были равны:

∆(7×7×7) = 1.7 ·10−4, ∆(11×11×11) = 1.0 ·10−8, ∆(7×7×11) = 2.0 ·10−4, ∆(11×7×7) = 5.6 ·10−5.

В заключение заметим, что, по мнению авторов, в математической литературе не
содержится сведений о методах численного решения многомерных систем существенно
нелинейных интегро-дифференциально-алгебраических уравнений.
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Method and program package for solution of systems of essentially nonlinear
integro-differential-algebraic equations (two- and three-dimensional boundary
value problems)
Bandurin Nikolay G.1, Kalashnikov Sergey Yu.1

Goal: the development of method, algorithm and software package for numerical solution
of the well-posed (in the sense of Hadamard) two- and three-dimensional problems for the
systems of highly nonlinear (i. e., in general, not solved with respect to higher derivatives)
integro-differential algebraic equations.
Method: contrary to the known methods, based on the procedure of interpolation of the
unknown function by algebraic polynomials, an absolutely original approach is applied,
which is based on the procedure of interpolation of the derivative of the unknown func-
tion. As a result, the necessity is eliminated to use the grid nodes, which do not belong
to the domain, where the integration is performed. Consequently, the process of solving
highly nonlinear integro-differential algebraic equations can be maximally formalized: it is
sufficient to enter the equations in the usual mathematical form and necessary numerical
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parameters into the computer memory. When solving the partial differential equations, the
described procedure is used in the first direction first and then the interpolation procedure
in the second direction is performed using the obtained results, etc.
The results of the solution of test problems for highly nonlinear integro-differential alge-
braic equations, which are obtained using the software in automatic mode, i. e. using the
minimum of initial data without additional programming, confirm the high accuracy of the
suggested approach.
Conclusion: the first time in the history of computational mathematics the method is
suggested and the first test programs are developed for the automatic solution of the well-
posed (in the sense of Hadamard) systems of highly nonlinear integro-differential algebraic
equations. Contrary to the all known software packages, the developed software computes
and outtypes the node values not only of functions, but also their derivatives and, among
them, probably, mixed ones.
Keywords: highly nonlinear integro-differential algebraic equations, numerical methods,
computer programs.
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