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Предложен высокоэффективный полуаналитический метод решения задачи об
определении волновой функции ансамбля ридберговских атомов, позволяющий по-
лучать достаточно точное решение (в том числе вычислять фазу колебаний) на
временах, на много порядков превышающих наименьший период задачи. Законы
сохранения частиц и фазового объёма выполняются в расчётах с точностью до
ошибок округления.
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The problem for determination of wave function for an ensemble of Rydberg atoms
requires solution of a set of ordinaries differential equations. The number of equations
increases exponentially with the number of atoms. The solution of this problem is of
oscillatory type character. Calculation of the oscillation’s phase and normalization of
the wave function with a high degree of accuracy is very difficult for times which are
much greater than the oscillations period. In the article, we suggest a very effective
semi-analytic splitting method for finding of the wave function for the ensemble of
Rydberg atoms. It is based on analytical (exact) solution of the problem for two states
(two connected oscillators). The method gives very high accuracy for determination of
the wave function (including the phases of the function) and exactly conserves particles
number. It takes several hours for PC to calculate the ensemble of ten atoms with
3 levels. Earlier ensemble of only 7 atoms was calculated using Adam’s type methods.
The suggested semi-analytical method can be implemented to other similar problems.
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Введение

Численное моделирование ансамбля взаимодействующих атомов в режиме дипольной
блокады [1] представляет значительный интерес для целого ряда приложений в кван-
товой оптике и квантовой информатике. Вследствие экспоненциального роста числа
уравнений с увеличением числа взаимодействующих атомов такое моделирование стал-
кивается со значительными вычислительными трудностями и требует больших вычис-
лительных ресурсов. Кроме того, к существенным усложнениям приводит и более пол-
ный учёт структуры атомных уровней, важный для ряда задач.

Многочастичная волновая функция ансамбля атомов в условиях дипольной блока-
ды впервые была рассмотрена в работе [2] при численном моделировании вероятности
одновременного возбуждения двух ридберговских атомов в ансамбле в зависимости от
расстояния между ними. Моделирование проводилось для 14 двухуровневых атомов.
В [3] рассматривались коллективные осцилляции населённостей в ансамбле взаимодей-
ствующих атомов, содержащем 100 двухуровневых атомов. Для решения этой задачи
использовался целый ряд приближений. Так, ансамбль был разбит случайным образом
на 24 ансамбля меньшего размера, а в отношении последних сделано предположение о
наличии режима полной блокады, в котором взаимодействие с лазерным излучением
описывается аналитически. Кроме того, было применено ограничение на число воз-
можных возбуждений в совокупности ансамблей. Тем не менее размерность системы
составляла более миллиона уравнений.

В работе [4] рассматривались адиабатические процессы при возбуждении ансам-
бля ультрахолодных атомов. Показано, что при возбуждении чирпованным импульсом
вероятность возбуждения одного ридберговского атома не зависит от числа атомов в
ансамбле. Численное моделирование с учётом резонансного диполь-дипольного взаимо-
действия было ограничено семью четырёхуровневыми атомами.

Основная трудность при решении задачи о возбуждении ансамбля ультрахолодных
атомов состоит в интегрировании системы большого числа уравнений на интервале
времени, намного превышающем характерный период колебаний. При этом необходи-
мо с высокой точностью передать фазу колебаний и обеспечить сохранение нормировки
волновой функции (в других задачах — сохранение энергии). К данному классу относят-
ся также задачи о движении планет [5–8] и движении вихревых нитей [9, 10]. Методы
типа метода Рунге—Кутты, Адамса и т. п., дающие хороший результат на временах
порядка нескольких периодов, для таких задач оказываются неэффективными. В этом
случае применяются методы, сохраняющие фазовый объём (в том числе симплекти-
ческие).

Предлагаемый в данной работе сохраняющий фазовый объём метод был использован
для численного моделирования вынужденного рамановского адиабатического возбуж-
дения в ансамбле, состоящем из 10 трёхуровневых атомов [11]. Для ансамблей из семи
атомов было получено согласие с численным расчётом, проведённым с использованием
системы Wolfram Mathematica 7. Кроме того, для взаимодействия с непрерывным ла-
зерным излучением в режиме полной дипольной блокады авторы наблюдали возникно-
вение осцилляций населённостей с частотой, пропорциональной числу взаимодействую-
щих атомов, что согласуется с аналитическим решением [11]. При этом представленный
метод оказался в десятки раз быстрее применяемых ранее (варианты методов Рунге—
Кутты и Адамса). В частности, решение приведённой в настоящей работе задачи об
ансамбле из 10 атомов требует нескольких часов работы на персональном компьютере.
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1. Математическая постановка задачи

Ансамбль из Nat0 атомов, каждый из которых содержит Nlv0 (в данной работе Nlv0 =3)
энергетических уровней, описывается волновой функцией, имеющей k0 = (Nlv0)

Nat0 ком-
понент ck, представляемых уравнением [11]

i
∂ck
∂t

=
(
N

(2)
k V0 −N (1)

k δ0sgn(t− t∗)
)
ck +

∑
m=1,M0(k)

Vm(k, t)e−iϕm(k)c(nm(k)). (1)

Здесь член с N (1)
k описывает взаимодействие с внешним постоянным полем, которое

меняет знак в момент времени t∗, число N
(1)
k равно числу атомов в состоянии k, на-

ходящихся на втором уровне (на первом возбуждённом энергетическом уровне), δ0 —
отстройка частоты лазерного излучения от резонанса с атомными уровнями.

Число N (2)
k = 1, если в состоянии k имеются два и более атомов, находящихся на

третьем (высшем) энергетическом уровне. В противном случае N (2)
k = 0. Этот член

отвечает за коллективные взаимодействия высоковозбуждённых атомов. Представляет
интерес случай, когда состояния с двумя и более атомами, находящимися на третьем
уровне, могут быть исключены из рассмотрения (полная ридберговская блокада [11]).
Численный код предусматривает оба варианта. В настоящей работе все примеры рас-
чётов используют последний вариант, соответственно член с N (2)

k в (1) можно опустить.
Член с Vm(k, t) отвечает за переходы из состояния k в состояние nm(k). Здесь рас-

сматриваются четыре возможных перехода системы на соседние по уровням энергии
состояния. Первый — (только) один из атомов переходит с уровня 1 (основной) на
уровень 2; второй — переход, обратный первому; третий — (только) один из атомов
переходит с уровня 2 на уровень 3; четвёртый — переход, обратный третьему. В случае
переходов 1 и 2 (рис. 1) имеем

Vm(nm(k))) = ΩC

(
e−(t−tC1)

2/δ2 + e−(t−tC2)
2/δ2
)
, (2)

в случае переходов 3, 4 —

Vm(nm(k))) = ΩS

(
e−(t−tS1)

2/δ2 + e−(t−tS2)/δ
)
. (3)

Рис. 1. Зависимость коэффициентов Vm(nm(k))), соответствующих (2) и (3), от времени
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В представляемых ниже расчётах фазы ϕm(k) = 0.
В начальный момент времени все атомы находятся на основном уровне (состояние

k = 1), т. е. ck=1(t = 0) = 1, ck 6=1(t = 0) = 0. При таких начальных условиях ком-
поненты волновых функций ck, соответствующие состояниям, в которых количества
находящихся на определённых уровнях атомов совпадают (независимо от того, какие
именно атомы занимают эти уровни), имеют одинаковую зависимость от времени. Это
обстоятельство предоставляет возможность для сокращения вычислительных ресур-
сов. Однако в перспективе планируется решение задач, в которых разные атомы будут
иметь дополнительные отличия. Поэтому такая возможность не используется. Упомя-
нутое совпадение компонент волновой функции использовалось в настоящей работе для
проверки точности расчётов, так как предлагаемый метод не является полностью сим-
метричным относительно пар переходов.

2. Параметризация

Поскольку число уравнений k0 = 3Nat0 велико, то возникает вопрос о задании коэффи-
циентов поставленной выше задачи. Для этой цели в коде вводится массив nlv(m, k).
Элемент массива равен уровню, на котором находится m-й атом в k-м состоянии. Со-
стояние будем нумеровать следующим образом:

k = 1 +

Nat0∑
m=1

(nlv(m, k)− 1)(Nlv0)
m−1.

Такая нумерация позволяет определить nlv(m, k) по k. По существу слагаемое nlv(m, k)
является представлением целого числа k в Nlv0-м исчислении и может быть определено
с помощью соответствующей процедуры.

Чтобы при реализации случая, когда состояния с двумя и более атомами, находящи-
мися на третьем уровне, исключаются из рассмотрения, код подвергался минимальным
изменениям, удобно ввести целый массивM33(k):M33(k) = 0, если состояние k содержит
два и более атомов на третьем уровне, M33(k) = 1 — в противном случае.

Удобно ввести массив, описывающий переходы Ntr(itr, j). Здесь itr — номер перехода
(itr = 1, 2, 3, 4 для переходов с первого уровня на второй, со второго на первый, со
второго на третий, с третьего на второй соответственно), Ntr(itr, j = 1) — номер уровня,
с которого атом уходит, Ntr(itr, j = 2) — номер уровня, на который атом приходит.
Например, Ntr(1, 1) = 1, Ntr(1, 2) = 2. Поскольку число возможных переходов невелико,
заполнить этот массив “вручную” несложно.

Массив Ntr(itr, L) позволяет легко заполнить массивы nm(k). Число nm(k) равно
номеру состояния, с которым связано состояние k (m — номер ненулевого недиаго-
нального элемента гамильтониана), M0(k) — полное число таких связей (число всех
переходов из состояния k: m = 1, ...,M0(k)). Пользуясь Ntr(itr, L), можно заполнить
массив Nt(m, k), служащий для удобства программирования временных зависимостей
(2), (3) при вычислении коэффициентов Vm(k) в (1): Nt(m, k) = 1 или 2 в случае (2)
или (3) соответственно.

Уравнения (1) устроены так, что если недиагональный коэффициент (k, k′) не равен
нулю, то элемент (k′, k) также не равен нулю. Поэтому по данному признаку удобно
разбить все компоненты по парам и ввести массивы kpar(Np), mpar(Np). Здесь Np —
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номер пары (k, k′), kpar — номер компоненты волновой функции (меньший из k, k′),
mpar — номер ненулевого элемента в строке k: nm=mpar(k)(k) = k′.

Параметризация остальных величин не представляет труда.

3. Метод решения

Для решения (1) перейдем к новым переменным

ak = cke
i

(
N

(2)
k V0t−N(1)

k δ0
t∫
0

sgn(t−t∗)dt
)
,

в которых гамильтониан H (оператор в правой части (1)) не содержит диагональных
элементов

i
∂ak
∂t

=
∑

m=1,M0(k)

Vm(k, t)a(nm(k)) exp(−iϕm(k)− i∆m(k)),

∆m(k) = (N
(2)
nm(k) −N

(2)
k )V0t− (N

(1)
nm(k) −N

(1)
k )δ0

t∫
0

sgn(t− t∗)dt. (4)

Система является эрмитовой: для любого nm(k) существует m∗ такое, что

nm∗(nm∗(k)) = k, Vm∗(nm∗(k)) = Vm(k),

ϕm∗(nm∗(k)) = −ϕm(k), ∆m∗(nm∗(k)) = −∆m(k).

Соответственно сохраняется ∑
k=1,k0

|ak|2 = 1. (5)

Для решения (4) введём сетку по времени tn = nτ , tn+1/2 = (n + 1/2)τ . Шаг по
времени τ будем подбирать таким образом, чтобы t∗ совпадало с одним из tn. На каж-
дом интервале (tn+1 : tn) функции (2), (3) будем полагать постоянными и равными их
значению в момент времени tn+1/2.

Система (4) описывает парные связи состояний k ↔ nm(k). В случае только одной
пары функций a1 и a2 на интервале (tn+1 : tn) необходимо решать систему типа

i
∂a1
∂t

= V e−iα−iβ(t−t
n)a2, (6)

i
∂a2
∂t

= V eiα+iβ(t−t
n)a1 (7)

с постоянными коэффициентами V , α, β и начальными данными a1 = an1 , a2 = an2 при
t = tn. Решение имеет вид

a1(t = tn+1) =
ν−e

−iν+τ + ν+e
iν−τ

ν+ + ν−
an1 +

V e−iα

ν+ + ν−

(
e−iν+τ − eiν−τ

)
an2 ,

a2(t = tn+1) =
ν+ν−
ν+ + ν−

e−iν−τ − eiν+τ

V e−iα
an1 +

ν+e
−iν−τ + ν−e

iν+τ

ν+ + ν−
an2 ,

ν± =
√
V 2 + β2/4± β/2.
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Предлагаемый метод заключается в последовательном аналитическом решении урав-
нений (6), (7) для каждой пары без учёта действия других пар. При этом для первой
пары в качестве начальных условий используются значения функций в момент време-
ни tn, а для последующих — значения функций, рассчитанные на предыдущих этапах.
Значения ak, полученные после перебора всех пар, считаются величинами ak(tn+1).

Описанный метод является несимметричным относительно порядка, в котором бе-
рутся пары. Это приводит к большой ошибке. Для уменьшения ошибки будем менять
порядок взятия пар на интервалах (tn+1 : tn) и (tn+1 : tn+2) на противоположный. Это
легко реализовать с помощью массивов kpar, mpar.

Представленный метод сохраняет фазовый объём. Действительно, на каждом этапе
(при вычислении изменений в каждой паре) имеем

∂an+1
1

∂an1

∂an+1
2

∂an2
− ∂an+1

1

∂an2

∂an+1
2

∂an1
= 1.

Очевидно, что на каждом этапе выполняется (5). При этом с точностью до ошибок
округления имеем сохранение фазового объёма и выполнение (5) для полного шага по
времени. Также очевидна обратимость во времени (с учётом соответствующей после-
довательности взятия пар).

Описываемый метод является методом расщепления. ОператорШредингераH пред-
ставляется здесь в виде суммы вообще говоря некоммутирующих операторов Шредин-
гера Hj для каждой из пар и точное решение

ak(t
n+2) = e

−i
tn+2∫
tn

H(t)dt

ak(t
n)

аппроксимируется выражением

e
−i

tn+2∫
tn+1

H1(tn+3/2)dt

... e
−i

tn+2∫
tn+1

Hjp (t
n+3/2)dt

e
−i

tn+1∫
tn

Hjp (t
n+1/2)dt

... e
−i

tn+1∫
tn

H1(tn+1/2)dt

ak(t
n).

Подобная схема широко используется в работах [6, 12] и имеет второй порядок аппрок-
симации.

4. Результаты расчётов

Изучим влияние шага сетки τ на точность предлагаемого метода на примере ансамбля
из 10 атомов при типичных для подобных задач параметрах [11], а именно: δ0 = 400π,
t∗ = 9, δ =

√
2, ΩC = 30π, tC1 = t∗ − 3.5, tC2 = 2t∗ − tC1, ΩS = 40π, tS1 = t∗ − 5.5,

tS2 = 2t∗−tS1,Nat0 = 10,Nlv0 = 3. Здесь величины времени измеряются в мкс, частоты —
в мкс−1.

Будем рассматривать влияние шага сетки τ на зависимость от времени амплиту-
ды a и фазы ϕ компоненты волновой функции, соответствующей основному состоянию
ak=1 = aeiϕ, и действительной части компоненты волновой функции, соответствующей
первому возбуждённому состоянию Re(ae). Основное состояние, в котором все атомы
находятся на нижнем (первом в нашей нумерации) уровне, с точки зрения физиче-
ских приложений представляет главный интерес. Первое возбуждённое состояние, в
котором один из атомов находится на втором уровне, а все остальные занимают ниж-
ний уровень, интересно в связи с тем, что соответствующая ему компонента волновой
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функции колеблется с наименьшим для этой задачи периодом Tmin = 2π/δ0 = 0.005
мкс. При используемых начальных условиях все Nat0 компонент волновой функции
ak, соответствующие первому возбуждённому состоянию, одинаковы. При численном
решении между этими ak возникают различия, но они более чем на порядок меньше
погрешности, связанной с конечным τ .

На рис. 2 представлена зависимость амплитуды a компоненты волновой функции от
времени при разных τ . На графике, соответствующем всему интервалу времени, на ко-
тором ищется решение, влияние τ становится трудноразличимым уже при τ < 0.001 =
Tmin/5. Поэтому рядом приведены более подробные графики на меньшем временном
интервале. При τ ≤ 0.0002 = Tmin/25 различий в поведении амплитуды основного состо-
яния нет даже в деталях. Минимальный шаг сетки τ , с которым проводились расчёты,
составляет 10−5.

Аналогична ситуация с фазой основного состояния ϕ (рис. 3), которая неплохо
передается уже при τ = 0.0004. Исключение составляет диапазон времен примерно
(7.5 : 10.5), в котором амплитуда основного состояния близка к 0 и соответственно
фаза состояния не имеет физического смысла.

На рис. 4 показана зависимость Re(ae) от времени. Точность вычисления этой функ-
ции хотя и ниже, чем величин a и ϕ, период колебаний которых намного больше, но
достаточно высока уже при τ ≤ 0.0004 = Tmin/12.5. При этом даже при шаге сетки
τ = 0.001 мкс, соответствующем трём точкам на период, имеется количественное со-
ответствие с точным решением. Очевидно, что несимплектические методы обеспечить
такую точность при указанных шагах не в состоянии. Интересным является то об-
стоятельство, что в данном методе не происходит накопления фазы на больших време-
нах. Продемонстрируем это на следующем примере. Пронумеруем максимумы функции
Re(ae) в порядке увеличения t. Обозначим через tmax(Nm, τ) момент времени, в который
достигается Nm-й максимум сеточной функции Re(ae(tn, τ)), полученной при исполь-
зовании шага τ . Отличие tmax(Nm, τ) от точного значения этой функции (в качестве

а б

Рис. 2. Зависимость амплитуды a компоненты волновой функции, соответствующей основному
состоянию, от времени: а — на всем временном интервале, б — на малом временном интервале
(сплошная линия — τ < 0.0002 мкс, штрихпунктирная — τ = 0.0004 мкс, штриховая — τ =
0.001 мкс)
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которого можно взять значение, полученное при τ = 10−5) на всем интервале решения
задачи характеризует накопление фазы, связанное с погрешностью метода. В качестве
tmax сеточной функции возьмём tn, если Re(ae(tn−1, τ)) ≤ Re(ae(tn, τ)) < Re(ae(tn+1, τ)).
Такой подход определяет положение максимума с погрешностью, примерно равной τ .

На рис. 5, а изображена зависимость ∆tmax(τ) = |tmax(Nm, τ) − tmax(Nm, τ = 10−5)|
от Nm. Видно, что за исключением двух точек ∆tmax не превышает величины ∼ τ ,
причём величина ошибки не растёт. Упомянутые точки, в которых наблюдается резкий
рост ∆tmax, соответствуют моментам времени, когда модуль комплексной амплитуды ae
(а не только её действительная часть) обращается в нуль. В эти моменты понятие фа-

а б

Рис. 3. Зависимость фазы ϕ компоненты волновой функции, соответствующей основному
состоянию: а — на всем промежутке времени (сплошная линия — τ ≤ 0.0001, штриховая
τ = 0.0003), б — на малом промежутке времени (сплошная линия – τ < 0.0002 мкс, штрих-
пунктирная — τ = 0.0004 мкс, штриховая — τ = 0.001 мкс)

а б

Рис. 4. Зависимость Re(ae) от времени: а — за всё время расчёта, б — на малом промежутке
времени (сплошная линия τ ≤ 0.0002, квадраты — τ = 0.0004, ромбы — τ = 0.001 мкс)
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а б

Рис. 5. Зависимость ∆tmax(τ) от Nm при τ = 0.001 (внизу) и τ = 0.0004 (вверху) (а) и зависи-
мость Re(ae) от t при τ = 10−5 (сплошная линия) и τ = 0.0004 (штриховая линия) в окрестно-
сти первой точки роста ∆tmax(τ) (б)

зы теряет физический смысл. На рис. 5, б представлена зависимость Re(ae(t)) при раз-
ных τ в окрестности первой точки роста. Виден сбой фазы Re(ae(t)) в непосредственной
окрестности особой точки, но перед этой окрестностью и после неё наблюдается хоро-
шее совпадение фаз.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что предложенная схема позволяет по-
лучать достаточно точное решение (в том числе фазы колебаний) при τ < Tmin/10 на
временах, на много порядков превышающих наименьший период задачи. Закон сохра-
нения (5) выполняется в расчётах с точностью до ошибок округления (< 10−10).
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