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om�àññìàòèâàþòñÿ ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ïðîáëåì ïåðåíîñà ÷àñòèö è âîïðîñûóìåíüøåíèÿ èõ òðóäîåìêîñòè ïîñðåäñòâîì âûáîðà îöåíîê. Ïðåäëàãàþòñÿ îöåíêèèç �íóëåâîãî� êëàññà, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ϕ̄, áëèçêèå â ñîîòâåò-ñòâóþùèõ îáëàñòÿõ ê ïðèáëèæåíèÿì èìèòàöèîííûõ îöåíîê �ïî ñîóäàðåíèþ�, �ïîäëèíàì ïðîáåãîâ� è �ïî ïåðåñå÷åíèÿì�, à òàêæå îöåíêè ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêèõîæèäàíèé. Äèñïåðñèè ýòèõ íåèìèòàöèîííûõ îöåíîê è îöåíîê ñïîñîáà ìàòåìàòè÷å-ñêèõ îæèäàíèé áëèçêè, â òî æå âðåìÿ ïåðâûå îáëàäàþò ìåíüøåé òðóäîåìêîñòüþ,ïîñêîëüêó èõ ðåàëèçàöèÿ òðåáóåò ìåíüøåãî ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Òåî-ðåòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ ïîäòâåðæäàþòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðè-ìåíòàìè, â òîì ÷èñëå ïî èçó÷åíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ÷àñòèö. Îñ-íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòÿì â �îðìå ïëîñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êî-ëåö è îáúåìàì â �îðìå öèëèíäðà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî, èìèòà-öèîííûå è íåèìèòàöèîííûå îöåíêè, ñïîñîá ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (expe
tedvalue estimator), ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, óìåíüøåíèå òðó-äîåìêîñòè.ÂâåäåíèåÌåòîäû Ìîíòå-Êàðëî àêòèâíî èñïîëüçóþò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ÷à-ñòèö ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷ [1 � 4℄. Âû÷èñëÿþòñÿ è àíàëè-çèðóþòñÿ êàê ïîêàçàíèÿ ïðèáîðîâ, òàê è ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö: ïðîñòðàí-ñòâåííûå, âðåìåííûå, ýíåðãåòè÷åñêèå è äð. Îäèí èç ðàííèõ ïðèìåðîâ èçó÷åíèÿ ðàñ-ïðåäåëåíèé � ðàáîòà [5℄, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü ïðîñòðàíñòâåííî-ýíåðãåòè÷åñêèåðàñïðåäåëåíèÿ îò ìîíîíàïðàâëåííîãî ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ãàììà-êâàíòîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ èññëåäóåìûõ çäåñü ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ÷àñòèö ÿâ-ëÿåòñÿ ìàðêîâñêèé ñêà÷êîîáðàçíûé ïðîöåññ, è �àçîâàÿ ïëîòíîñòü â ýòîì ïðîöåññå ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êàê óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ ïåðåíîñà. Ïàðà, ñîñòàâëåííàÿ èç ïðî-öåññà è îöåíêè (�óíêöèîíàëà îò òðàåêòîðèè ïðîöåññà), îáðàçóåò ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ïðåäñòàâëåííûõ ìåòîäàõ ñîîòâåòñòâóþùèé ìàðêîâñêèé ïðîöåñññ÷èòàåòñÿ çàäàííûì è �èêñèðîâàííûì è ðå÷ü èäåò î âûáîðå è ïîñòðîåíèè îöåíîê. Öåëüðàáîòû � èññëåäîâàíèå ðàçëè÷íûõ îöåíîê äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ðàçìåð îáëàñòè, îòâå-÷àþùåé íîñèòåëþ âåñîâîé �óíêöèè â ëèíåéíîì �óíêöèîíàëå, äîñòàòî÷íî ìàë. Â ñâÿçèñ òàêèìè çàäà÷àìè ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ìàëûõ âåðîÿòíîñòåé, èìåÿ100



Íåèìèòàöèîííûå îöåíêè è óëó÷øåíèå ñïîñîáîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé... 101â âèäó òî, ÷òî ÷àñòèöû ëèáî ðåäêî ïåðåñåêàþò äàííóþ îáëàñòü, ëèáî ðåäêî â íåé ñî-óäàðÿþòñÿ. Ïóñòü p � ìàëàÿ âåðîÿòíîñòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �âêëàäîâ� òðàåêòîðèéîïèñûâàåòñÿ ñõåìîé Áåðíóëëè. Òîãäà äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñòàíäàðòíîé äèñïåðñèè íà îä-íó òðàåêòîðèþ èìååì âûðàæåíèå
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,÷òî ïîêàçûâàåò íåîãðàíè÷åííîñòü îòíîñèòåëüíîé äèñïåðñèè ïðè p → 0. Åùå â 1950�1960 ãã. áûë ïðåäëîæåí è óñîâåðøåíñòâîâàí ñïîñîá ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé �ìàëûõâåðîÿòíîñòåé�, ââåäåíà è óñîâåðøåíñòâîâàíà íåèìèòàöèîííàÿ îöåíêà � �expe
ted valueestimator�, èëè îöåíêà ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé (ÑÌÎ) [1, 3, 6, 7℄. Â ìåòîäå ñýòîé îöåíêîé îòíîñèòåëüíóþ äèñïåðñèþ óäàâàëîñü îãðàíè÷èâàòü. Èíîãäà ñ÷èòàþò, ÷òîâ äàííóþ îöåíêó ââåäåíà èòåðàöèÿ âåñîâîé �óíêöèè. Èíòåðåñ ê ðàçâèòèþ è óëó÷øåíèþÑÌÎ ñîõðàíÿåòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄).Õîðîøî èçâåñòíàÿ �ëîêàëüíàÿ îöåíêà� äëÿ âû÷èñëåíèÿ �ïîòîêà â òî÷êå� ðîäñòâåííàîöåíêå ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, è ìíîãî óñèëèé áûëî çàòðà÷åíî íà óñîâåð-øåíñòâîâàíèå ýòîé îöåíêè è óëó÷øåíèå åå ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè. Íåïëîõèå ðåçóëüòàòûáûëè, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû, èñïîëüçóÿ íåèìèòàöèîííûå îöåíêè �íóëåâîãî êëàññà� èàïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ î ðåøåíèè ñîïðÿæåííîé çàäà÷è [10 � 12℄. Àíàëîãè äàííîãî ïîä-õîäà, â êîòîðîì (ñîïðÿæåííàÿ) �óíêöèÿ öåííîñòè ϕ̄ ïðèáëèæàëàñü âåñîâîé �óíêöèåé,áûëè ïðèìåíåíû è äëÿ óëó÷øåíèÿ ÑÌÎ [10, 13℄. Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òîóæå â ïåðâûõ ðàáîòàõ îá îöåíêàõ ÑÌÎ ïîÿâèëîñü ñëîâîñî÷åòàíèå �äëèííûå ðÿäû ýêñ-ïîíåíò�, îòðàæàþùåå îïðåäåëåííóþ òÿæåëîâåñíîñòü èõ êîíñòðóêöèè. ×àñòî âêëàäû îòîïðåäåëåííûõ îáëàñòåé ìàëû, îäíàêî èõ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü, ÷òîáû îñòàâàòüñÿ âðàìêàõ íåñìåùåííîñòè. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî çäåñü àâòîðàìè ïîäõîäà ñòðåìëåíèå êïðîñòîòå è ëåãêîñòè èìèòàöèîííûõ îöåíîê, ÷òî è ðåàëèçóåòñÿ â ïîñòðîåííûõ íåèìè-òàöèîííûõ îöåíêàõ. Êîíñòðóêöèÿ ïîñëåäíèõ ïîçâîëÿåò èì �ðàáîòàòü� êàê èìèòàöèîí-íûå â îáëàñòÿõ ñ �ìàëûì âêëàäîì� è êàê îöåíêè ÑÌÎ â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ. Äèñïåð-ñèè íåèìèòàöèîííûõ îöåíîê è îöåíîê ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé áëèçêè, â òîæå âðåìÿ ïåðâûå îáëàäàþò ìåíüøåé òðóäîåìêîñòüþ, ïîñêîëüêó èõ ðåàëèçàöèÿ òðåáó-åò ìåíüøåãî ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé. Â ñðàâíåíèè ñ [13℄ â íàñòîÿùåé ðàáîòåèññëåäóåòñÿ îáùèé íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé, ðàññìàòðèâàþòñÿ âû÷èñëåíèÿ êàê ñðåäíèõ�ïî ïîâåðõíîñòÿì�, òàê è ñðåäíèõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì îáëàñòÿì, è çäåñü, ÷òî ïðèí-öèïèàëüíî, ââîäÿòñÿ äðóãîãî òèïà ý��åêòèâíûå äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêèè íåêîòîðûå íîâûå ïðèáëèæåíèÿ ϕ̄ ê ðåøåíèÿì ñîïðÿæåííîé çàäà÷. Îäíèì èç îñíîâ-íûõ îáúåêòîâ âíèìàíèÿ àâòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèé ïîòîê ïî îáúåìó êîíå÷íîãî êðóãîâîãîöèëèíäðà. Ýòà �îðìà õàðàêòåðíà äëÿ äåòåêòîðîâ ÷àñòèö; âû÷èñëåíèå ïîêàçàíèé äåòåê-òîðîâ, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé äåòåêòîðîâ ìàëîãî îáúåìà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çàäà÷ó.Àêòóàëåí òàêæå âîïðîñ îá îïòèìèçàöèè ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé [7, 14℄.Â ïðèíöèïèàëüíîì ïëàíå óìåíèå âû÷èñëÿòü �ïîòîê â òî÷êå� ðåøàåò âîïðîñ î ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ. Îäíàêî îöåíêè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé äëÿ �ïîòîêà âòî÷êå� ÿâëÿþòñÿ �ñëîæíûìè�, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü íà êàæ-äîì çâåíå òðàåêòîðèè èòåðàöèè �óíêöèè ϕ̄. Çà÷àñòóþ ïîòî÷å÷íàÿ äåòàëèçàöèÿ íå íóæ-íà; èíîãäà äîñòàòî÷íî âû÷èñëÿòü ñðåäíèå ïîòîêè ïî äîñòàòî÷íî ìàëûì îáúåìàì è ïî-âåðõíîñòÿì, ñîäåðæàùèì çàäàííûå òî÷êè. Ê ÷èñëó ïîñëåäíèõ ìîæíî îòíåñòè çàäà÷è îïðîñòðàíñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ â öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííûõêîí�èãóðàöèÿõ. Â íèõ ìîæíî áûëî áû âû÷èñëÿòü ñðåäíèå ïîòîêè ïî ñîâîêóïíîñòè ðàç-



102 À.È. Õèñàìóòäèíîâ, Á.Â. Áàíçàðîâëè÷íûõ îêðóæíîñòåé, öåíòðû êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû íà îñè ñèììåòðèè. Îäíàêî çäåñüìû âíîâü ñòàëêèâàåìñÿ ñî �ñëîæíûìè� îöåíêàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåò-ñÿ âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ ïî ïëîñêèì è öèëèíäðè÷åñêèì êîëüöàì, ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òîîíè ïðèáëèæàþò ñðåäíåå ïî öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè äàííûõ êîëåö. Êàê ïðàâèëî, ïðèàíàëèçå ðàñïðåäåëåíèé âû÷èñëÿþò ìíîãî ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ îò �àçîâîé ïëîòíî-ñòè ÷àñòèö ïî îäíîìó íàáîðó òðàåêòîðèé. Îáùàÿ òðóäîåìêîñòü äîëæíà çàâèñåòü êàê îòêîëè÷åñòâà �óíêöèîíàëîâ è òèïîâ èñïîëüçóåìûõ îöåíîê, òàê è îò íàëè÷èÿ ïîëîæèòåëü-íîé êîððåëÿöèè ïðè âû÷èñëåíèè áëèçêèõ �óíêöèîíàëîâ. Ïðè èçëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ýòèì àñïåêòàì òàêæå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå.1. Òåðìèíîëîãèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿÑðàçó îòìåòèì, ÷òî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè çàïèñè èíòåãðàëîâ íå óêàçûâàþòñÿ ïðåäå-ëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿè ïðåäïîëîæåíèÿ:
X � �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîîðäèíàò r, íàïðàâëåíèé Ω è ýíåðãèé E; X ≡ R

3⊗S1⊗
[0,∞);

x ≡ (r,Ω, E), x ∈ X , S1 = {Ω : Ω ∈ R
3, |Ω| = 1};

v = v(E) � àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö, t � âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ, t ∈ [0,∞);
ā � ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå;
{Xt}

∞
t=0 � ìàðêîâñêèé ñêà÷êîîáðàçíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ ñîñòîÿíèÿìè â X ∪{ā},îïèñûâàþùèé ðàñïðîñòðàíåíèå ÷àñòèö; ïðîöåññ ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíûì ñïðàâà;

P0 � öåïü Ìàðêîâà ñ ñîñòîÿíèÿìè â [0,∞)⊗ (X ∪ {ā}), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåññó
{Xt}

∞
t=0;

ω � òðàåêòîðèÿ öåïè P0, ω = {(t0, x0), (t1, x1), ..., (tj, xj), ..., (tn, xn) ≡ ā}, ãäå n � íî-ìåð ñîñòîÿíèÿ îáðûâà öåïè, xj ≡ xtj , xj−0 ≡ xtj−0; ñîñòîÿíèå (tn, xn−0) íåïîñðåäñòâåííîïðåäøåñòâóåò îáðûâó öåïè;
q(t, x) � ïëîòíîñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé öåïè P0, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå

[0,∞)⊗X ;
Σ(x)� ïîëíîå ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå âçàèìîäåéñòâèé ÷àñòèö (ñî ñðåäîé), ΣS(x)�ìàêðîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèé; ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ âñåõ x âåðíî ñîîòíîøåíèå ΣS(x) <

Σ(x) < CΣ < ∞;
C(Ω, E → Ω′, E ′|r′) � èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö;
m(t, x) � �àçîâàÿ ïëîòíîñòü ÷àñòèö, Φ = vm, ϕ = ΣΦ � ïëîòíîñòè ïîòîêà è âçàèìî-äåéñòâèé; âñå ýòè �óíêöèè ñ÷èòàþòñÿ îáîáùåííûìè ïëîòíîñòÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìèñîîòâåòñòâóþùèì èíòåãðàëüíûì �îðìàì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà;
IV , IS � ëèíåéíûå �óíêöèîíàëû îò Φ, ïîäëåæàùèå âû÷èñëåíèþ ïî �îðìóëàì

IV =

∫
dt

∫
dr

∫
dΩ

∫
dEΦ(t, x)EV (t, x), (1)

IS =

∫
dt

∫
dS

∫
dΩ

∫
dEΦ(t, x)|(Ω, nS)|ES(t, x), (2)ãäå (V ), (S) � çàäàííûå îáëàñòü è ïîâåðõíîñòü â R

3, nS ≡ nS(r) � íîðìàëü ê ïîâåðõ-íîñòè (S), EV (t, x), ES(t, x) � çàäàííûå îãðàíè÷åííûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå �óíêöèè,ðàâíûå íóëþ âíå (V ) è (S) ñîîòâåòñòâåííî;
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T̂+ è Ĉ+ � õîðîøî èçâåñòíûå ëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, ÿäðà êîòîðûõåñòü

T (t′, r′ → t, r|Ω, E) ≡ v(E)Σ(r, E)e
−

|r−r′|∫

0

Σ(r′+Ωl,E)dl
δ(r − r′ − v(E)Ω(t− t′)),

C0(Ω
′, E ′ → Ω, E|r) ≡

Σs(r, E
′)

Σ(r, E ′)
C(Ω′, E ′ → Ω, E|r)ñîîòâåòñòâåííî;

K̂+ � êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðîâ T̂+ è Ĉ+: K̂+ = T̂+Ĉ+;
K̂ � îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé ê K̂+;
ϕ = K̂+ϕ+ f � èíòåãðàëüíàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ ϕ íà X , f = T̂+q;
ξ1(ω) � îöåíêà �ïî ñîóäàðåíèÿì� äëÿ âû÷èñëåíèÿ IV ,

ξ1(ω) =
n∑

j=1

h(tj, rj ,Ωj−1, Ej−1), ãäå h(t, x) =
EV (t, x)

Σ(x)
; (3)

ηS(ω) � îöåíêà �ïî ïåðåñå÷åíèÿì� äëÿ âû÷èñëåíèÿ IS,
ηS(ω) =

n∑

j=1

HS(tj−1, rj−1 → tj , rj|Ωj−1, Ej−1),

HS(tj−1, rj−1 → tj , rj|Ωj−1, Ej−1) =

ij∑

i=1

ES(ti, ri,Ωj−1, Ej−1), (4)ãäå ij � êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé òðàåêòîðèè ω ñ ïîâåðõíîñòüþ (S) â ïðåäåëàõ ïîëóèí-òåðâàëà [rj−1, rj), ti, ri � ìîìåíò âðåìåíè è òî÷êà i-ãî ïåðåñå÷åíèÿ, îöåíêè ξ1(ω) è ηS(ω)ïðèíÿòî íàçûâàòü èìèòàöèîííûìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ IV è IS ñîîòâåòñòâåííî;
ζ1,V , ζ1,S � îöåíêè ñïîñîáà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñ äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîéâûáîðêîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ IV è IS [7℄:

ζ1,V (ω, ω
ρ) = h(t1, x1−0) +

n∑

j=1

k̂h(tρj , x
ρ
j |tj, xj−0), (5)

ζ1,S(ω, ω
ρ) = HS(t0, r0 → t1, r1|Ω0, E0) +

n∑

j=1

k̂HS(t
ρ
j , x

ρ
j |tj , xj−0), (6)çäåñü k̂h, k̂HS � îöåíêè èòåðàöèé K̂h(t, x), K̂HS(t, x), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû âûðà-æåíèÿ

Mρ

|t,x(k̂h(t
ρ, xρ|t, x)) ≡

∫
k̂h(tρ, xρ|t, x)pρV (t

ρ, xρ|t, x)dtρdxρ = K̂h(t, x),

Mρ

|t,x(k̂HS(t
ρ, xρ|t, x)) ≡

∫
k̂HS(t

ρ, xρ|t, x)pρS(t
ρ, xρ|t, x)dtρdEρdΩρdS = K̂HS(t, x),ãäå (tρ, xρ) � ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âûáîðêè, ωρ = ((tρ1, x

ρ
1), ..., (t

ρ
n, x

ρ
n)).



104 À.È. Õèñàìóòäèíîâ, Á.Â. Áàíçàðîâ2. Íåèìèòàöèîííûå îöåíêè� 2.1. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî Z
(ρ)
2 èç �íóëåâîãî� êëàññà îöåíîê [10, 12, 13℄.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ IV îöåíêè ýòîãî ñåìåéñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êîíñòðóêöèåé

ζ2,V (ω, ω
ρ) =

n∑

j=1

[h(tj , xj−0) + k̂ϕ̄(tρj , x
ρ
j−0|tj, xj−0)− ϕ̄(tj+1, xj+1|tj, xj)], (7)ãäå ϕ̄ � çàäàííàÿ èçìåðèìàÿ èíòåãðèðóåìàÿ �óíêöèè, ïðè ýòîì ϕ̄(ā|t, x) ≡ 0. Îöåíêàñ÷èòàåòñÿ çàäàííîé, åñëè êðîìå �óíêöèè ϕ̄ òàêæå îïðåäåëåíà îöåíêà èòåðàöèè K̂ϕ̄, îáî-çíà÷åííàÿ êàê k̂ϕ̄(tρj , x

ρ
j−0|tj, xj−0), ãäå tρj , xρ

j−0 � ïåðåìåííûå äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîéâûáîðêè. Îïèñàííûå âûøå îöåíêè ξ1(ω) è ζ1,V (ω, ω
ρ) ñîäåðæàòñÿ â Zρ

2,V è ñîîòâåòñòâóþòîïðåäåëåííûì �óíêöèÿì ϕ̄.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ñåìåéñòâî Z
(ρ)
2,S äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëà IS:

ζ2,S(ω, ω
ρ) =

n∑

j=1

[HS(tj−1, rj−1 → tj , rj|Ωj−1, Ej−1)+

+k̂ϕ̄(tρj , x
ρ
j−0|tj , xj−0)− ϕ̄(tj+1, xj+1|tj, xj)], (8)ïðè ýòîì îöåíêè ηS(ω) è ζ1,S(ω, ω
ρ) ñîäåðæàòñÿ â Z

ρ
2,S.Îáà ñåìåéñòâà, Z(ρ)

2,V è Z
(ρ)
2,S , ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ, âêîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ îöåíêè ñ íóëåâîé äèñïåðñèåé [10, 12℄. Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ îêîíå÷íîñòè äèñïåðñèè äëÿ îöåíêè (7).Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü �óíêöèè h(·), ϕ̄(·|·) è k̂ϕ̄(·|·) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïî âñåìñâîèì ïåðåìåííûì. Ïóñòü òàêæå ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c < 1, ÷òî âåðî-ÿòíîñòü ñîáûòèÿ �íå ìåíåå j0 ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîóäàðåíèé� ìåíüøå 
 ï.í. Òîãäàäèñïåðñèÿ îöåíêè ζ2,V (ω, ω

ρ) êîíå÷íà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòî-ÿííàÿ Cζ , ÷òî äëÿ êàæäîãî çâåíà ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè ω ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|h(tj, xj−0) + k̂ϕ̄(tρj , x

ρ
j−0|tj, xj−0)− ϕ̄(tj+1, xj+1|tj , xj)| < Cζ ,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |ζ2,V (ω, ω

ρ)| < nCζ , ãäå n � ñëó÷àéíàÿ äëèíà òðàåêòîðèè. Õîðîøîèçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èìååò êî-íå÷íûé âòîðîé ìîìåíò. Äåéñòâèòåëüíî, M(nCζ)
2 =

∞∑

n=1

Pn(nCζ)
2, ãäå Pn � âåðîÿòíîñòüîáðûâà òðàåêòîðèè íà n-ì çâåíå. Ñîãëàñíî âòîðîìó óñëîâèþ, äëÿ âñåõ öåëûõ k ≥ 0è âñåõ íàòóðàëüíûõ n ∈ [kj0 + 1, (k + 1)j0] èìååì Pn ≤ ck. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

Mζ2C(ω) ≤ C2
ζ

∞∑

k=0

kj0+j0∑

n=kj0+1

ckn2 ≤ C2
ζ

∞∑

k=0

j30c
k(k + 1)2.�ÿä â ïðàâîé ïîëîâèíå íåðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ, ÷òî äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå. �Âûáîð ý��åêòèâíîé îöåíêè çàêëþ÷àåòñÿ, âî-ïåðâûõ, â íàõîæäåíèè �óíêöèè

ϕ̄(t, x|t′, x′), âî-âòîðûõ, â îïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âûáîð-êè. Êîíñòðóêöèè (7) è (8) ïîçâîëÿþò ñòðîèòü îöåíêè ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé è òðóäîåì-êîñòüþ ìåíüøåé, ÷åì ó ñòàíäàðòíûõ îöåíîê. Äàëåå â ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí âûáîð�óíêöèé ϕ̄(t, x|t′, x′); äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè àíàëèçèðóþòñÿ â � 2.2.



Íåèìèòàöèîííûå îöåíêè è óëó÷øåíèå ñïîñîáîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé... 105Íàçíà÷åíèå �óíêöèè ϕ̄(t, x|t′, x′) ïðîèçâîäèì ñîãëàñíî ñëåäóþùèì äâóì äîâîäàì.Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïðè ϕ̄(t, x|t′, x′) ≡ h(t, x) îöåíêà ïðèíèìàåò âèä îöåíêè ìà-òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ζ1,·(·). Â äàííîì ñëó÷àå èòåðàöèè K̂ϕ̄(t′, x′) èìåþò íåíóëåâûåçíà÷åíèÿ äëÿ âñåõ òî÷åê âçàèìîäåéñòâèÿ r′, è èõ íóæíî êàê-òî îöåíèâàòü. Ïðè ýòîì,åñëè r′ íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò îáúåìà (V ) èëè ïîâåðõíîñòè (S), òî çíà÷å-íèÿ èòåðàöèé ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè. Ïîñëåäíåå ïðèâåëî ê òîìó, ÷òîáû ïîëà-ãàòü �óíêöèþ ϕ̄(·|·) ðàâíîé íóëþ ïðè óñëîâèè, åñëè òî÷êà r′ íå íàõîäèòñÿ â çàäàííîéîáëàñòè D′, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì áëèçêîé ê (V ) èëè (S). Ïðè òàêîì íàçíà÷åíèè ϕ̄(·|·)íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññ÷èòûâàòü èòåðàöèè K̂ϕ̄(t′, x′) ïðè êàæäîì ñîóäàðåíèè.Âòîðîé äîâîä êàñàåòñÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îáëàñòü (V ) èëè ïîâåðõíîñòü (S) èìåþò áîëü-øóþ ïðîòÿæåííîñòü ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Òîãäà ðàññòîÿíèå |r−r′| ìîæåòî÷åíü ñèëüíî âàðüèðîâàòüñÿ è âîçðàñòàåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âêëàä â îöåíêó áóäåòìàëûì. Â äàííîé ðàáîòå âòîðîé äîâîä ðàññìîòðåí òîëüêî äëÿ ïîâåðõíîñòåé (S). Îí çà-êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî (S) áóäåò ðàçäåëåíà íà áëèæíþþ è äàëüíþþ ÷àñòè è ϕ̄(t, x|t′, x′)áóäåò ïîëàãàòüñÿ ðàâíîé íóëþ äëÿ âñåõ r, ïðèíàäëåæàùèõ äàëüíåé ÷àñòè. Ïðè òàêîìóñëîâèè äîïîëíèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ðàçûãðûâàåòñÿ òîëüêî ïî áëèæíåé ÷àñòèïîâåðõíîñòè.Ôîðìàëüíî âûøåóêàçàííûå äîâîäû ïðèíèìàþò ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ. ÏóñòüD′ �íåêîòîðàÿ îáëàñòü â R
3. Òîãäà äëÿ îöåíîê ζ ·2·,V (·) �óíêöèè ϕ̄(·|·) âûáèðàþòñÿ â âèäå

ϕ̄(t, x|t′, x′) =

{
h(t, x) ïðè r′ ∈ D′,

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. (9)Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî (S ′) � ÷àñòü ïîâåðõíîñòè (S), íå âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ òî÷êè,îòäàëåííûå îò r'. Òîãäà äëÿ îöåíîê ζ ·2·,S(·) �óíêöèè ϕ̄(·|·) èìåþò âèä
ϕ̄(t, x|t′, x′) =

{
HS(t

′, r′ → t, r|Ω′, E ′) ïðè r′ ∈ (D′), è r ∈ (S ′)
0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. (10)Äàëåå ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ êîíêðåòíûõ òèïîâ îáëàñòåé (S) è (V ). Äå-òàëüíî èçó÷èì ñëåäóþùèå âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé òèïû. Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòåé (S)ðàññìàòðèâàþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå è ïëîñêèå êîëüöà, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè

(SC) = {x, y, z|x2 + y2 = ρ20, z0 −H < z < z0 +H}è
(SP ) = {x, y, z|(ρ0 −H)2 < x2 + y2 < (ρ0 +H)2 z = z0}.Ïðè ýòîì öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü îêðóæíîñòü s0, çàäàííóþ â âèäå

s0 = {x, y, z|x2 + y2 = ρ20, z = z0}.Â êà÷åñòâå îáëàñòè (V ) ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íûé öèëèíäð:
(V ) = {x, y, z|x2 + y2 < ρ20, z0 −H < z < z0 +H}.� 2.2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì îïðåäåëèì ÿâíûé âèä �óíêöèé ϕ̄(t, x|t′, x′)â îöåíêàõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ISC

, ISP
è IV . Äëÿ IV ïîëàãàåì â (9)

D′ = {x, y, z|x2 + y2 < (ρ0 + L)2, z0 −H − L < z < z0 + h+ L}, 0 < L < ∞,
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�èñ. 1. Ïîñòðîåíèå ïîâåðõíîñòåé S′ (âûäåëåíû ñåðûì öâåòîì) äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ ðàñïîëîæå-íèÿ òî÷êè ñîóäàðåíèÿ íà ïðèìåðå ïëîñêîãî êîëüöà SPãäå ïàðàìåòð L äîëæåí áûòü çàäàí. Äëÿ ISC
è ISP

ïîëàãàåì
D′ = {x, y, z|(x2 + y2 + z2 + ρ20 − L2)2 − 4ρ20(x

2 + y2) > 0},èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòü D′ çàäàåòñÿ â âèäå òîðà, îêðóæíîñòü âðàùåíèÿ êîòîðîãîñîâïàäàåò ñ öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòüþ êîëåö, à ðàäèóñ îáðàçóþùåé îêðóæíîñòè áåðåòñÿðàâíûì ïàðàìåòðó L, êîòîðûé òàêæå äîëæåí áûòü çàäàí. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïàðàìåòð
L áîëüøå ðàäèóñà öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè ρ0, òî ýòî íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèÿìïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âûáîðêè.Ïîâåðõíîñòü S ′ äëÿ êîëåö SC è SP îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ðàññòî-ÿíèå îò òî÷êè ñîóäàðåíèÿ r′ äî îñè OZ áîëüøå ðàäèóñà öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè ρ0.Òîãäà äëÿ öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè è òî÷êè ñîóäàðåíèÿ ñòðîèòñÿ äâóãðàííûé óãîë,ðåáðî êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñîóäàðåíèÿ ïàðàëëåëüíî îñè öåíòðàëüíîé îêðóæ-íîñòè. �ðàíè óãëà êàñàþòñÿ öåíòðàëüíîé îêðóæíîñòè, óêàçûâàÿ íà íåé ïàðó òî÷åê,îïðåäåëÿþùèõ åùå îäèí äâóãðàííûé óãîë, ðåáðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñü öåíòðàëüíîéîêðóæíîñòè, à ãðàíè ïðîõîäÿò ÷åðåç ïîñòðîåííûå òî÷êè. Ýòîò óãîë äåëèò êîëüöà SCè SP íà äâå ÷àñòè �� äàëüíþþ è áëèæíþþ ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êå âçàèìîäåéñòâèÿ.Èìåííî áëèæíþþ ÷àñòü áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè S ′. Ïóñòü òåïåðüðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñîóäàðåíèÿ äî îñè OZ íå ïðåâûøàåò ρ0, è íåëüçÿ ïîñòðîèòü êàñà-òåëüíûé äâóãðàííûé óãîë. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäèì ÷åðåç òî÷êó ñîóäàðåíèÿ ïëîñêîñòü,ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñó-âåêòîðó ñ êîîðäèíàòàìè (x′, y′, 0), ãäå x′ è y′ � äåêàðòîâûêîîðäèíàòû òî÷êè ñîóäàðåíèÿ. Ïåðåñå÷åíèå äàííîé ïëîñêîñòè ñ öåíòðàëüíîé îêðóæíî-ñòüþ òàêæå ïîêàçûâàåò ïàðó òî÷åê, â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþùèõ äâóãðàííûé óãîë,äåëÿùèé êîëüöà íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ åñòü (S ′). Èòàê, �óíêöèè ϕ̄(t, x|t′, x′)îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ. Íà ðèñ. 1. ïðåäñòàâëåíû ñõåìû, ïîÿñíÿþùèå àëãîðèò-ìû ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè (S ′) äëÿ äâóõ ïîëîæåíèé òî÷êè r′ íà ïðèìåðå ïëîñêîãîêîëüöà SP .3. Äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè� 3.1. Ïîñòðîèì äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè äëÿ îöåíèâàíèÿ èòåðàöèé îò çà-äàííûõ �óíêöèé ϕ̄(t, x|t′, x′). Êàê ïðàâèëî, èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ C ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ, îïèñûâàþùèõ ðàçíûå âçàèìîäåéñòâèÿ, è èòåðàöèÿ K̂ϕ̄ ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñìåñü âêëàäîâ îò êàæäîãî èç íèõ. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ñ÷è-



Íåèìèòàöèîííûå îöåíêè è óëó÷øåíèå ñïîñîáîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé... 107òàòü, ÷òî èíäèêàòðèñà îïèñûâàåò òîëüêî îäèí òèï ðàññåÿíèÿ. Ïðè ýòîì îãðàíè÷èìñÿâàæíåéøèì ñëó÷àåì, êîãäà ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëü-êî óãëîì åå ðàññåÿíèÿ îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ äî âçàèìîäåéñòâèÿ. Òîãäà µ′ = (Ω,Ω′),à g(µ′|E, r′) � çàäàííàÿ ïëîòíîñòü ïî µ′, êîòîðóþ ñ÷èòàåì îãðàíè÷åííîé. Òàêæå áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ h(t, x) âíóòðè îáúåìà (V ) çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé E. Ñ ó÷å-òîì ïåðå÷èñëåííûõ ïðåäïîëîæåíèé âûðàæåíèÿ äëÿ èòåðàöèé K̂ϕ̄ â îöåíêàõ ζ2,S è ζ2,Vèìåþò âèä
K̂ϕ̄(tj, rj ,Ωj−1, Ej−1) =

∫
dΩ

ΣS(rj, Ej−1)

Σ(rj , Ej−1)
×

×
1

2π
g(µ′|Ej−1, rj)e

−τ(rj→rS |ES)ES(tS, rS,Ω, ES), (11)è
K̂ϕ̄(tj , rj,Ωj−1, Ej−1) =

∫
dΩ

ΣS(rj , Ej−1)

Σ(rj, Ej−1)

1

2π
g(µ′|Ej−1, rj)×

×

∞∫

0

dlΣ(rj + lΩ, EV )e
−τ(rj→rV |EV )h

(
tj +

l

vV
, rj + lΩ,Ω, EV

)
=

=

∫
dΩ

ΣS(rj, Ej−1)

Σ(rj , Ej−1)

1

2π
g(µ′|Ej−1, rj)h(EV )(e

−τ(rj→rj,1|EV ) − e−τ(rj→rj,2|EV )) (12)ñîîòâåòñòâåííî. Â âûðàæåíèÿõ (11), (12) tS è rS � ìîìåíò âðåìåíè è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿëó÷à rj+lΩ, l ≥ 0, ñ ïîâåðõíîñòüþ (S); ES, EV � çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, êîòîðûå âûðàæàþòñÿ÷åðåç µ′, ãäå µ′ = (Ωj−1,Ω); rj,1, rj,2 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à rj+ lΩ, l ≥ 0 ñ ãðàíèöàìèîáúåìà (V ).Ïóñòü â (11), (12) dΩ = dαdµ, ãäå α è µ � ïåðåìåííûå ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîð-äèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå rj, µ � êîñèíóñ øèðîòíîãî óãëà, îòñ÷èòûâàåìîãî îò ïîëîæè-òåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè OZ, α � àçèìóòàëüíûé óãîë. Òîãäà ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêàïî ýòèì ïåðåìåííûì ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííîé äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âû-áîðêîé, íî ñ òîé îñîáåííîñòþ, ÷òî ïðè åå ðåàëèçàöèè äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîèçâîäèòñÿòîëüêî âûáîðêà ïî ïåðåìåííîé α. Îïðåäåëåíèå ãðàíèö èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåí-íîé µ òðóäîåìêî, è â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ òàêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå ëèáîñ ïîìîùüþ çàìåí ïåðåìåííûõ, ëèáî ïóòåì âûáîðà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêèïîçâîëÿþò îáîéòè òðóäîåìêèå îïåðàöèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ðàçáèòü îáëàñòü
D′ íà äâå ïîäîáëàñòè D′

ε è D′
0. Â êà÷åñòâå D′

ε âûáèðàþòñÿ ñàìè îáëàñòè (V ) è (S) âìå-ñòå ñ íåêîòîðûìè èõ îêðåñòíîñòÿìè, è ïðè rj ∈ D′
ε ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûáîðêó,ðàâíîìåðíóþ è ïî α, è ïî µ. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü D′ ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå D′

0, è ïðè
rj ∈ D′

0 â êà÷åñòâå âûáîðêè èñïîëüçóþòñÿ äàëåå îïèñûâàåìûå àëãîðèòìû. Ïîäîáëàñòè
D′

ε è D′
0 ìîæíî âûáèðàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïî÷òè âñå ñîóäàðåíèÿ áóäóò ïðîèñõîäèòüâ D′

0, è â ýòîì ñëó÷àå òðóäîåìêîñòü âñåãî àëãîðèòìà áóäåò ñëàáî çàâèñåòü îò òîãî, êàêàÿäîïîëíèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè rj ∈ D′
ε.Äëÿ êîëüöà (SC) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ α óæå ðàçûã-ðàíà. Òîãäà íà êîëüöå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí îòðåçîê, ðàñïîëîæåííûé ïàðàëëåëüíî îñè

OZ, è äëÿ âñåõ åãî òî÷åê êîîðäèíàòû xS è yS ïîñòîÿííû. Òàêèì îáðàçîì, µ çàâèñèòòîëüêî îò zS è �óíêöèÿ µ(zS) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé è äè��åðåíöèðóåìîé. Òåïåðü ìîæ-íî ïðîâåñòè çàìåíó ïåðåìåííûõ ñ µ íà zS è èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ñëó÷àéíóþâûáîðêó ïî zS. Çàìåíà ïåðåìåííûõ èìååò âèä dαdµ = dα

∣∣∣∣
dµ

dzS

∣∣∣∣ dzS. Èñïîëüçîâàòü äëÿ



108 À.È. Õèñàìóòäèíîâ, Á.Â. Áàíçàðîââûáîðêè ïåðåìåííóþ zS óäîáíî èç òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî ãðàíèöû åå èçìåíåíèÿ âñåãäàçàäàíû è ïîñòîÿííû. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêà ïî ýòîé ïåðåìåííîé.Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ïî ïåðåìåííûì α è zS èìååò âèä p(α, zS) =
1

4α0H
, ãäå α0 åùåòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü (ñì. íèæå � 3.2).�àññìîòðèì ñëó÷àé âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëà ISP

. Èíòåãðàë (11) ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà, ò. å. dΩ =
|(nS,Ω)|

|rS − rj|2
dS. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàëâ ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííûì

ρS è φS öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ îñüþ OZ è íà÷àëîì ïðè z = 0, ò. å.
|(nS,Ω)|

|rS − rj|2
dS =

|(nS,Ω)|

|rS − rj |2
ρSdρSdφS,ïðè ýòîì φS çàâèñèò òîëüêî îò α. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

dΩ =
|(nS,Ω)|

|rS − rj|2
dS = ρ

∣∣∣∣
dφS

dαS

∣∣∣∣
|(nS,Ω)|

|rS − rj|2
dρSdα.Èòàê, ìû ïåðåøëè îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî α è µ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî α è ρS, ÷òî áîëååïðîñòî, ïîñêîëüêó ãðàíèöû èçìåíåíèÿ äëÿ ρS �èêñèðîâàíû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåä-ëàãàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ âûáîðêà ïî α è ρS, è ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååòâèä, èäåíòè÷íûé âûáîðêå äëÿ ISC

: p(α, ρS) =
1

4α0H
. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ α0, à òàêæåïîñòðîåíèå ìîäåëèðóþùèõ �îðìóë äëÿ àëãîðèòìà îïèñàíû â � 3.2.Ïðè âû÷èñëåíèè �îáúåìíîãî� �óíêöèîíàëà IV âûðàæåíèå (12) èìååò ïðåäñòàâëåíèåâ âèäå èíòåãðàëà ïî dΩ è dl, â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå ïî dl ïðîâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè, èîñòàåòñÿ âûðàæåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî dΩ. �àâíîìåðíàÿ âûáîðêà ïî Ω èìååò êîíå÷íóþäèñïåðñèþ, íî ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ñëîæíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè ãðàíèö èíòåãðèðîâàíèÿïî ïåðåìåííîé µ (Ω = (α, µ)). Äëÿ ðîçûãðûøà µ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðîñòîé�èíäóöèðîâàííîé� âûáîðêè. �àññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîìâ òî÷êå rj è îñüþ Z ′, ïàðàëëåëüíîé îñè äàííîãî öèëèíäðà; ïåðåìåííûìè ýòîé ñèñòåìûêîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ α, ρ′ è z′. Åñëè ïåðåìåííàÿ α âûáðàíà, òî òåì ñàìûì îïðåäåëÿ-åòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê (P|α), ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñå÷åíèåì ðåáðà α ñ (V ). Ïóñòü Q(α, ρ′, z′)åñòü ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â (P|α). �àññìîòðèì òåïåðüïåðåìåííûå (α, µ, l) â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå rj . �àñïðåäå-ëåíèå òî÷êè Q îïèñàííûì ñïîñîáîì èíäóöèðóåò íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ïåðåìåí-íûì µ è l. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ìû ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü äëÿ äîïîëíèòåëüíîéñëó÷àéíîé âûáîðêè. Âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ìîäåëèðóþùèå�îðìóëû äëÿ ïåðåìåííûõ âûáîðêè áóäóò ïðåäñòàâëåíû â � 3.2. Îòìåòèì, ÷òî èíäó-öèðîâàííàÿ âûáîðêà äðóãîãî òèïà ðàíåå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [14℄, ãäå ñëó÷àéíàÿòî÷êà âûáèðàëàñü ðàâíîìåðíî â îáëàñòè (V ). Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ ïðèâî-äèòñÿ íèæå.� 3.2. Ïîñòðîèì ìîäåëèðóþùèå �îðìóëû äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âûáîðêè,èñïîëüçóåìîé ïðè âû÷èñëåíèè IS è IV . Â � 3.1 áûëè îïðåäåëåíû ïåðåìåííûå è íàìå÷å-íû ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê. Ñêîíñòðóèðóåìñíà÷àëà âûáîðêó ïî óãëó α, àëãîðèòì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ îáîèõ òèïîâïîâåðõíîñòåé (S) è öèëèíäðà (V ). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äâóãðàííûéóãîë, êàñàòåëüíûé ê öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ðàçûãðàòü â ïîëó÷åííîì ðàñòâîðåóãîë è ïîñòðîèòü ñåêóùóþ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó óãëó.



Íåèìèòàöèîííûå îöåíêè è óëó÷øåíèå ñïîñîáîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé... 109Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè ñîóäàðåíèÿ rj êàê (xj , yj, zj) è ââåäåì âåëè÷èíó ρ1 ≡√
x2
j + y2j . Òîãäà òðåáóåìûé äâóãðàííûé óãîë èìååò ðàñòâîð âåëè÷èíîé 2α0, ãäå

α0 =





arcsin
ρ0

ρ1
ïðè ρ0 < ρ1,

π

2
ïðè ρ0 ≥ ρ1.Çàäàäèì äàëåå ïåðåìåííóþ α∗ òàêèì îáðàçîì, ÷òî cosα∗ =

xj

ρ1
è sinα∗ =

yj

ρ1
. Ïóñòü γ1 �ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî. Òîãäà âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

α = α∗ + (1− 2γ1)α0. Èòàê, âûáîðêà ïî α ñ�îðìóëèðîâàíà.Êîîðäèíàòû (x∗, y∗) ïåðåñå÷åíèÿ �ðàçûãðàííîé� ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ öèëèíäðîìèìåþò âèä
x∗ = xj + ρS cosα, y∗ = yj + sgn(yj)ρS sinα, (13)ãäå

ρS = −(xj cosα + yj sinα)−
√

(xj cosα + yj sinα)2 − (x2
j + y2j − ρ20), åñëè ρ0 < ρ1,è

ρS = −(xj cosα + yj sinα) +
√
(xj cosα + yj sinα)2 − (x2

j + y2j − ρ20), åñëè ρ0 ≥ ρ1.Òàêèì îáðàçîì, åñëè âû÷èñëÿþòñÿ �óíêöèîíàëû IS, òî îïðåäåëåíà òî÷êà íà öåíòðàëü-íîé îêðóæíîñòè, èìåþùàÿ êîîðäèíàòû (x∗, y∗, z0), çíàÿ êîòîðûå, ìîæíî ðàçûãðûâàòüïåðåìåííûå zS è ρS. Äëÿ SP ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì óãîë φS òàê, ÷òî cosφS =
x∗

ρ0
è

sinφS =
y∗

ρ0
. Â ýòîì ñëó÷àå

xS = (ρ0 + (1− γ2)H) cosφS, yS = (ρ0 + (1− γ2)H) sinφS,

zS = z0,
dφS

dα
=

ρ20 + ρ21 − 2ρ1ρ0 cosφS

ρ1ρ0 cosφS − ρ20
.Äëÿ SC èìååì

xS = x∗, yS = y∗, zS = z0 + (1− 2γ2)H,
dµ

dzS
=

(xS − xj)
2 + (yS − yj)

2

|rS − rj|3
. (14)Èòàê, äîïîëíèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè äëÿ îáîèõ òèïîâ ïîâåðõíîñòåé ïîñòðîåíûè ïî ïîñòðîåíèþ èõ äèñïåðñèè êîíå÷íû.Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ �óíêöèîíàëà IV è çàâåðøèì êîíñòðóèðîâàíèå ñîîòâåòñòâóþ-ùåé äîïîëíèòåëüíîé ñëó÷àéíîé âûáîðêè. Ïîñòðîèì �èíäóöèðîâàííóþ� äîïîëíèòåëü-íóþ ñëó÷àéíóþ âûáîðêó, îïèñàííóþ â � 3.1.Íàéäåì ÿâíûé âèä ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âûáîðêè ïî ïåðåìåííîé µ. Ïåðå-ìåííàÿ α îïðåäåëÿåò ïðÿìîóãîëüíîå ñå÷åíèå öèëèíäðà (P|α), âûñîòà êîòîðîãî ðàâíà 2H ,øèðèíà � 2

√
(xj cosα + yj sinα)2 − (x2

j + y2j − ρ20), à ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåëè÷èí äàåò åãî



110 À.È. Õèñàìóòäèíîâ, Á.Â. Áàíçàðîâïëîùàäü |S|. Äàëåå, åñëè ìû ðàçûãðàåì òî÷êó ðàâíîìåðíî âíóòðè äàííîãî ïðÿìîóãîëü-íèêà, òî ê ïëîòíîñòè ïî µ ïðèâîäÿò ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
∫

(S)

dS

|S|
=

∫

(S)

dρdz

|S|
=

θ2∫

θ1

sin θdθ

L2∫

L1

ldl

sin θ|S|
=

µ2∫

µ1

dµ
L2
2 − L2

1

2 sin θ|S|
,

p(µ) =
L2
2 − L2

1

2 sin θ|S|
≡

(L2 − L1)(L2 + L1)

2 sin θ|S|
, (15)ãäå µ = cos θ.Òåïåðü çàïèøåì ìîäåëèðóþùèå �îðìóëû äëÿ µ è òî÷åê rj,1 è rj,2 èç (12). Äëÿ ýòî-ãî âû÷èñëèì êîîðäèíàòû ðàçûãðàííîé òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèêå (P|α). Ïóñòü γ1 è γ2ñòàíäàðòíûå ñëó÷àéíûå ÷èñëà. Ïîäîáíî (13) èìååì

xV = xj + cosαRγ(γ1), yV = yj + sgn(yj) sinαRγ(γ1), zV = z0 + (1− 2γ2)H, (16)ãäå
Rγ(γ1) = −(xj cosα + yj sinα) + (1− 2γ1)

√
(xj cosα + yj sinα)2 − (x2

j + y2j − ρ20).Îòñþäà
µ =

zV − zj√
(xV − xj)2 + (yV − yj)2 + (zV − zj)2

.×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê rj,1 è rj,2, íåîáõîäèìî â (16) â êà÷åñòâå àðãóìåíòà �óíê-öèè Rγ ïîäñòàâèòü ñîîòâåòñòâåííî 0 è 1. Èòàê, âûïèñàíû âñå òðåáóåìûå âåëè÷èíû èàëãîðèòì îïðåäåëåí.Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè èòåðàöèè âõîäèò ìíîæèòåëü îáðàòíûé ïëîòíî-ñòè (15), òî âûðàæåíèå (L2−L1)(L2+L1) ïðèâíîñèò â íåå äâå îñîáåííîñòè ïðè L2 → L1è ïðè L2 → 0, êîòîðûå òåì íå ìåíåå íå ïðèâîäÿò ê íåîãðàíè÷åííîñòè îöåíêè. Â ñëó÷àåïåðâîé èç íèõ îöåíêà îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, òàê êàê ðàçíîñòü ýêñïîíåíò â (12) ïðè
L2 → L1 ñòðåìèòñÿ ê âûðàæåíèþ Σ(rj , Ej−1)(L2 −L1)e

τ(rj→rj,1|EV ), è (L2 − L1) ñîêðàùà-åòñÿ. Âòîðîé ïðåäåëüíûé ïåðåõîä íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ îöåíêè
L1 è L2 îãðàíè÷åíû ñíèçó íåêîòîðûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì.Â îòëè÷èå îò íàñòîÿùåé ðàáîòû ÷èñëèòåëü ïëîòíîñòè, ïîñòðîåííîé â [14℄, ñîäåðæèòâûðàæåíèå (L2 − L1)(L

2
2 + L1L2 + L2

1) è ðàçíîñòü (L2 − L1) ÿâëÿåòñÿ óñòðàíèìîé îñî-áåííîñòüþ, à ñóììà (L2
2 + L1L2 + L2

1) ïðè L2 → 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàëóþ âåëè÷èíóáîëüøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ (L2 + L1).� 3.3. �àññìîòðèì åùå îäèí ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ îöåíîê ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíêà áûëà îãðàíè÷åííîé, ïðè óñëîâèè r′ ∈ D′
ε ìûïåðåõîäèì ê ðàâíîìåðíûì âûáîðêàì ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì. Ýòî âûçâàíî òåì �àêòîì,÷òî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âûáîðîê, ïîñòðîåííûõ â � 3.1 è 3.2, ïðè |rj−rS| → 0 îöåíêàèòåðàöèè ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé è èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé âèä 
onst

|rj − rS|
. Ôóíêöèè

ϕ̄(·|·) â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä (9) è (10). Îïðåäåëèì �óíêöèè ϕ̄(·|·) ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïóñòü
ϕ̄(t, x|t′, x′) =





h(t, x)
|rj − rS|

|rj − rS|+ ε
ïðè r′ ∈ D′,

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
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ϕ̄(t, x|t′, x′) =





HS(t
′, r′ → t, r|Ω′, E ′)

|rj − rS|

|rj − rS|+ ε
ïðè r′ ∈ (D′), è r ∈ (S ′)

0 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Ïðè òàêîì âûáîðå ϕ̄(·|·) îöåíêà èòåðàöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è äèñïåðñèÿàëãîðèòìà êîíå÷íà. Äàííûé ïîäõîä ïî îãðàíè÷åíèþ îöåíîê ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ñëó-÷àéíûõ âûáîðêàõ ðàññìàòðèâàëñÿ â [4, 10℄, íî ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì (ðîäñòâåííûì)ïðîáëåìàì. Â ýòîì ñëó÷àå íå íóæíî îïðåäåëÿòü, â êàêîé ïîäîáëàñòè îáëàñòè D′ ïðî-èçîøëî ñîóäàðåíèå, òàê êàê âñåãäà ðåàëèçóåòñÿ åäèíûé àëãîðèòì äîïîëíèòåëüíîé ñëó-÷àéíîé âûáîðêè. Ïðèâëåêàòåëüíûì ìîìåíòîì â äàííîì ïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ îòêàç îò ðàâ-íîìåðíûõ âûáîðîê ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì ïðè r′ ∈ D′
ε.4. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû�àññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííûõ îöåíîê â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñÿäåðíî-ãåî�èçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, â òîì ÷èñëå îõàðàêòåðèçóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà èõòðóäîåìêîñòåé. Êàê áûëî îòìå÷åíî â � 3.1, â áîëüøèíñòâå ïðèëîæåíèé èíäèêàòðèñàðàññåÿíèé ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ, ÷òî âåðíî è äëÿ ðàññåÿíèÿ íåé-òðîíîâ. Â íèæåñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ðàçíûå òèïû ðàññåÿíèé ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì õè-ìè÷åñêèì ýëåìåíòàì, íà êîòîðûõ îíè ïðîèñõîäÿò, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè èòåðàöèé

K̂ϕ̄ ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâîäèòñÿ ðîçûãðûø òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ, à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿâêëàä ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â � 3.2.� 4.1. Èçó÷èì çàäà÷ó î ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîì ðàñïðåäåëåíèè áûñòðûõ íåéòðî-íîâ â êîí�èãóðàöèè ñêâàæèíà�ïëàñò. Cêâàæèíà ðàäèóñîì 9.85 ñì çàïîëíåíà âîäîé;ñîñòàâ ïëàñòà � ïåñ÷àíèê; èìïóëüñíûé ìîíîýíåðãåòè÷åñêèé èñòî÷íèê íåéòðîíîâ ðàâ-íîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 7 ñì, îñü êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñêâà-æèíû è ÿâëÿåòñÿ îñüþ OZ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîé íàõîäèòñÿâ öåíòðå îêðóæíîñòè. ×àñòèöû èñïóñêàþòñÿ â ìîìåíò t = 0 ñ ýíåðãèåé 14.1 ÌýÂ è âû-ëåòàþò ïîä óãëîì π

4
îòíîñèòåëüíî îñè OZ. Ïîä áûñòðûìè ïîäðàçóìåâàþòñÿ íåéòðîíûñ ýíåðãèÿìè âûøå 1.4 ÌýÂ. Â ýòîé îáëàñòè ýíåðãèé íåéòðîíû èñïûòûâàþò íåóïðóãèåðàññåÿíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ èñòî÷íèêîì ãàììà-èçëó÷åíèÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ, êîòîðîåðåãèñòðèðóåòñÿ äåòåêòîðàìè ïðèáîðîâ. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ èçìåðåíèé íàðÿäóñ ïîêàçàíèÿìè äåòåêòîðîâ, ðàçìåùåííûõ â ñêâàæèíå, íåîáõîäèìû ïîíèìàíèå õàðàêòåðàè îñîáåííîñòåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ íåéòðîííîãî ãàçà è ãàììà-êâàíòîâ â ñèñòåìå ñêâàæè-íà�ïëàñò, à òàêæå çíàíèå, êàêèå îáëàñòè ãîðíîé ïîðîäû è êàê âëèÿþò íà ïîêàçàíèÿäåòåêòîðîâ. Êðîìå òîãî âàæíî ïîíèìàòü, êàêîâî ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå ðàñïðåäå-ëåíèå áûñòðûõ íåéòðîíîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èñòî÷íèêîâ ãàììà-êâàíòîâ. �åçóëüòàòûèçó÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è èçëîæåíû â ðàáîòå [16℄, çäåñü îãðàíè÷èìñÿ íåêîòîðûìè èç íèõ.Äëÿ �óíêöèîíàëà (2) ðàññìîòðèì âåñîâóþ �óíêöèþ ES(t, x), ïðèíèìàþùóþ çíà÷å-íèå 1(t1,t2)(t)1(E1,E2)(E)

|(Ω, nS)||S|
, åñëè |(Ω, nS)| ≥ εΩ, è 0, åñëè |(Ω, nS)| < εΩ, ãäå εΩ � íåêîòîðîåìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, |S| � ïëîùàäü çàäàííîãî ïëîñêîãî êîëüöà (S) âèäà
S = {(rj − h)2 < r2S < (rj + h)2, z = Z},ãäå rS � ðàäèóñû öåíòðàëüíûõ îêðóæíîñòåé êîëåö. Òîãäà �óíêöèîíàë ìîæíî ïðåä-ñòàâèòü â âèäå �óíêöèè îò ïàðàìåòðîâ âåñîâîé �óíêöèè ES(t, x). Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíûãðà�èêè çàâèñèìîñòè �óíêöèîíàëà îò rS; h = 2 ìì, rj = 8, 9, . . . , 40 ñì, Z = 20 è 40 ñì.
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�èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ áûñòðûõ íåéòðîíîâ îò èìïóëüñíîãî èñ-òî÷íèêà, ðàñïðåäåëåííîãî íà îêðóæíîñòè: a � Z = 20, á � Z = 40 ñì; ïðè âû÷èñëåíèÿõïðèìåíÿëàñü îöåíêà ζ2,SÂ êà÷åñòâå (E1, E2) è (t1, t2) ðàññìîòðåíû ýíåðãåòè÷åñêèé èíòåðâàë (1.4, 14.1) ÌýÂ è âðå-ìåííûå èíòåðâàëû (5, 10), (10, 20), (20, 30) è (30, 40) íñ. Çàâèñèìîñòè íà ãðà�èêàõïðåäñòàâëÿþò ýâîëþöèþ ïåðâîíà÷àëüíîãî ïó÷êà ÷àñòèö.� 4.2. Îöåíêà ζ2,S èñïîëüçîâàëàñü òàêæå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðîñòðàíñòâåííîìðàñïðåäåëåíèè íåéòðîíîâ âáëèçè ãðàíèöû ñêâàæèíû è ïëàñòà. �àíåå ýòà çàäà÷à ðàñ-ñìàòðèâàëàñü â [15℄ äëÿ íàäòåïëîâûõ íåéòðîíîâ. Ìû ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû äëÿ òåï-ëîâûõ è ÷àñòè÷íî íàäòåïëîâûõ íåéòðîíîâ.Òî÷å÷íûé èçîòðîïíûé ñòàöèîíàðíûé èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí íà îñè ñêâàæèíû, ðàäè-óñ ñêâàæèíû 9.85 ñì, ðàñïðåäåëåíèå íà÷àëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì 252Cf,ñêâàæèíà çàïîëíåíà âîäîé, ñîñòàâ ïëàñòà � ïåñ÷àíèê ñ ïîðèñòîñòüþ 0 è 30%. Èçó÷à-ëîñü ðàäèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåéòðîíîâ íà ðàçíûõ óðîâíÿõ îòíîñèòåëüíî èñòî÷íè-êà, ïðåäñòàâëÿåìîå â âèäå çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà rS. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿíàäòåïëîâûõ íåéòðîíîâ ïîêàçàëè ñîãëàñèå ñ äàííûìè, îïóáëèêîâàííûìè â [15℄. Çäåñüáóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ òåïëîâûõ íåéòðîíîâ, ò. å. äëÿ ýíåðãå-òè÷åñêîãî èíòåðâàëà (0, 0.215) ýÂ. Êîëüöà ðàñïîëàãàëèñü íà âûñîòå 20 ñì îò ïëîñêîñòèèñòî÷íèêà, ðàäèóñû öåíòðàëüíûõ îêðóæíîñòåé ñîñòàâëÿëè 4, 6, . . . , 16 ñì, ïîðèñòîñòüñðåäû ðàâíÿëàñü íóëþ. �ðà�èê íà ðèñ. 3, à äåìîíñòðèðóåò ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå.Îòìåòèì, ÷òî óáûâàíèå ýòîé �óíêöèè â ñêâàæèíå è â ïëàñòå ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó.Äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðîâåäåí àíàëèç òðóäîåìêîñòåé ìåòîäîâ. Ñ ýòîé öåëüþ êàæ-äûé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ îöåíîê � íåèìèòàöèîííîé è èìèòàöèîííîé(�ïî ïåðåñå÷åíèÿì�). Äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàäòåïëîâûõ íåéòðîíîâ â ÷èñëåííîìýêñïåðèìåíòå âû÷èñëÿëèñü îäíîâðåìåííî �óíêöèîíàëû, ñîñðåäîòî÷åííûå íà òðèäöàòèêîëüöàõ, ò. å. áûëà âûáðàíà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà. Ñðàâíåíèåòðóäîåìêîñòåé ìåòîäîâ ñ ðàçíûìè îöåíêàìè ïîêàçàëî, ÷òî ìåòîä ñ íåèìèòàöèîííîéîöåíêîé äàåò â ñðåäíåì äâóêðàòíûé âûèãðûø. Äëÿ òåïëîâûõ íåéòðîíîâ àíàëîãè÷íûé,íî áîëåå ïîäðîáíûé ýêñïåðèìåíò ïðåäñòàâëåí ãðà�èêîì íà ðèñ. 3, á. Ïðè ýòîì áûëî ðàñ-ñìîòåðíî äâà ðàçíûõ ïàðàìåòðà øèðèíû êîëüöà h. Ïîëó÷åííûå êðèâûå ïîêàçûâàþò,êàê âûèãðûø íåèìèòàöèîííîé îöåíêè ïî òðóäîåìêîñòè èçìåíÿåòñÿ äëÿ ðàçíûõ êîëåö.Âû÷èñëåíèÿ ñ êàæäîé îöåíêîé ïðîâîäèëèñü îäíîâðåìåííî ïî âñåì êîëüöàì. Êðèâûå îò-íîøåíèé òðóäîåìêîñòåé íå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïîãðåøíî-
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�èñ. 3. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåïëîâûõ íåéòðîíîâ; à �ïîòîêè íåéòðîíîâ, á � îòíîøåíèÿ òðóäîåìêîñòè ìåòîäà ñ èìèòàöèîííîé îöåíêîé (D1) ê òðó-äîåìêîñòè ìåòîäà ñ íåèìèòàöèîííîé îöåíêîé (D2) äëÿ êîëåö ðàçíîé øèðèíûñòüþ èõ âû÷èñëåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿñ îöåíêîé ζ2 ïî îäíèì òðàåêòîðèÿì âêëàäû â �óíêöèîíàëû îò ñîñåäíèõ òî÷åê ÿâëÿþò-ñÿ êîððåëèðîâàííûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòèãàòü ãëàäêîñòè êðèâûõ ïðè ìåíüøåì ÷èñëåòðàåêòîðèé.Ïîñòàâèì âîïðîñ � êàê âûèãðûø â òðóäîåìêîñòè çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà �óíêöè-îíàëîâ ïî îäíèì è òåì æå òðàåêòîðèÿì? Ïðè ìàëîì ÷èñëå ïîâåðõíîñòåé âðåìÿ âû-÷èñëåíèÿ âêëàäîâ â îöåíêó ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòî-ðèè íåçàâèñèìî îò òèïà îöåíêè. Îäíàêî ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïîâåðõíîñòåé ýòî âðåìÿóâåëè÷èâàåòñÿ äëÿ íåèìèòàöèîííîé îöåíêè, íî îñòàåòñÿ ìàëûì äëÿ èìèòàöèîííîé. Òà-êèì îáðàçîì, ïðîãðàììà ñ íåèìèòàöèîííûì ìåòîäîì ðàáîòàåò ìåäëåííåå ïðîãðàììû ñèìèòàöèîííûì ìåòîäîì. Ïðè î÷åíü áîëüøîì ÷èñëå ïîâåðõíîñòåé èìèòàöèîííàÿ îöåíêàìîæåò âûèãðûâàòü ïî ñðàâíåíèþ ñ íåèìèòàöèîííîé, îäíàêî â çàäà÷àõ ïåðåíîñà ÷èñëîëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ ìàëî è äëÿ êîððåêòíîãî ðàñ÷åòà îñîáåííîñòåé ïðîñòðàíñòâåí-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïîâåðõíîñòåé. Îòìåòèì, ÷òî íàáîðûêîëåö, ðàññìîòðåííûå â � 4.1 è â çàäà÷å î íàäòåïëîâûõ íåéòðîíàõ, îïèñàííîé â � 4.2,ÿâëÿþòñÿ èçáûòî÷íûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äîñòàòî÷íûì íàáîðîì, ò. å. â äàííîì ñëó÷àåìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü ìåíüøåå ÷èñëî êîëåö.� 4.3. Òåïåðü ñðàâíèì ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëîâ âèäà IV . �àññìîòðèìâû÷èñëåíèå ñðåäíèõ ïîòîêîâ ãàììà-êâàíòîâ ïî çàäàííîìó îáúåìó (V ). Íà îñè ñêâà-æèíû ðàñïîëîæåí öèëèíäð äèàìåòðîì 1 ñì, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè40 ñì îò èñòî÷íèêà. Âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíèé ïîòîê ãàììà-êâàíòîâ â öèëèíäðå. Èñòî÷íèêãàììà-êâàíòîâ � íåóïðóãèå ðàññåÿíèÿ íåéòðîíîâ íà àòîìàõ êèñëîðîäà ñðåäû. Ñðàâíå-íèå íåèìèòàöèîííîãî ìåòîäà ñ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ïîêàçàëî, ÷òî ïðèîäèíàêîâûõ ïîãðåøíîñòÿõ â ïåðâîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â ïîëòîðà ðàçàáûñòðåå, ÷åì âî âòîðîì, ÷òî äàåò âûèãðûø ïî òðóäîåìêîñòè. Òàêæå áûëî îïðåäåëå-íî, ÷òî ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé èìèòàöèîííûì è íåèìèòàöèîííûì ìåòîäàìè ïðàêòè÷åñêèðàâíû. Íà ðèñ. 4, à ïðåäñòàâëåíû àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè (êîðíè èç äèñïåðñèé ðàñ-÷åòà) èìèòàöèîííîé îöåíêè ïî äëèíå ïðîáåãà è íåèìèòàöèîííîé îöåíêè. Íà ðèñ. 4, áïðèâåäåíà êðèâàÿ îòíîøåíèé òðóäîåìêîñòåé ìåòîäîâ, ò. å., �àêòè÷åñêè � îòíîøåíèéèõ äèñïåðñèé. Êàê è îæèäàëîñü, âûèãðûø â òðóäîåìêîñòè ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì h.
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�èñ. 4. Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ ñ èìèòàöèîííîé (êðèâàÿ 1) è íåèìèòàöèîííîé (êðè-âàÿ 2) îöåíêàìè ïðè âû÷èñëåíèè ñðåäíåãî ÷èñëà ñîóäàðåíèé â öèëèíäðå ñ ïîëóâûñîòîé h (à);îòíîøåíèå òðóäîåìêîñòåé ìåòîäîâ ñ èìèòàöèîííîé (D1) è íåèìèòàöèîííîé (D2) îöåíêîé â çà-âèñèìîñòè îò h äåòåêòîðà (á)Àíàëîãè÷íî êðèâûì íà ðèñ. 3, á êðèâàÿ îòíîøåíèé òðóäîåìêîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ ìîíî-òîííîé, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì õàðàêòåðîì ïîãðåøíîñòè.Ïðåäëîæåííûå îöåíêè ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿèçó÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ è äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å î ïîëå èç-ëó÷åíèÿ îò òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî ìîíîýíåãðåòè÷åñêîãî èñòî÷íèêà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ôàíî Ó., Ñïåíñåð Ä., Áåðãåð Ì. Ïåðåíîñ ãàììà-èçëó÷åíèÿ. Ì.: �îñàòîìèçäàò, 1963.284 ñ.[2℄ Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî â ïðîáëåìå ïåðåíîñà èçëó÷åíèé / Ïîä ðåä. �.È. Ìàð÷óêà. Ì.: Àòîì-èçäàò, 1967. 256 ñ.[3℄ Ñïàíüå Äæ. Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî è çàäà÷è ïåðåíîñà íåéòðîíîâ. Ì.: Àòîìèçäàò, 1972.271 ñ.[4℄ Õèñàìóòäèíîâ À.È., Ñòàðèêîâ Â.Í., Ìîðîçîâ À.À. Àëãîðèòìû Ìîíòå-Êàðëî âÿäåðíîé ãåî�èçèêå. Íîâîñèáèðñê: ÂÖ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ�, 1986. 157 ñ.[5℄ Berger M. J., Spen
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hniques // Symp. on Monte Carlo Methods.N.Y.: Wiley, 1956. P. 146�190.[7℄ Õèñàìóòäèíîâ À.È. Îá ý��åêòèâíîñòè ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ çàäà÷îäíîãî êëàññà // Æóðí. âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàòåì. �èçèêè. 1967. Ò. 7, � 4. Ñ. 946�953.[8℄ Banerjee K., Martin W.R. Using kernel density estimation for Monte-Carlo tallies withunbounded varian
e // 21st Intern. Conf. on Transport Theory. Torino, 2009. P. 8.
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