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.ru�àññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûé ïðè ðåøåíèè çà-äà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Êðàòêî îïè-ñàíû ñòàíäàðòíûé è ìîäè�èöèðîâàííûé ñïîñîáû ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ïðîáåãà.Ïðåäñòàâëåíî âåðîÿòíîñòíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîäè�èêàöèè ýòîãî ìåòîäà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìîäåëèðîâàíèå, âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäå-ëåíèå, äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, �èêòèâíîå ðàññåÿíèå, ñêà÷êîîáðàçíûé ïðîöåññ.Ââåäåíèå�àñ÷åò õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñâÿçàí ñ ìî-äåëèðîâàíèå òðàåêòîðèé ÷àñòèö, è ýòî çàíèìàåò îñíîâíóþ ÷àñòü âðåìåíè ðàñ÷åòà. Ìåòîäìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ óñêîðåíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ è åãî ïàðàìåòðû ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1�3℄. Ïðè-âåäåì íåêîòîðûå èñïîëüçóåìûå íèæå òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ. Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû �ýòî ëîìàíàÿ ëèíèÿ, ñëó÷àéíûå òî÷êè rk ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöû ñ ÷àñòèöàìè ñðåäû � ååóçëû. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé äëèíû ℓk = |rk−1 − rk| ïðîáåãà ÷àñòèöû

fσ(t) = σ(rk−1 + tωk) exp



−

t
∫

0

σ(rk−1 + uωk) du



 , t ≥ 0, (1)ãäå ω � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïðîáåãà, σ(r) ≥ 0 � ïåðåìåííîå ñå÷åíèå îñëàá-ëåíèÿ ñðåäû. Âåëè÷èíà ℓ = ℓk ìîäåëèðóåòñÿ çà äâà øàãà.Ñíà÷àëà ìîäåëèðóåòñÿ îïòè÷åñêàÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà τ = τ([rk−1, rk]):
τ =

ℓ
∫

0

σ(rk−1 + tωk) dt. (2)Çäåñü τ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, åå ìîäåëèðóþò ïî �îðìóëå τ = − ln(α)[1�4℄ (α � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1℄). Çàòåì (2) ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ℓ è âû÷èñëÿåòñÿ ℓ.Äëÿ óäîáñòâà ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé σ(r) ïðèáëèæàþò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé�óíêöèåé. Îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè S1, S2, . . . , â êàæäîé èç êîòîðûõ çíà÷å-íèÿ σ(r) ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè: σ(r) = σk ïðè r ∈ Sk. Òîãäà (2) ïðèíèìàåò âèä
τ =

m
∑

k=1

σk dk, (3)è èñêîìàÿ äëèíà ℓ = d1 + . . . + dm. 13



14 Â.Ñ. Àíòþ�ååâÏåðâûé øàã � ìîäåëèðîâàíèå τ � íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Îäíàêî ïîñëåäóþùååâû÷èñëåíèå ℓ èç ïðåäûäóùåé �îðìóëû è èç (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóäîåìêóþ ïðîöå-äóðó: íåîáõîäèìî çàðàíåå âû÷èñëèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à {r = rk + t ωk+1} ñ ãðà-íèöàìè îáëàñòåé Sk è äëèíû îòðåçêîâ dk, ÷òî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èâàþò òðóäîåìêîñòüìîäåëèðîâàíèÿ.1. Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ è åãî ìîäè�èêàöèÿÂ ðàáîòå [4℄ ïðåäëîæåí ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ïðîáåãà ℓâ ñðåäàõ ñ ïåðåìåííûì ñå÷åíèåì σ(r). Çàäàäèì ïîñòîÿííóþ ìàæîðàíòó Σ : Σ ≥ σ(r)äëÿ σ(r). Ñëåäóþùèé àëãîðèòì çàäàåò ìîäåëèðîâàíèå ℓ:1) ïîëàãàåì ℓ = 0;2) ìîäåëèðóåì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ∆ℓ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-ëåíèÿ
fΣ(t) = Σ exp (−Σt) , t ≥ 0 (4)(∆ℓ � äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ñå÷åíèåì Σ);3) óâåëè÷èâàåì äëèíó ℓ: ℓ → ℓ+∆ℓ;4) ìîäåëèðóåì α ∈ [0, 1] è ïðîâåðÿåì, âûïîëíÿåòñÿ ëè íåðàâåíñòâî
α ≤ σ(r + (ℓ+∆ℓ)ω)/Σ :åñëè ïîñëåäíåå íå âûïîëíÿåòñÿ, âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 2, åñëè âûïîëíÿåòñÿ � çàêàí÷èâàåììîäåëèðîâàíèå.Òàêèì îáðàçîì, ℓ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

ℓ = ∆ℓ1 +∆ℓ2 + . . . +∆ℓµ. (5)Çäåñü êîëè÷åñòâî µ ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ ∆ℓ òàêæå ñëó÷àéíîå:
µ = min

{

n : α ≤ Σ

(

r +
n
∑

k=1

∆ℓkωk

)

/

Σ

}

.Îáû÷íî òî÷êè
sn = r +

n
∑

k=1

∆ℓk ωk, n = 1, . . . , (µ− 1),èíòåðïðåòèðóþò êàê òî÷êè ��èêòèâíîãî ðàññåÿíèÿ� (ïîñëåäíÿÿ µ-ÿ òî÷êà � òî÷êà �èñ-òèííîãî ðàññåÿíèÿ�). Ìîäåëèðîâàíèå ñëàãàåìûõ ∆ℓk â ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ñå÷åíèåìíå ÿâëÿåòñÿ òðóäîåìêèì, åñëè ÷èñëî �èêòèâíûõ òî÷åê ðàññåÿíèÿ íåâåëèêî. Â äàííîìñëó÷àå íå íàäî âû÷èñëÿòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à ïðîáåãà ñ ãðàíèöàìè îáëàñòåé Skè ÷èñëà dk. Â ýòîì ïðåèìóùåñòâî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ ïåðåä ñòàíäàðòíûììåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ. Äîêàçàíî [4℄, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå äëèíû ïðîáåãà ìåòîäîì ìàê-ñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ íå èçìåíÿåò åå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.Â ðÿäå çàäà÷ çíà÷åíèÿ �óíêöèè σ(r) ñèëüíî âàðüèðóþò, è ïîñòîÿííàÿ ìàæîðàíòà Σâ íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò �óíêöèþ σ(r). Â ðåçóëüòàòå êîëè÷åñòâî�èêòèâíûõ ñòîëêíîâåíèé è ñëàãàåìûõ ∆ℓk â ñóììå (5) îêàçûâàåòñÿ î÷åíü áîëüøèì, ÷òîñíèæàåò ý��åêòèâíîñòü ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ óâåëè÷åíèÿ



Ê îáîñíîâàíèþ ìîäè�èêàöèè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ 15ý��åêòèâíîñòè ëó÷øå èñïîëüçîâàòü íå ïîñòîÿííóþ, à êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ìàæîðàíòóñå÷åíèÿ îñëàáëåíèÿ, êîòîðàÿ ëó÷øå àïïðîêñèìèðóåò �óíêöèþ σ(r).Â [5℄ ïðåäëîæåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ.Çäåñü ñëàãàåìûå ∆ℓk ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, è èõ âåðîÿòíîñò-íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçëè÷íû. Ïóñòü óæå ñìîäåëèðîâàíû ñëàãàåìûå∆ℓ1, ∆ℓ2, . . . ,∆ℓk−1è âû÷èñëåíà î÷åðåäíàÿ òî÷êà �èêòèâíîãî ðàññåÿíèÿ rk−1; òîãäà ïëîòíîñòü ñëåäóþùåéäëèíû ∆ℓk

fΣ(t) = Σ(rk−1 + t ωk) exp



−

t
∫

0

Σ(rk−1 + u ωk) du



 , t ≥ 0. (6)Êðàòêîå îáîñíîâàíèå ýòîé ìîäè�èêàöèè ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ. Òî÷íåå ãîâîðÿ, â [5℄ äîêàçàíî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå äëèíû ïðîáåãà ℓ ìåòî-äîì ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ äëÿ Σ(t) 6= 
onst íå èçìåíÿåò �óíêöèþ ïîòîêà èçëó÷åíèÿ,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.Â ðàáîòå [8℄ ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî �àêòà, íå îïèðàþùååñÿ íà óðàâíå-íèå �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå äàíî åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî, îñíî-âàííîå íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå-íèÿ ÷èñòî ðàçðûâíîãî ïðîöåññà.2. Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíûïðîáåãàÂ îáëàñòè, ãäå ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ ÷àñòèö, çà�èêñèðóåì òî÷êó ñòîëêíîâåíèÿ r = rk−1,íàïðàâëåíèå ïðîáåãà ω = ωk ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ â r è âûäåëèì ëó÷ {r + t ω : t ≥ 0}.Ïîñëåäóþùèå âûêëàäêè îòíîñÿòñÿ ê ýòîìó ëó÷ó. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ëèøü îäíî-ìåðíûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âìåñòî òî÷åê (r + t ω) ∈ R3 ðàññìîòðèì òî÷êè tíà ëó÷å è ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé t.Èòàê, ïóñòü íà ëó÷å {t ≥ 0} çàäàíû �óíêöèÿ ñå÷åíèÿ σ(t) è åå ìàæîðàíòà Σ(t).Îòìåòèì íà äàííîì ëó÷å ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ òî÷åê
s1, s2, . . . , sµ, sk =

k
∑

i=1

∆ℓi. (7)ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû íà îäíîì çâåíå òðàåêòîðèè: òî÷êè sµ �èñòèííîìó ðàññåÿíèþ, îñòàëüíûå òî÷êè � �èêòèâíîìó ðàññåÿíèþ (ðèñ. 1).Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû sµ èìååò âèä
fσ(t) = σ(t) exp



−

t
∫

0

σ(u) du



 , t ≥ 0.

0 s1 s2 sµ�èñ. 1. Çâåíî òðàåêòîðèè: òî÷êè èñòèííîãî (•) è �èêòèâíîãî (◦) ðàññåÿíèÿ



16 Â.Ñ. Àíòþ�ååâÄîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà�Ôåëëåðà [6, 7℄ äëÿ �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ÷èñòî ðàçðûâíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ξ(t), ñëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì [6℄:
∂F (t, x; τ, y)

∂τ
= −

y
∫

−∞

p(τ, z) dzF (t, x; τ, y) +

∞
∫

−∞

p(τ, z)G(τ, z, y) dzF (t, x; τ, z). (8)Çäåñü1 � tk � ìîìåíòû ñêà÷êîâ ïðîöåññà, x, y, z � çíà÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ �óíêöèé;2 � F (t, x; τ, y) (�óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà ξ(t)) çàäàåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
{ξ(τ) ≤ y | ξ(t) = x}, t < τ ; dzF (t, x; τ, y) � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà Ñòèëòüåñà;3 � G(t, x, y) ≡ G(t, x → z ≤ y) � óñëîâíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ξ(τ)ïîñëå ñêà÷êà ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò t ïðîèçîøåë ñêà÷îê, à íåïîñðåäñòâåííî ïåðåäñêà÷êîì ξ(t− 0) = x;4 � p(t, x) = lim

∆t→0

âåðîÿòíîñòü ñêà÷êà â ïðîìåæóòêå (t, t +∆t)

∆t
; ξ(τ) = x äî ñêà÷êà.Íèæå (ñì. ïóíêòû 1�3) îïðåäåëèì �óíêöèîíàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ξ(t)òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé {t1, t2, . . . } è {s1, s2, . . . } ñîâïàëè. Êðîìå òîãî, �èêñèðóåì çíà÷åíèÿíåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ â (8). Ýòî ïîçâîëèò ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ îáûê-íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.1. Ïóñòü êàæäàÿ âûáîðî÷íàÿ �óíêöèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà (ðèñ. 2) ïðèíè-ìàåò ëèøü çíà÷åíèÿ 0 è 1. Â òàêîì ñëó÷àå òðàåêòîðèþ ïðîöåññà ìîæíî çàïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:

ξ(t) =

{

1, 0 ≤ t ≤ tν ,
0, t > tν .Ýòà �óíêöèÿ èñïûòûâàåò ñêà÷îê (ðàçðûâ) ëèøü â òî÷êå tν . Îäíàêî äàííûé ïðîöåññèñïûòûâàåò (�èêòèâíûå) ñêà÷êè â òî÷êàõ ñëåâà è ñïðàâà îò tν .Èòàê, òðàåêòîðèè ïðîöåññà ξ(t) óäîâëåòâîðÿþò äâóì óñëîâèÿì:� íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðîöåññà ξ(t) �èêñèðîâàíà: t = 0, ξ(0) = 1 (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîâñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå çíà÷åíèÿ τ ïîëîæèòåëüíû);

t1 t2 tν0

1

�èñ. 2. Òðàåêòîðèÿ ÷èñòî ðàçðûâíîãî ïðîöåññà ξ(t): • � òî÷êà èñòèííîãî ñêà÷êà, ◦ � òî÷êè�èêòèâíûõ ñêà÷êîâ



Ê îáîñíîâàíèþ ìîäè�èêàöèè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ñå÷åíèÿ 17� ïðîöåññ èìååò ëèøü îäèí èñòèííûé ñêà÷îê; íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ìîìåíòà tν ýòîãî ñêà÷êà; ïîñëå íåãî ïðîöåññ ïðèìåò íóëåâîå çíà÷åíèå, ÷òîýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ {ξ(t) ≤ 0 ïðè t > tν}.Äàííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò óïðîñòèòü âèä óðàâíåíèÿ (8). Ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïå-ðåìåííûõ t, x, y â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòÿõ (8) è ïåðåïèøåì åãî â âèäå
∂F

∂τ
(0, 1; τ, 0) = −

0
∫

−∞

p(τ, z) dzF (0, 1; τ, z) +

∞
∫

−∞

p(τ, z)G(τ, z, 0) dzF (0, 1; τ, z).Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïðîöåññà ñîñòîèò èç òî÷åê 0 è 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè �èêñèðîâàí-íîì τ > 0 âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà dzF (0, 1; τ, z) ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæåñòâå {z = 0, 1}.Â ñèëó ýòîãî îáà èíòåãðàëà ïî ìåðå dzF (·) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñóìì, ïðè÷åì ïåð-âàÿ ñóììà ñîäåðæèò ëèøü îäíî ñëàãàåìîå. Îáîçíà÷èì êàê m(τ, z) âåðîÿòíîñòíóþ ìåðóòî÷åê {z}, (z = 0, 1). Òåïåðü óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä
∂F

∂τ
(0, 1; τ, 0) = − [ p(τ, 0) ·m(τ, 0)]+

+ [ p(τ, 1)G(τ, 1, 0) ·m(τ, 1) + p(τ, 0)G(τ, 0, 0) ·m(τ, 0)] . (9)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (8) îòíîñèòåëüíî �óíêöèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ ïðåîáðà-çîâàíî â óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé τ . Çäåñü ñëåäóåò òàêæåïðàâèëüíî çàäàòü �óíêöèè p(·), G(·) â ñîîòâåòñòâèè ñ öåëüþ, ïîñòàâëåííîé âûøå, èâû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ìåðû m(·) ÷åðåç çíà÷åíèÿ �óíêöèè F .2. Çàäàäèì �óíêöèþ p(τ, z), z = 1, 0, îòâå÷àþùóþ çà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõïðîìåæóòêîâ âðåìåíè (tk − tk−1) ìåæäó ìîìåíòàìè ñêà÷êîâ ïðîöåññà ξ(t) (�èêòèâíûõèëè èñòèííûõ). Îïðåäåëèì �óíêöèþ p(·) òàê, ÷òîáû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòåé (tk−tk−1)ñîâïàäàëè ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíîñòåé sk − sk−1 ≡ ∆ℓk.Ñîãëàñíî [6℄, îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(t, x, τ) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, îòïðàâëÿÿñü èç ñî-ñòîÿíèÿ x â ìîìåíò t, äî ìîìåíòà τ ïðîöåññ n ðàç èçìåíèò ñâîå ñîñòîÿíèå. Â ðàáîòå [6℄ïðèâåäåíû �îðìóëû äëÿ âñåõ n ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îò ìîìåíòà
t = tk äî ìîìåíòà τ ïðîöåññ íå ñîâåðøèò íè îäíîãî ñêà÷êà (n = 0), ðàâíà

p0(t, x, τ) = exp



−

τ
∫

t

p(u, x) du



 ,à âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ñêà÷êà â ïðîìåæóòêå (t, τ)

Pξ(τ) = 1− exp



−

τ
∫

t

p(u, x) du



 .Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òîïîñëå ìîìåíòà t ñêà÷îê ïðîèçîéäåò ðàíüøå ìîìåíòà τ , ðàâíà Pξ(τ). Äðóãèìè ñëîâàìè,
Pξ(τ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðâîãî (ïîñëå ìîìåíòà t) ñêà÷êà.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî [1�4℄, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé äëèíûïðîáåãà ∆ℓ äëÿ ÷àñòèöû, ñòàðòîâàâøåé â òî÷êå t, èìååò âèä

PΣ(τ) = 1− exp



−

τ
∫

t

Σ(u) du



 .



18 Â.Ñ. Àíòþ�ååâÎòëè÷èå ýòîé �îðìóëû îò ïðåäûäóùåé â òîì, ÷òî ëèøü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèòäðóãàÿ �óíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ìû õîòèì çàäàòü �óíêöèþ p(t, u) òàê, ÷òîáû ðàñïðåäå-ëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (tk− tk−1) è (sk−sk−1) ñîâïàäàëè. Ïîýòîìóïóñòü
p(t, u) ≡ Σ(u), u = 0, 1. (10)Â äàííîì ñëó÷àå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ è PΣ ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ

k ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû tk ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû sk. Èòàê, �óíêöèÿ
p(u, x) âûáðàíà òàê, ÷òî óñëîâèå 2 âûïîëíåíî.3. Äëÿ êàæäîãî ñêà÷êà ïðîöåññà �óíêöèÿ G(τ, z, y), z = 1, 0, îïðåäåëÿåò âåðîÿò-íîñòü ñîáûòèÿ, áóäåò ëè ýòîò ñêà÷îê èñòèííûì. Îïðåäåëèì G(·) òàê, ÷òîáû ðàñïðåäå-ëåíèå ìîìåíòà èñòèííîãî ñêà÷êà tν ñîâïàëî ñ ðàñïðåäåëåíèåì äëèíû èñòèííîãî ïðîáåãà÷àñòèöû sµ. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ G(τ, z, y) � ýòî (óñëîâíàÿ) âåðîÿò-íîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ñêà÷êà ïðîöåññ ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå {≤ y}. Íàñ èíòåðåñóåò ëèøüïåðåõîä ïðîöåññà â ñîñòîÿíèå 0, ïîýòîìó çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî àðãóìåíòà â ëåâîé ÷àñòè(8) ðàâíî 0. Ïåðåïèøåì ñîîòâåòñòâåííî âûðàæåíèå äëÿ G(τ, z, y) (çäåñü z = 0 èëè 1):

G(τ, z, y) = G(τ, z → 0) ≡ G(τ, z, 0).Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà (0 → 0) ðàâíà 1, òàê êàê ïðîöåññ, ïîïàâ â 0, îñòàåòñÿ òàì íàâñå-ãäà. Â òî æå âðåìÿ ñêà÷îê (1 → 0) ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó ðàññåÿíèþ ÷àñòèöû. Îäíàêîàêò èñòèííîãî ðàññåÿíèÿ ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ σ(t)/Σ(t) ≤ 1 (ñì. ï. 4 àëãîðèò-ìà ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ∆ℓ). Ïîýòîìó ñëåäóåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå G(·) ñëåäóþùèìîáðàçîì:
G(τ, z, 0) =







1, z = 0,
σ(t)

Σ(t)
, z = 1.

(11)Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû tν ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì sµ. Òàêèì îáðàçîì, �óíê-öèÿ G(τ, z, 0) âûáðàíà òàê, ÷òî óñëîâèå 3 âûïîëíåíî.Ó÷èòûâàÿ ï. 3 è 4 äëÿ p, G, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå
∂F

∂τ
(0, 1; τ, 0) = − [ Σ(τ) ·m(τ, 0)] +

[

Σ(τ) ·
σ(τ)

Σ(τ)
·m(τ, 1) + Σ(τ) · 1 ·m(τ, 0)

]

,èëè
∂F

∂τ
(0, 1; τ, 0) = − [ Σ(τ) ·m(τ, 0)] + [ σ(τ) ·m(τ, 1) + Σ(τ) ·m(τ, 0) ] ,èëè

∂F

∂τ
(0, 1; τ, 0) = σ(τ) ·m(τ, 1). (12)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, F (0, 1; τ, 0) = P (tν < τ), ò. å. F (0, 1; τ, 0) � èñêîìàÿ �óíê-öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû tν . Îáîçíà÷èì åå Φ(τ): Φ(τ) ≡ F (0, 1; τ, 0). Ìåðà m(τ, z)ñîñðåäîòî÷åíà íà ìíîæåñòâå {z = 0, 1} è ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé. Â ñèëó ýòîãî

m(τ, 0) +m(τ, 1) = 1, èëè m(τ, 1) = 1−m(τ, 0). (13)Ïî îïðåäåëåíèþ ìåðû Ñòèëòüåñà,
m(τ, 0) = lim

∆z→0
(F (0, 1; τ, 0)− F (0, 1; τ, 0−∆z) ) ≡ lim

∆z→0
( Φ(τ)− 0 ) = Φ(τ). (14)
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d

d τ
Φ(τ) = σ(τ) (1− Φ(τ)). (15)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà ξ(t),

Φ(0) = 0.Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (15) ñ ýòèì íà÷àëüíûìóñëîâèåì, íàõîäèì:
Φ(τ) = 1− exp



−

τ
∫

0

σ(u) du



 .Îòñþäà èñêîìàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû tν èìååò âèä
fσ(t) =

d

dt
Φ(t) = σ(t) exp



−

τ
∫

0

σ(u) du


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