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.ruÍà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîñòîÿííûì êîý��èöè-åíòîì îáñóæäàþòñÿ îáùèå ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè àäàïòèâíûõñåòîê è êîíñòðóèðîâàíèè äèâåðãåíòíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîí-íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû ïðèìåð ñõåìû ñ ïîëîæèòåëü-íûìè êîý��èöèåíòàìè, êîòîðàÿ íå ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,è ïðèìåð TVD-ñõåìû, óâåëè÷èâàþùåé êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, óðàâíå-íèå ïåðåíîñà, ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, ìîíîòîííàÿ ñõåìà, äèâåðãåíòíàÿ ñõåìà, àäàï-òèâíàÿ ñåòêà, ìåòîä ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ, ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ.ÂâåäåíèåÂ ñòàòüå Ñ.Ê. �îäóíîâà [1℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà
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∂t
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∂x
= 0, a = const, (1)íå ñóùåñòâóåò ñõåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü ÷èñ-ëåííîãî ðåøåíèÿ è èìåþùèõ âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Íàïðèìåð, ïðè èñïîëü-çîâàíèè ñõåìû Ëàêñà�Âåíäðî��à çàäàííàÿ ïðè t = 0 �ñòóïåíüêà� èñêàæàåòñÿ íà ñëå-äóþùèõ ñëîÿõ ïî âðåìåíè íå�èçè÷íûìè îñöèëëÿöèÿìè. Íî ñõåìó Ëàêñà�Âåíäðî��àìîæíî ìîäè�èöèðîâàòü òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà îáëàäàòü TVD-ñâîéñòâîì [2℄, à çíà÷èò,ñîõðàíÿëà ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû ìîíîòîíèçèðî-âàííîé ñõåìû óæå íå áóäóò ïîñòîÿííûìè, îíè ìîãóò çàâèñåòü îò ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èåãî ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ò. å. ìîäè�èöèðîâàííàÿ ñõåìà ñòàíåò íåëèíåéíîé. Ñòàí-äàðòíûé ñïîñîá ìîíîòîíèçàöèè ñõåìû Ëàêñà�Âåíäðî��à çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåêëþ÷å-íèè íà ïðîòèâîïîòî÷íóþ ñõåìó â òåõ óçëàõ ñåòêè, ãäå âîçíèêàåò óãðîçà ïîÿâëåíèÿ îñ-öèëëÿöèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â TVD-ñõåìàõ ïåðåêëþ÷åíèå ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþîãðàíè÷èòåëåé [3℄. Ñîâðåìåííûå TVD-ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè îñíîâà-íû íà òåõ èëè èíûõ ñïîñîáàõ ðåêîíñòðóêöèè çíà÷åíèé �óíêöèé íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ïîèõ çíà÷åíèÿì â öåíòðàõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê [4℄. Îòìåòèì, ÷òî èäåÿ ëîêàëüíîãî ïåðåêëþ÷å-íèÿ ñ îäíîé ñõåìû íà äðóãóþ ñ öåëüþ ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçîâàëàñü íàìíîãî ðàíüøå (ñì., íàïðèìåð, [5℄) Õàðòåíà [2℄.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-05-91052-ÍÖÍÈ) è Ñîâåòà ïîãðàíòàì Ïðåçèäåíòà �Ô ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �Ô (ãðàíò � ÍØ-6293.2012.9). 79



80 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. ØîêèíàÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîíîòîííûõ ðàç-íîñòíûõ ñõåì, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè èõ äè��åðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðèýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî òåì âîïðîñàì, êîòîðûå íå áûëè çàòðîíóòû â ïóáëèêà-öèÿõ [6 � 8℄, â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñî ñâîéñòâàìè ìîíîòîííîñòè è äèâåð-ãåíòíîñòè ñõåì íà ïîäâèæíûõ íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ, ñ ïîñòðîåíèåì ñåòîê, àäàïòèðó-þùèõñÿ ê ðàçðûâíûì ðåøåíèÿì, ñ ðàçðåøèìîñòüþ óðàâíåíèé äëÿ ñåòêè.Ìíîãèå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, äàþò íà ðàçðûâíûõðåøåíèÿõ îñöèëëèðóþùèå ïðî�èëè ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [9℄, ÷òî ìîæåò íåãàòèâíîñêàçàòüñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê: åñëè óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ,ðåãóëèðóþùàÿ ðàññòàíîâêó óçëîâ, çàâèñèò îò ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à îíè îñöèë-ëèðóþò, òî àäàïòèâíàÿ ñåòêà áóäåò èìåòü ÷åðåäîâàíèÿ äëèííûõ è êîðîòêèõ ÿ÷ååê, ÷òîïðèâåäåò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Îñöèëëèðîâàíèå ðàçíîñòíûõ ïðîèç-âîäíûõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü âûçâàíî, â ÷àñòíîñòè, è �íå�èçè÷íûì� ðîñòîìêîëè÷åñòâà ýêñòðåìóìîâ ðåøåíèÿ (äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè TVD-ñõåì) ïðè ïåðåõîäåñ îäíîãî øàãà ïî âðåìåíè íà äðóãîé. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðåçêèìèèçìåíåíèÿìè çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåé �óíêöèè, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðîöåäóðóíåÿâíîãî ñãëàæèâàíèÿ äàííîé �óíêöèè, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êîòîðîé â îêðåñòíîñòü ðàç-ðûâà ïîïàäàåò á�îëüøåå êîëè÷åñòâî óçëîâ è ïðîèñõîäèò ïëàâíîå èçìåíåíèå äëèí ñîñåä-íèõ ÿ÷ååê, ÷òî ñïîñîáñòâóåò ëó÷øåìó âîñïðîèçâåäåíèþ ðåøåíèé ñ ðàçðûâàìè.1. Ìîíîòîíèçàöèÿ ÿâíûõ ñõåì íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõÏðîäåìîíñòðèðóåì èäåþ íîâîãî ïîäõîäà ê ìîíîòîíèçàöèè ðàçíîñòíûõ ñõåì íà ÿâíîéñõåìå ïðåäèêòîð-êîððåêòîð [10, 11℄ äëÿ óðàâíåíèÿ (1):
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θ � ïàðàìåòð, ìåíÿþùèéñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îò óçëà ê óçëó è îò îäíîãî âðåìåíí�îãî ñëîÿê äðóãîìó. Íà øàãå �êîððåêòîð� âû÷èñëÿþòñÿ èñêîìûå âåëè÷èíû un+1
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Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 81ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè θ. Íàïðèìåð, ïðè θ ≡ 0 ñõåìà (3) ñîâïàäàåò ñî ñõåìîéËàêñà�Âåíäðî��à
un+1
j − un

j

τ
+ a

un
j+1/2 − un

j−1/2

h
− a2τ

2h

(

un
x,j+1/2 − un

x,j−1/2

)

= 0, (4)ïðè
θ ≡ θ0 =

1C − 1 > 0, (5)ãäå C � ÷èñëî Êóðàíòà, C = |a|æ < 1, æ =
τ

h
, (6)ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè

un+1
j − un

j

τ
+

a + |a|
2

un
x,j−1/2 +

a− |a|
2

un
x,j+1/2 = 0, (7)ïðè θ ≡ θL =

1

C2
− 1 > 0 � ñõåìà Ëàêñà

un+1
j −

1

2
(un

j+1 + un
j−1)

τ
+ a

un
j+1/2 − un

j−1/2

h
= 0, (8)ïðè θ ≡ −1 � àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíîé ðàçíîñòüþ

un+1
j − un

j

τ
+ a

un
j+1/2 − un

j−1/2

h
= 0.Çàìåòèì, ÷òî â êàíîíè÷åñêîé �îðìå (3) çàïèñûâàþòñÿ íå òîëüêî òðåõòî÷å÷íûå ñõå-ìû ñ ñèììåòðè÷íûì øàáëîíîì. Íàïðèìåð, ïðè a > 0 è

θnj+1/2 = θ0

(

1−
un
x,j−1/2

un
x,j+1/2

) (9)(3) ïåðåõîäèò â ïðîòèâîïîòî÷íóþ ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íà íåñèììåò-ðè÷íîì øàáëîíå
un+1
j − un

j

τ
+ a

3un
x,j−1/2 − un

x,j−3/2

2
=

a2τ

2

un
j − 2un

j−1 + un
j−2

h2
. (10)Âûáèðàÿ òî èëè èíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå ñõåìû ñ ðàçëè÷-íûìè ñâîéñòâàìè: ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, àáñîëþòíî èëè óñëîâíîàïïðîêñèìèðóþùèå, óñëîâíî óñòîé÷èâûå èëè àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâûå, ñîõðàíÿþùèåèëè íå ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Îñòàíîâèìñÿ çäåñü òîëüêî íàâîïðîñå î âëèÿíèè ïàðàìåòðà θ íà ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè äâóõñëîéíûõ ÿâíûõ ñõåì.



82 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. Øîêèíà1.2. Ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð θÑíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî ïàðàìåòðà θ = const. Òîãäà ñõåìà (3) ìîæåòáûòü çàïèñàíà â âèäå
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j+1 (11)ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè bα (α = −1, 0, 1)
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. (12)Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

θ ≥ 0, Ñ ≤ 1√
1 + θ

, (13)êîòîðûå ïðè óñëîâèè (6) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
0 ≤ θ ≤ θL. (14)Äëÿ ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìà è äîñòàòî÷íà [1℄ íåîò-ðèöàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ bα, ÷òî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ
θ0 ≤ θ ≤ θL. (15)Ïðè θ = const 6= 0 âñå ñõåìû (3) èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íà ãëàä-êèõ ðåøåíèÿõ, à åñëè ïàðàìåòð θ ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ìîíîòîííîñòè (15), òî îíèñîõðàíÿþò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, â ñõåìå Ëàêñà (θ = θL) êîý�-�èöèåíòû
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1 + aæ

2
, b−1 =

1− aæ

2ïðè óñëîâèè (6) ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó îíà ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ.Íà ðèñ. 1, a ïîêàçàíû ãðàíèöû èíòåðâàëà ìîíîòîííîñòè ñõåìû (3) è òî÷êè, ñîîòâåò-ñòâóþùèå ÷èñëó Êóðàíòà C = 0.8 è çíà÷åíèÿì θ = 0 (1), θ = θ0 (2), θ = θL (3). Íàðèñ. 1, á ïðèâåäåíû ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 10 äëÿ a = 1,äëèíû îáëàñòè l = 30, h = l/N , N = 150, è êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé �óíêöèè
u0(x) =

{

1 ïðè x ≤ x∗,
0 ïðè x > x∗,

0 < x∗ < l, (16)
x∗ = 10. Ïîñêîëüêó ñõåìà (3) íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå un+1

N â ñà-ìîì ïðàâîì óçëå ñåòêè xN = l, íåîáõîäèìî äëÿ ýòîãî óçëà èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíîåðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, íàïðèìåð ñõåìó âòîðîãî ïîðÿäêà (10).Èç ðèñ. 1, á âèäíî, ÷òî ñõåìà Ëàêñà�Âåíäðî��à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðàìåòðó θ = 0,íå ïðèíàäëåæàùåìó èíòåðâàëó ìîíîòîííîñòè (15), äàåò îñöèëëèðóþùèé ïðî�èëü 1.Ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà è ñõåìà Ëàêñà, êîòîðûì îòâå÷àþò òî÷êè, ëåæàùèå íà íèæíåé
θ = θ0 è âåðõíåé θ = θL ãðàíèöàõ èíòåðâàëà ìîíîòîííîñòè, äàþò ñîîòâåòñòâåííî ìî-íîòîííûå ïðî�èëè 2 è 3. Ïðè ýòîì ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî ñõåìå Ëàêñà,èìååò îñöèëëèðóþùèå ïðî�èëè ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîñêîëüêó äàííàÿ ñõåìà íåÿâëÿåòñÿ �ñèëüíî� ìîíîòîííîé [9℄.
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a á�èñ. 1. Îáëàñòü ìîíîòîííîñòè ñõåìû (3) (a); ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t = 10 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ (á)Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñõåìà íå ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, òî ýòîíå îçíà÷àåò, ÷òî îíà âñå ìîíîòîííûå �óíêöèè ïåðåâîäèò â íåìîíîòîííûå. Âîçüìåì,íàïðèìåð, ñõåìó Ëàêñà�Âåíäðî��à (4), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé, ñîõðàíÿþùåéìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõíà n-ì ñëîå ïî âðåìåíè �óíêöèé un

j ,
un
x,j+1/2 ≥ 0, ∀j, (17)óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè âñåõ j óñëîâèþ

sun
x̄x,j ≤ 0, (18)ãäå

s = sgn a, un
x̄x,j =

un
x,j+1/2 − un

x,j−1/2

h
.Ïðåäñòàâèì ñõåìó (4) â ñëåäóþùåì âèäå:

un+1
j = un

j −
aτ

2

(

un
x,j+1/2 + un

x,j−1/2

)

+
a2τ 2

2
un
x̄x,j.Çàïèñàâ àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ óçëà xj+1 è âû÷òÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî èç âòîðîãî,ïîëó÷èì âûðàæåíèå

un+1
x,j+1/2 = un

x,j+1/2 +
|a|τ
2

[

(sC − 1) sun
x̄x,j+1 − (sC + 1) sun

x̄x,j

]

,èç êîòîðîãî â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (18) è îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî Êóðàíòà (6) ñëåäóåò,÷òî ñâîéñòâî ìîíîòîííîãî âîçðàñòàíèÿ (17) ñîõðàíèòñÿ è íà (n + 1)-ì ñëîå ïî âðåìåíèäëÿ âñåõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (18). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè a > 0ñõåìà Ëàêñà�Âåíäðî��à ñîõðàíÿåò íà (n + 1)-ì ñëîå ïî âðåìåíè ìîíîòîííîñòü âñåõ



84 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. Øîêèíàìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ �óíêöèé, âûïóêëûõ ââåðõ (un
x̄x ≤ 0), è ìîíîòîííî óáûâàþùèõ�óíêöèé, âûïóêëûõ âíèç (un

x̄x ≥ 0), à ïðè a < 0 � íàîáîðîò: ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ�óíêöèé � âûïóêëûõ âíèç, ìîíîòîííî óáûâàþùèõ � âûïóêëûõ ââåðõ.Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ñâÿçè äèñïåðñèè ñõåìû ñî ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ìî-íîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ îñöèëëÿöèé ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû, òî èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü âîïðîñ îâûáîðå òàêîãî ïàðàìåòðà θ, ïðè êîòîðîì äèñïåðñèÿ ñõåìû áóäåò ïî-âîçìîæíîñòè ìèíè-ìàëüíîé. Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì âòîðîå äè��åðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå ñõåìû (3)
∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= c2

∂2u

∂x2
+ c3

∂3u

∂x3
, (19)ãäå

c2 =
a2τ

2
θ, c3 =

ah2

6

(

a2æ2(3θ + 1)− 1
)

. (20)Îòñóòñòâèå äèñïåðñèè â ðåøåíèè âòîðîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçìîæíîòîëüêî ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà c3 [12℄, ò. å. ïðè
θ = θ∗ =

θL
3
. (21)Íàçîâåì ñõåìó (3) ñ ïàðàìåòðîì θ = θ∗ �áåçäèñïåðñèîííîé�. Îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

un+1
j − 1

6
(un

j+1 + 4un
j + un

j−1)

τ
+ a

un
j+1/2 − un

j−1/2

h
− a2τ

3
un
x̄x,j = 0. (22)Íà ðèñ. 1, á ïðî�èëü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïî ñõåìå (22), ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷-êå 4 íà ðèñ. 1, à, èçîáðàæåí ëèíèåé 4. Âèäíî, ÷òî îñöèëëÿöèè îòñóòñòâóþò. Òåì íåìåíåå ýòî ïðèìåð ñõåìû, êîòîðàÿ, íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå äèñïåðñèè âî âòîðîì äè��å-ðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè, íå ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî ïðè a > 0 êîý��èöèåíòû ñõåìû (22) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷èñëî Êóðàíòàïî �îðìóëàì

b−1 =
2C2 + 3C + 1

6
, b1 =

2C2 − 3C+ 1

6
, b0 =

2(1− C2)

3
.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÷èñëà Êóðàíòà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

0.5 < C < 1. (23)Òîãäà b1 > 0, b0 > 0, íî b−1 < 0, îòêóäà ñëåäóåò [1℄, ÷òî �áåçäèñïåðñèîííàÿ� ñõåìà íåîáëàäàåò ñâîéñòâîì ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé íà ãðà�èêå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 4 (ñì. ðèñ. 1, á) îáúÿñíÿ-åòñÿ òåì, ÷òî ñõåìà (22), êàê ëþáàÿ ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, îáëàäàåòçíà÷èòåëüíîé äèññèïàöèåé (îäíàêî ì�åíüøåé, ÷åì ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà), ïîýòîìó âîç-íèêàþùèå â íà÷àëå ðàñ÷åòà íåìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûñòðî ïîäàâëÿþòñÿáëàãîäàðÿ äåéñòâèþ äèññèïàòèâíûõ ìåõàíèçìîâ ñõåìû.Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé ïðèìåð âîçíèêíîâåíèÿ îñöèëëÿöèé â ÷èñëåííîì ðåøåíèè ïðèèñïîëüçîâàíèè �áåçäèñïåðñèîííîé� ñõåìû. Âîçüìåì ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþ
un
j =

{

0, åñëè j < 0,
1, åñëè j ≥ 0,

(24)
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un+1
j =















0, åñëè j ≤ −2,
b1, åñëè j = −1,
b0 + b1, åñëè j = 0,
1, åñëè j ≥ 1.

(25)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a > 0 è äëÿ ÷èñëà Êóðàíòà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (23). Òîãäà
b1 =

(C− 1/2)(C− 1)

3
< 0, 0 < b0 + b1 =

(1− C)(C+ 5/2)

3
< 1,Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà (n + 1)-ì ñëîå ðåøåíèå ñòàëî íåìîíîòîííûì ñ îäíèì ñòðîãèìëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â óçëå ñ íîìåðîì j = −1.Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðè îòñóòñòâèè äèñïåðñèè â ðåøåíèè âòîðîãî äè��åðåíöè-àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñõåìà ìîæåò íå ñîõðàíÿòü ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ â äè��åðåíöèàëüíûõïðèáëèæåíèÿõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.1.3. �Êâàçèïîñòîÿííûé� ïàðàìåòð θÅñëè ïàðàìåòð θ ÿâëÿåòñÿ �êâàçèïîñòîÿííûì�, ò. å. íå çàâèñèò îò x è t, íî çàâèñèò îòøàãîâ h è τ òàê, ÷òî θ = O(h) (èëè θ = O(τ)), òî êîý��èöèåíòû ñõåìû (3) áóäóò çàâè-ñåòü òîëüêî îò øàãîâ ñåòêè. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (15) è θ = O(h) ≥ 0 ïîðÿäîêàïïðîêñèìàöèè ñõåìû (3) áóäåò âòîðîé, è îíà áóäåò ñîõðàíÿòü ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííî-ãî ðåøåíèÿ [6℄. Òåì íå ìåíåå â äàííîì ñëó÷àå ñõåìà èìååò ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê,çàêëþ÷àþùèéñÿ â òîì, ÷òî ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè äëÿ ñîõðàíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêààïïðîêñèìàöèè (÷òîáû ïðè h → 0 θ → 0) è ìîíîòîííîñòè ðàñ÷åò ïðèõîäèòñÿ âåñòèñ ÷èñëàìè C, áëèçêèìè ê åäèíèöå, ïðè ýòîì ÷åì ìåëü÷å ñåòêà, òåì áëèæå ê åäèíèöåäîëæíî áûòü ÷èñëî Êóðàíòà, ïîñêîëüêó èç íåðàâåíñòâà (15) ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ

1

1 + θ
≤ C ≤ 1√

1 + θ
.ßñíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òàêîå æåñòêîå óñëîâèå âûïîëíèòü íå óäàñò-ñÿ, ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ðàñ÷åò îáû÷íî ïðîèçâîäèòñÿ ñ òàêèìè ÷èñëàìè Êóðàíòà,êîòîðûå ñ íåêîòîðûì çàïàñîì óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè.1.4. Ïåðåìåííûé ïàðàìåòð θÂ ðàáîòàõ [6, 7℄ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïåðåìåííîãî íåîòðèöàòåëüíî-ãî ïàðàìåòðà θ = O(h) ñõåìà âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè (3) ìîæåò ñîõðàíÿòüìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ Êóðàíòà, ïîä÷èíÿþùèõñÿ óñëîâèþ (6). Äëÿâûáîðà θ èñïîëüçîâàëîñü ïåðâîå äè��åðåíöèàëüíîå ïðèáëèæåíèå (ï.ä.ï.) ñõåìû (3)

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
=

a2τ

2

∂

∂x

(

θ
∂u

∂x

)

+
ah2

6

(

a2æ2 − 1
) ∂3u

∂x3
, (26)è ïàðàìåòð θ ïîäáèðàëñÿ òàê, ÷òîáû äèññèïàòèâíûé ÷ëåí ï.ä.ï. ëèáî ÷àñòè÷íî èëè ïîë-íîñòüþ êîìïåíñèðîâàë äèñïåðñèîííûé ÷ëåí, ëèáî äàâàë òàêîé âêëàä â ï.ä.ï., êîòîðûé



86 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. Øîêèíàïðèâîäèò ê ñìåíå çíàêà êîý��èöèåíòà ïðè òðåòüåé ïðîèçâîäíîé. Â ðåçóëüòàòå áûëàïîëó÷åíà [7℄ ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:
θnj+1/2 =















0 ïðè ∣

∣un
x,j+1/2

∣

∣ ≤
∣

∣un
x,j+1/2−s

∣

∣ è un
x,j+1/2u

n
x,j+1/2−s ≥ 0,

θ
(

1− ξnj+1/2

) ïðè ∣

∣un
x,j+1/2

∣

∣ >
∣

∣un
x,j+1/2−s

∣

∣ è un
x,j+1/2u

n
x,j+1/2−s ≥ 0,

θ ïðè un
x,j+1/2u

n
x,j+1/2−s < 0,

(27)ãäå θ = 
onst > 0, s = sgn a, ξnj+1/2 = un
x,j+1/2−s/u

n
x,j+1/2.Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ îá èñïîëüçîâàíèè ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà θ. Ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè �îðìóëû (27) ñõåìà (3) ñòàíîâèòñÿ ñõåìîé ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè. Íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñõåì ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìèóñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè êîý��èöèåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñîõðàíå-íèÿ ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ: êîý��èöèåíòû ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè,íî ñõåìà íå áóäåò ñîõðàíÿòü ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Ïóñòü ðåøàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ

ut + a(x)ux = 0,ãäå a(x) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ: 0 < a(x) < 1è a′ > 0. �àññìîòðèì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñõåìó ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè
un+1
j − 1

2

(

un
j+1 + un

j−1

)

τ
+ aj

un
j+1 − un

j−1

2h
= 0, (28)ãäå aj = a(xj), xj � óçåë ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Âûïèñàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîìñõåìû Ëàêñà (8), êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî j âûïîëíåíî óñëîâèå

æaj < 1, (29)ãàðàíòèðóþùåå óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (28) â ðàâíîìåðíîé íîðìå ïî íà÷àëüíûì äàííûì.Çàïèøåì ñõåìó (28) â âèäå
un+1
j = b−1,ju

n
j−1 + b0,ju

n
j + b1,ju

n
j+1, (30)ãäå

b−1,j =
1 + æaj

2
> 0, b0,j = 0, b1,j =

1− æaj
2

> 0.Çäåñü êîý��èöèåíòû ñíàáæåíû äîïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì j, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿïåðåìåííûìè è èçìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî óçëà ê äðóãîìó.Â ñèëó óñëîâèÿ (29) êîý��èöèåíòû b±1,j ïîëîæèòåëüíû, îäíàêî ñõåìà (28) íå ñî-õðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Òàê, èñïîëüçóÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ�óíêöèþ (24), ïîëó÷èì, ÷òî íà (n+ 1)-ì ñëîå ïî âðåìåíè
un+1
j =















0, åñëè j ≤ −2,
b1,−1, åñëè j = −1,
b1,0, åñëè j = 0,
1, åñëè j ≥ 1.
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j íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé.Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñõåì ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìèíåîáõîäèìû äðóãèå ïðèçíàêè ìîíîòîííîñòè, ïîñêîëüêó ïðèçíàê ìîíîòîííîñòè bα ≥ 0,èñïîëüçóåìûé äëÿ ñõåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, â äàííîì ñëó÷àå íåïðèãîäåí.Äëÿ ñõåì ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [7℄.Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîý��èöèåíòû ðàçíîñòíîé ñõåìû (30) óäîâëåòâîðÿþò â êàæ-äîì óçëå xj ðàâåíñòâó

b−1,j + b0,j + b1,j = 1.Òîãäà âûïîëíåíèå ïðè âñåõ j óñëîâèé
b±1,j ≥ 0, b−1,j + b1,j−1 ≤ 1íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñõåìà (30) ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè ñîõðàíÿëà ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.�àíåå íà ïðèìåðå �áåçäèñïåðñèîííîé� ñõåìû áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíàëèç äè��åðåí-öèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íå äàåò ïîëíîé èí�îðìàöèè î ñâîéñòâàõ ñõåìû è ïðè îòñóò-ñòâèè äèñïåðñèè â ðåøåíèè âòîðîãî äè��åðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçìîæíî íàðó-øåíèå ìîíîòîííîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó âûáîð �îðìóëû (27) äëÿ ïåðå-ìåííîãî ïàðàìåòðà θ òàêæå áûë îñíîâàí íà àíàëèçå äè��åðåíöèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ìîíîòîííîñòè òðåáóåò ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà. Äëÿ ýòîãî ìîæíîèñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå [8℄, ñëåäóþùåå èç òåîðåìû 1.Òåîðåìà 2. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (6) è

θ0 ≤ θ ≤ 2

3
θLäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû 
õåìà (3) ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì (27) ñîõðàíÿëà ìî-íîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìíîãî ïàðàìåòðà (27) ñ ïîñòîÿííîé θ = θ0 ñõåìàïðåäèêòîð-êîððåêòîð (3) ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ TVD-ñõåìó Õàðòåíà [2℄. Âñå èçâåñòíûåè øèðîêî èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå TVD-ñõåìû òàêæå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâåàíàëèçà ï.ä.ï. ñõåìû (3) êàê íà ðàâíîìåðíûõ, òàê è íà ïîäâèæíûõ íåðàâíîìåðíûõñåòêàõ.2. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ñõåì íà ïîäâèæíûõ ñåòêàõÒî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò çàìåòíî âîçðàñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè àäàï-òèâíûõ ñåòîê, îäíàêî ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñõåì íà àäàïòèâíûõ ñåòêàõ âîçíèêàåò ìíîãîïðîáëåì. Íåêîòîðûå èç ïîñëåäíèõ áóäóò ðàññìîòðåíû â íàñòîÿùåì ðàçäåëå.2.1. Cõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð íà íåðàâíîìåðíîé ïîäâèæíîé ñåòêåCõåìà ïðåäèêòîð-êîððåêòîð, àïïðîêñèìèðóþùàÿ óðàâíåíèå (1) íà íåðàâíîìåðíîé ïî-äâèæíîé ñåòêå, èìååò âèä

v∗j+1/2 − vnj+1/2

τ ∗j+1/2

+
( ā

J
vq

)n

j+1/2
= 0,

(Jv)n+1
j − (Jv)nj

τ
+

(ānv∗)j+1/2 − (ānv∗)j−1/2

h
= 0, (31)
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vnj+1/2 =

vnj+1 + vnj
2

, ā = a− xt, xn
t,j+1/2 =

xn
t,j + xn

t,j+1

2
, xn

t,j =
xn+1
j − xn

j

τ
, (32)

Jn
j+1/2 = xn

q,j+1/2 =
xn
j+1 − xn

j

h
, Jn

j =
Jn
j+1/2 + Jn

j−1/2

2
= xn

q,j =
xn
j+1 − xn

j−1

2h
. (33)Çäåñü h = 1/N � øàã ðàâíîìåðíîé ñåòêè Q̄h, ïîêðûâàþùåé åäèíè÷íûé îòðåçîê Q̄ =

[0, 1], xn
j � óçëû íåðàâíîìåðíîé ïîäâèæíîé ñåòêè íà îòðåçêå Ω̄ = [0, l], ïðè ýòîìóçëû xn

j ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè óçëîâ qj ∈ Q̄h ïðè íåêîòîðîì ãëàäêîì íåâûðîæäåííîìïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò
x = x(q, t), (34)

x(0, t) = 0, x(1, t) = l, (35)â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþùèì Q̄ íà Ω̄, J = xq > 0 �ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, xt � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ óçëîâ, v(q, t) = u(x(q, t), t).Àíàëîãîì �îðìóëû (3) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàïèñü ñõåìû (31) â îäíîøàãîâîì âà-ðèàíòå:
(Jv)n+1

j − (Jv)nj
τ

+
(āv)nj+1/2 − (āv)nj−1/2

h
−

− τ

2h

[

(

(1 + θ)
ā2

J
vq

)n

j+1/2

−
(

(1 + θ)
ā2

J
vq

)n

j−1/2

]

= 0. (36)Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (36) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà çàìîðàæèâàíèÿ êîý��èöè-åíòîâ [13℄ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:
θnj+1/2 ≥ 0, max

j=0,...,N−1

(√
1 + θ C)n

j+1/2
≤ 1, (37)ãäå Cn

j+1/2 � ÷èñëî Êóðàíòà íà ïîäâèæíîé ñåòêå, ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåííûìíåðàâåíñòâî âèäà (6): Cn
j+1/2 = æ

( |ā|
J

)n

j+1/2
< 1. (38)Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêè ñõåìà (36) ñîâïàäàåò ñ (3), à óñëîâèÿ (37)ïåðåõîäÿò ïðè θ = const â óêàçàííûå ðàíåå óñëîâèÿ (14).Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñõåìà (36) ñîõðàíÿëà ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, äîñòàòî÷-íî [6℄ èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé ïàðàìåòð:

θnj+1/2 =















0 ïðè ∣

∣g̃nj+1/2

∣

∣ ≤
∣

∣g̃nj+1/2−s

∣

∣ è g̃nj+1/2 · g̃nj+1/2−s ≥ 0,
(

θ0(1− ξ)
)n

j+1/2
ïðè ∣

∣g̃nj+1/2

∣

∣ >
∣

∣g̃nj+1/2−s

∣

∣ è g̃nj+1/2 · g̃nj+1/2−s ≥ 0,

θn0,j+1/2 ïðè g̃nj+1/2 · g̃nj+1/2−s < 0,

(39)ãäå
s = sgn ānj+1/2, θn0,j+1/2 =

1Cn
j+1/2

− 1,

g̃nj+1/2 =
(

|ā|(1− C)vq)nj+1/2
, ξnj+1/2 =

g̃nj+1/2−s

g̃nj+1/2

. (40)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî ïàðàìåòðà (39) óñëîâèÿ (37) âûïîëíÿþòñÿäëÿ âñåõ ÷èñåë Êóðàíòà (38), à íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå �îðìóëû (39) è (27) ñîâïàäàþò.



Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 892.2. �åîìåòðè÷åñêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿÏîêàæåì, ÷òî �îðìóëû âû÷èñëåíèÿ ÿêîáèàíà è ñêîðîñòè óçëîâ äîëæíû áûòü ñòðîãîñîãëàñîâàííûìè. Ïóñòü hn
j+1/2 � øàã ñåòêè ìåæäó óçëàìè xn

j è xn
j+1, hn+1

j+1/2 � òàêîé æåøàã íà (n+1)-ì ñëîå, hn+1
j+1/2 = xn+1

j+1−xn+1
j . Åñëè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ j-ãî è (j+1)-ãî óçëîâíà îòðåçêå âðåìåíè [tn, tn+1] îáîçíà÷èòü ÷åðåç cj è cj+1 ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîëîæåíèåóçëîâ íà íîâîì âðåìåíí�îì ñëîå áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëàìè

xn+1
j = xn

j + τcj , xn+1
j+1 = xn

j+1 + τcj+1,âñëåäñòâèå ÷åãî ñ íåîáõîäèìîñòüþ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî
hn+1
j+1/2 = hn

j+1/2 + τ (cj+1 − cj) , (41)êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ÿ÷åéêà íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå ïî-ëîæåíèåì íà òåêóùåì ñëîå è ñêîðîñòÿìè äâèæåíèÿ ãðàíèö. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (41)íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ [14, 15℄.Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî hn
j+1/2 = hJn

j+1/2, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè �îð-ìóë (32), (33) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÿêîáèàíà è ñêîðîñòåé óçëîâ ãåîìåòðè÷åñêèé çàêîí (41)âûïîëíÿåòñÿ è ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ÿêîáèàíà îòîá-ðàæåíèÿ (34):
Jn+1
j+1/2 − Jn

j+1/2

τ
−

xn
t,j+1 − xn

t,j

h
= 0. (42)Ñïðàâåäëèâî òàêæå òîæäåñòâî

Jn+1
j − Jn

j

τ
−

xn
t,j+1/2 − xn

t,j−1/2

h
= 0. (43)Âûïîëíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñî-ãëàñîâàííîñòè ðàçíîñòíûõ �îðìóë, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì õàðàêòåðèñòèê ïîäâèæ-íîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, è îçíà÷àåò íå òîëüêî ñîãëàñîâàííîñòü ðàçíîñòíûõ �îðìóëäëÿ ÿêîáèàíà è ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ óçëîâ, íî è ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî ðàçíîñòíàÿ ñõå-ìà (31), êàê è äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), èìååò â êà÷åñòâå ñâîåãî òî÷íîãî ðå-øåíèÿ ïîñòîÿííóþ �óíêöèþ, ÷òî îòâå÷àåò îáùåìó òðåáîâàíèþ î ñîõðàíåíèè ðàçíîñò-íîé ñõåìîé êàê ìîæíî á�îëüøåãî ÷èñëà ñâîéñòâ àïïðîêñèìèðóåìîãî äè��åðåíöèàëüíîãîóðàâíåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åíèå ñîãëàñîâàííûõ ðàçíîñòíûõ �îðìóë â ìíîãîìåðíûõçàäà÷àõ [9℄ óæå íå òàê òðèâèàëüíî, êàê â ðàññìîòðåííîì îäíîìåðíîì ñëó÷àå.2.3. Î äèâåðãåíòíûõ ñõåìàõ íà ïîäâèæíîé ñåòêåÈçâåñòíî [16℄, ÷òî íà ðàçðûâíûõ ðåøåíèÿõ íåäèâåðãåíòíûå ñõåìû ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ,ïîýòîìó ñâîéñòâî äèâåðãåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îáùèõ òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõê ðàçíîñòíûì ñõåìàì. Õîòÿ íà øàãå ïðåäèêòîð ñõåìû (31) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íåäèâåð-ãåíòíàÿ �îðìà óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (1), çàïèñàííîãî â íîâûõ ïåðåìåííûõ

vt +
ā

J
vq = 0, (44)äèâåðãåíòíîñòü ñõåìû äîñòèãàåòñÿ íà øàãå êîððåêòîð â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè óðàâ-íåíèÿ ïåðåíîñà â äèâåðãåíòíîé �îðìå

(Jv)t + (āv)q = 0. (45)



90 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. ØîêèíàÏîêàæåì, ïðîñòîå ðåøåíèå âîïðîñà î ïîñòðîåíèè ëþáûõ ÿâíûõ äâóõñëîéíûõ äè-âåðãåíòíûõ ñõåì íà ïîäâèæíîé ñåòêå. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, àíàëîã ïðîòèâîïîòî÷íîéñõåìû (7) íà ïîäâèæíîé ñåòêå. Åñëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé îäíîøàãîâîé ñõåìû èñïîëüçî-âàòü àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (44) 
 îäíîñòîðîííèìè ðàçíîñòÿìè, íàïðàâëåíèå êîòî-ðûõ îïðåäåëÿåòñÿ â êàæäîì óçëå ñåòêè çíàêîì âåëè÷èíû ā, òî âðÿä ëè ñòîèò îæèäàòü,÷òî ïîëó÷åííàÿ ñõåìà áóäåò äèâåðãåíòíîé. Ïîýòîìó ïîñòóïèì òàê æå, êàê â ñëó÷àå ðàâ-íîìåðíûõ ñåòîê, à èìåííî, äèâåðãåíòíûå ñõåìû áóäåì ïîëó÷àòü íà îñíîâå äèâåðãåíòíîéêàíîíè÷åñêîé �îðìû (36), âûáèðàÿ ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ. Íàïðèìåð, ñî-ãëàñíî (5) ïðîòèâîïîòî÷íóþ ñõåìó íà ïîäâèæíîé ñåòêå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (36), çàäàâ
θnj+1/2 = θn0,j+1/2. (46)Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû (46) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé äèâåðãåíòíîé �îðìå ïðîòèâîïî-òî÷íîé ñõåìû:

(Jv)n+1
j − (Jv)nj

τ
+

1

h

[

(

āv − h

2
|ā|vq

)n

j+1/2

−
(

āv − h

2
|ā|vq

)n

j−1/2

]

= 0. (47)Ïóòåì ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåìà (47) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â áîëåå �ïðè-âû÷íîì� âèäå (7). Òàê, ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðèâîäèò êçàïèñè ñõåìû ÷åðåç îäíîñòîðîííèå ðàçíîñòè
(Jv)n+1

j − (Jv)nj
τ

+

(

ā + |ā|
2

vq

)n

j−1/2

+

(

ā− |ā|
2

vq

)n

j+1/2

− vnj
xn
t,j+1/2 − xn

t,j−1/2

h
= 0,à ãåîìåòðè÷åñêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ (43) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â ïðîèçâîäíîé ïî âðå-ìåíè çíà÷åíèå ÿêîáèàíà òîëüêî ñ îäíîãî ñëîÿ ïî âðåìåíè

(Jv)nj = Jn+1
j vnj − τvnj

xn
t,j+1/2 − xn

t,j−1/2

h
, (48)÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé �îðìå çàïèñè ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìû (47):

vn+1
j − vnj

τ
+

1

Jn+1
j

[

(

ā+ |ā|
2

vq

)n

j−1/2

+

(

ā− |ā|
2

vq

)n

j+1/2

]

= 0. (49)Ïðîòèâîïîòî÷íàÿ ñõåìà (49) àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå (44) ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì, à íàðàâíîìåðíîé ñåòêå îíà ïåðåõîäèò â ñõåìó (7).Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü äèâåðãåíòíóþ ïðîòèâîïîòî÷íóþ ñõåìó âòîðîãî ïî-ðÿäêà. �àäè ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ā > 0, è â ñîîòâåòñòâèè ñ�îðìóëîé (9) âûáåðåì ïàðàìåòð θ â ñëó÷àå ïîäâèæíîé ñåòêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
θnj+1/2 = θn0,j+1/2

(

1−
g̃nj−1/2

g̃nj+1/2

)

. (50)Òîãäà
(

(1 + θ)
ā2

J
vq

)n

j+1/2

=
1

æ

[

(āvq)
n
j+1/2 − (āvq)

n
j−1/2 +

(

ā2æ

J
vq

)n

j−1/2

]



Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 91è ñõåìà (36) ñòàíîâèòñÿ äèâåðãåíòíîé ïðîòèâîïîòî÷íîé ñõåìîé âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîê-ñèìàöèè
(Jv)n+1

j − (Jv)nj
τ

+
(āv)nj+1/2 − (āv)nj−1/2

h
− h

2

[

(āvq)
n
j+1/2 − (āvq)

n
j−1/2

h
−

−
(āvq)

n
j−1/2 − (āvq)

n
j−3/2

h

]

− τ

2h

[

(

ā2

J
vq

)n

j−1/2

−
(

ā2

J
vq

)n

j−3/2

]

= 0. (51)Íåäèâåðãåíòíóþ �îðìó ýòîé ñõåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(Jv)n+1

j − (Jv)nj
τ

+
ānj+1/2 − ānj−1/2

h
vnj +

3

2
(āvq)

n
j−1/2 −

1

2
(āvq)

n
j−3/2−

− τ

2h

[

(

ā2

J
vq

)n

j−1/2

−
(

ā2

J
vq

)n

j−3/2

]

= 0,èëè, ñ ó÷åòîì �îðìóëû (48), êàê
vn+1
j − vnj

τ
+

1

Jn+1
j

{

3

2
(āvq)

n
j−1/2 −

1

2
(āvq)

n
j−3/2−

− τ

2h

[

(

ā2

J
vq

)n

j−1/2

−
(

ā2

J
vq

)n

j−3/2

]}

= 0. (52)Íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñõåìà (52) ïåðåõîäèò â (10).Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð (31) �îðìóëà âèäà (52) ïðèìåíÿ-åòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåäîñòàþùåãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ �óíêöèè vn+1. Íàïðèìåð,ïðè a > 0 êðàåâîå óñëîâèå u(0, t) = µ0(t) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàåòñÿ â òî÷êå x = 0è vn+1
0 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì µ0(t

n+1). Âî âíóòðåííèõ óçëàõ xn+1
j (j = 1, . . . , N − 1) çíà-÷åíèÿ vn+1

j îïðåäåëÿþòñÿ íà øàãå êîððåêòîð (31), à â ãðàíè÷íîì óçëå xn+1
N = l � ïî�îðìóëå (52).3. Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ñåòîê,àäàïòèðóþùèõñÿ ê ðàçðûâíûì ðåøåíèÿìÏðè ðàñ÷åòå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé íà ïîäâèæíûõ ñåòêàõ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûåñ ðàçðåøèìîñòüþ óðàâíåíèé äëÿ ñåòêè è ñ àäàïòàöèåé ñåòêè ê ðàçðûâíîìó ðåøåíèþ.×àñòî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñåòêè íå ïîçâîëÿåò ñîñðåäîòî÷èòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî óçëîâñåòêè â çîíàõ ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþùèå îñöèë-ëÿöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ îñöèëëÿöèé çíà÷åíèé �óíêöèè,óïðàâëÿþùåé ïëîòíîñòüþ ðàçìåùåíèÿ óçëîâ, îñîáåííî åñëè â ýòîé �óíêöèè èñïîëüçó-þòñÿ ðàçíîñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íàëè÷èå îñöèëëÿöèé â óïðàâëÿþùåé�óíêöèè ïðèâîäèò ê íåìîíîòîííîìó èçìåíåíèþ äëèí ñîñåäíèõ ÿ÷ååê: ïðîèñõîäèò ÷åðå-äîâàíèå äëèííûõ è êîðîòêèõ ÿ÷ååê ñåòêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîíèæàåòñÿ òî÷íîñòü ðàñ-÷åòà. Íåêîòîðûå èç óêàçàííûõ îñîáåííîñòåé êîíñòðóèðîâàíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê äëÿðàçðûâíûõ ðåøåíèé áóäóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íèæå íà ïðèìåðå ìåòîäà ýêâèðàñïðå-äåëåíèÿ.



92 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. Øîêèíà3.1. Ìåòîä ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåðàâíîìåðíûõ ñåòîêÂ ìåòîäå ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèå (34) ïðè t = 0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèåóðàâíåíèÿ
(w(x, 0)xq)q = 0, (53)óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì (35). Çäåñü w(x, t)� çàäàííàÿ óïðàâëÿþùàÿ �óíê-öèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíà çàäàíà â âèäå

w(x, t) = 1 + α1|ux(x, t)|, (54)è íà n-ì âðåìåíí�îì ñëîå èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ñåòî÷íûé àíàëîã ýòîé �óíêöèè:
wn

j+1/2 = 1 + α1

∣

∣

∣

∣

∣

vnj+1 − vnj
hn
j+1/2

∣

∣

∣

∣

∣

, j = 0, . . . , N − 1. (55)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò x0
j óçëîâ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè íà íà÷àëüíîì ñëîå ïîâðåìåíè èñïîëüçóåòñÿ êàêîé-ëèáî èòåðàöèîííûé ìåòîä (â íàñòîÿùåé ðàáîòå � ìåòîäïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) ïîèñêà ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû

1

h

(

w0
j+1/2

x0
j+1 − x0

j

h
− w0

j−1/2

x0
j − x0

j−1

h

)

= 0, j = 1, . . . , N − 1, x0
0 = 0, x0

N = l, (56)àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷ó (53), (35). Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàçíîñòíîé çàäà÷è (56)óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ
w0

j+1/2

x0
j+1 − x0

j

h
= Ch = 
onst, j = 0, ..., N − 1, (57)ãäå Ch =

N−1
∑

j=0

(wh)0j+1/2 . (58)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåòêà xn
j íà n-îì ñëîå ïî âðåìåíè ïîñòðîåíà è íà íåé âû÷èñëåíîðåøåíèå vnj . Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò xn+1

j íà íîâîì âðåìåíí�îì ñëîå èñïîëüçóåòñÿêîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ
(w(x, t)xq)q = βxt, (59)ãäå β � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà óìåíüøåíèå îñöèëëÿöèé òðàåêòîðèéóçëîâ.Äàëåå íà ïðèìåðå ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé ñåòêè áóäóò îòìå÷åíû òðóäíîñòè, âîçíè-êàþùèå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ â ñëó÷àå ðàçðûâíîé íà÷àëüíîé�óíêöèè u0(x).3.2. Ïðèìåð ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì äëèí ÿ÷ååê â îêðåñòíîñòè ðàçðûâàÏðè èñïîëüçîâàíèè íà÷àëüíîé �óíêöèè (16) óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ (55) ïðèíèìàåòçíà÷åíèå 1 âî âñåõ ÿ÷åéêàõ, êðîìå ÿ÷åéêè [xk0 , xk0+1], â êîòîðóþ ïîïàäàåò òî÷êà ðàçðûâà

x∗, òî÷íåå, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî xk0 ≤ x∗ < xk0+1:
wj+1/2 =











1 ïðè 0 ≤ j ≤ k0 − 1,

1 +
α1

xk0+1 − xk0

ïðè j = k0,

1 ïðè k0 < j ≤ N − 1.

(60)



Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 93Ïîñòðîåííàÿ ïðè t = 0 íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ýêâèðàñïðåäå-ëåíèÿ (57) ñ ïîñòîÿííîé (58) Ch = l + α1, (61)ò. å. äëÿ øàãîâ ñåòêè èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:
hj+1/2 = xj+1 − xj =

{

hCh ïðè j 6= k0,
hCh − α1 ïðè j = k0.

(62)Âèäíî, ÷òî âñå ÿ÷åéêè ñåòêè, êðîìå îäíîé, èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó hCh = ∆x + hα1,íåñêîëüêî á�îëüøóþ äëèíû ∆x = l/N ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì óçëîâ.ß÷åéêà æå [xk0 , xk0+1] èìååò äëèíó ìåíüøóþ ∆x, à èìåííî, hk0+1/2 = ∆x − (1 − h)α1.Óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèå α1, ìîæíî ñäåëàòü äëèíó ÿ÷åéêè [xk0 , xk0+1] ñêîëü óãîäíî ìàëîé,íî òåì íå ìåíåå ïîëó÷àþùàÿñÿ ñåòêà ñòàíåò íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé â ñèëó òîãî, ÷òîÿ÷åéêè, ñîñåäíèå ñ ðàññìàòðèâàåìîé, áóäóò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü åå ïî äëèíå. Òàêèìîáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå óïðàâëÿþùåé �óíêöèè (55) âåäåò ê íàðóøåíèþ óñëîâèÿ ïëàâ-íîãî èçìåíåíèÿ äëèí ñîñåäíèõ ÿ÷ååê ñåòêè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå íà àäàïòèâíîé ñåòêå.Îòìåòèì, ÷òî èç òðåáîâàíèÿ xk0 < xk0+1 âûòåêàåò îãðàíè÷åíèå íà ïàðàìåòð α1:
α1 <

l

N − 1
. (63)Ïðè íàðóøåíèè óñëîâèÿ (63), ò. å. ïðè îáðàùåíèè íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâî, ÿ÷åéêà

[xk0 , xk0+1] âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó.3.3. Ïðèìåð ñ îòñóòñòâèåì ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è (56)Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è (56) ñ óïðàâëÿþùåé �óíêöèåé (60) ìîæåòíå ñóùåñòâîâàòü äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (63). Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (56), (60)ñóùåñòâóåò, òî êîîðäèíàòû óçëîâ íåðàâíîìåðíîé ñåòêè, ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé �îðìóëå(62), âû÷èñëÿþòñÿ òàê:
xj =











j

N
(l + α1) ïðè j ≤ k0,

j

N
(l + α1)− α1 ïðè j ≥ k0 + 1.Â ñèëó ýòîãî óñëîâèå xk0 ≤ x∗ < xk0+1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

k0
N

(l + α1) ≤ x∗ <
k0 + 1

N
(l + α1)− α1.Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k0, 0 ≤ k0 ≤ N − 1, óäîâëåòâîðÿþùååíåðàâåíñòâàì

(x∗ + α1)N

l + α1
− 1 < k0 ≤

x∗N

l + α1
.Ïóñòü l = 1 è x∗ = 0.5. Òîãäà ÷èñëî k0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

(1 + 2α)N

2(1 + α)
− 1 < k0 ≤

N

2(1 + α)
.
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0 < α1 <

1

N − 1ïîëó÷àåì, ÷òî
N

2
− 1 < k0 <

N

2
. (64)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè ÷åòíûõ N íå ñóùåñòâóåò öåëîãî ÷èñëà k0, óäîâëåòâîðÿþùåãîóñëîâèþ (64), ñëåäîâàòåëüíî, è íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ çàäà÷è (56), (60).3.4. Îñöèëëèðîâàíèå óïðàâëÿþùåé �óíêöèèÍåêîòîðûå ñõåìû, ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ìîãóò äàâàòü îñ-öèëëèðóþùèå ïðî�èëè ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [9℄, ÷òî ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçàòüñÿïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà àäàïòèâíûõ ñåòîê: åñëè óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ, íàïðèìåðâèäà (55), çàâèñèò îò ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à îíè îñöèëëèðóþò, òî àäàïòèâíàÿ ñåò-êà áóäåò èìåòü ÷åðåäîâàíèÿ äëèííûõ è êîðîòêèõ ÿ÷ååê, ÷òî â èòîãå ïðèâåäåò ê ïîòåðåòî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.Îñöèëëèðîâàíèå ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü âûçâà-íî, â ÷àñòíîñòè, è ðîñòîì êîëè÷åñòâà ýêñòðåìóìîâ ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî øàãà ïî âðåìå-íè íà äðóãîé. ×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ìíåíèå, ÷òî TVD-ñõåìû íå ìîãóò óâåëè÷èâàòü êîëè÷å-ñòâî ýêñòðåìóìîâ. Íà ïðèìåðå ñõåìû ïðåäèêòîð-êîððåêòîð (2) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��è-öèåíòàìè (12) ïîêàæåì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî ÷òî îíà ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ â îáëàñòè ìîíîòîííîñòè θ ∈ [θ0, θL] è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ TVD-ñõåìîé ïåðâîãîïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè, êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ íà ñëåäóþùåìøàãå, åñëè θ ∈ (θs, θL], ãäå

θs = θ0 +
2

3
(θL − θ0) . (65)Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñåòî÷íóþ �óíêöèþ ñ îäíèì ýêñòðåìóìîì � ìàêñèìóìîì â óçëåñ íîìåðîì j = 0:

un
j =

{

0, åñëè j 6= 0,
1, åñëè j = 0,

(66)è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà (n+ 1)-ì âðåìåííîì ñëîå:
un+1
j =























0, åñëè j ≤ −2,
b1, åñëè j = −1,
b0, åñëè j = 0,
b−1, åñëè j = 1,
0, åñëè j ≥ 2.

(67)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè θ ∈ (θs, θL] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
b0 < min {b−1, b1} ,îçíà÷àþùåå, ÷òî �óíêöèÿ (67) èìååò áîëüøåå un êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ: äâà ëîêàëü-íûõ ìàêñèìóìà è îäèí ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðîñò êîëè÷åñòâàýêñòðåìóìîâ, ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ íå ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ, ïîñêîëüêóïðè θ ∈ (θs, θL] âñå ðàññìàòðèâàåìûå ñõåìû îáëàäàþò TVD-ñâîéñòâîì:

TV (un+1) =

∞
∑

j=−∞

|un+1
j+1 − un+1

j | = 2 (b−1 + b1 − b0) = 2− 4b0 ≤ 2 = TV (un).



Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 95Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñõåìû Ëàêñà (θL > θs) �ñòóïåíüêà�(24) îñòàíåòñÿ ìîíîòîííîé íà (n+ 1)-ì øàãå, à ïðîèçâîäíàÿ
un
x,j+1/2 =

{

0, åñëè j 6= −1,
1/h, åñëè j = −1,

(68)ñ îäíèì ýêñòðåìóìîì ïåðåéäåò â �óíêöèþ
un+1
x,j+1/2 =























0, åñëè j ≤ −3,
(1− aæ) /2h, åñëè j = −2,
0, åñëè j = −1,
(1 + aæ) /2h, åñëè j = 0,
0, åñëè j ≥ 1

(69)ñ òðåìÿ ýêñòðåìóìàìè (äâóìÿ ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè è îäíèì ëîêàëüíûì ìèíèìó-ìîì).Èòàê, ïàðàìåòð θs, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà 5 íà ðèñ. 1, a, äåëèò ñõåìû ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ñîõðàíÿþùèå ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, íà äâàïîäìíîæåñòâà: êîëè÷åñòâî ñòðîãèõ ýêñòðåìóìîâ �óíêöèè (66) îñòàåòñÿ ïðåæíèì ïðè
θ ∈ [θ0, θs) è âîçðàñòàåò ïðè θ ∈ (θs, θL]. Çíà÷åíèå θ = θs ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì: êîëè÷å-ñòâî ýêñòðåìóìîâ íå óâåëè÷èâàåòñÿ, íî îíè ñòàíîâÿòñÿ íåñòðîãèìè è êàæäûé ðàçìûâà-åòñÿ íà òðè óçëà (un+1

−1 = un+1
0 = un+1

1 ).3.5. Ñãëàæèâàíèå óïðàâëÿþùåé �óíêöèèÄëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ïðîáëåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ñãëàæèâàíèå óïðàâ-ëÿþùåé �óíêöèè. Ïðè ñãëàæèâàíèè �óíêöèè w â îáëàñòü ðàçðûâà ïîïàäàåò á�îëüøååêîëè÷åñòâî óçëîâ è ïðîèñõîäèò ïëàâíîå èçìåíåíèå äëèí ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ÷òî ïîçâîëÿåòëó÷øå âîñïðîèçâîäèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Êðîìå òîãî, ðàñøèðÿåòñÿ äèàïàçîí äîïóñòè-ìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà α1 èç �îðìóëû (55).Êàê ïîêàçàëè ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, õîðîøèå ðåçóëüòàòû äàåò íåÿâíàÿïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ [17℄
wj+1/2 = wj+1/2 − σwj+1/2 +

σ

2
(wj−1/2 + wj+3/2), j = 1, . . . , N − 2, (70)ãäå σ � ïðîèçâîëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð, ïðè j = 0 è j = N − 1 ïîëàãàåòñÿ

w = w.3.6. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÍà ðèñ. 2, a ïðèâåäåíû ïðî�èëè 1, 2 ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ðàçðûâíîé íà÷àëüíîé�óíêöèåé (16), ïîëó÷åííûå ïî ñõåìå ïðåäèêòîð-êîððåêòîð ñ ïðèìåíåíèåì îïèñàííîéïðîöåäóðû ìîíîòîíèçàöèè. �ðà�èêè ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòó âðåìåíè t = 10 è ïîëó÷å-íû ïðè a = 1, äëèíå îáëàñòè l = 30 è ÷èñëå óçëîâ N = 150. �àñ÷åò íà àäàïòèâíîé ñåòêå(ðèñ. 2, á) âûïîëíÿëñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëÿþùåé �óíêöèè (55) ñ êîý��èöèåíòîì
α1 = 10, ïðè β = 150, σ = 100. Âèäíî, ÷òî îñöèëëÿöèè â ïðî�èëÿõ ðåøåíèÿ îòñóòñòâó-þò è ðåøåíèå 2 íà àäàïòèâíîé ñåòêå àïïðîêñèìèðóåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ëó÷øåðåøåíèÿ 1 íà ðàâíîìåðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêå. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà ìîíîòîíèçàöèèïðèâîäèò ê ëó÷øåìó îïèñàíèþ ðàçðûâà äàæå íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ïî ñðàâíåíèþ ñ



96 �.Ñ. Õàêèìçÿíîâ, Í.Þ. Øîêèíàðåçóëüòàòîì 3, ïîëó÷åííûì ïî ñàìîé ëó÷øåé èç ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 1.2 �áåçäèñ-ïåðñèîííîé� ñõåìå (22).Íà ðèñ. 3, a ïðèâåäåíû ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 3 íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ òî÷íûì ðåøåíèåì
u(x, t) = e−25(x−x0−at)2 . (71)Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåðøèíà âîëíû (71) ðàñïîëàãàëàñü â òî÷êå x0 = 1. Çíà-÷åíèÿ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ áûëè ñëåäóþùèìè: a = 1, l = 5, N = 150. Àäàïòèâíàÿ ñåòêàíà ðèñ. 3, á ñòðîèëàñü ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùåé �óíêöèè

wn
j+1/2 = 1 + α0

∣

∣vnj+1/2

∣

∣ , j = 0, . . . , N − 1, (72)

a á�èñ. 2. Ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (a) è òðàåêòîðèè óçëîâ àäàïòèâíîé ñåòêè (á) â çàäà÷åñ ðàçðûâíîé íà÷àëüíîé �óíêöèåé

a á�èñ. 3. Ïðî�èëè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (a) è òðàåêòîðèè óçëîâ àäàïòèâíîé ñåòêè (á) â çàäà÷åñ ãëàäêîé íà÷àëüíîé �óíêöèåé



Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ î ñõåìàõ, ñîõðàíÿþùèõ ìîíîòîííîñòü... 97ïðè ýòîì ïîëàãàëîñü α0 = 20, β = 20, σ = 10. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü ñõåìàïðåäèêòîð-êîððåêòîð ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì θ. Âèäíî, ÷òî ðåøåíèå 2 íà àäàïòèâíîéñåòêå âèçóàëüíî íåîòëè÷èìî îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ è èìååò íåñîìíåííîå ïðåèìóùåñòâî ïîòî÷íîñòè ïåðåä ðåøåíèåì 1, ïîëó÷åííûì íà ðàâíîìåðíîé íåïîäâèæíîé ñåòêå.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîöåäóðà ìîíîòîíèçàöèè ÿâíûõ äâóõñëîéíûõ ñõåì ñ ïîìîùüþñïåöèàëüíîãî ñõåìíîãî ïàðàìåòðà, âûáîð êîòîðîãî îñíîâûâàåòñÿ íà èññëåäîâàíèè äè�-�åðåíöèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñõåì. Ïîäðîáíî èçó÷åí âîïðîñ î âëèÿíèè ïîñòîÿííîãî,�êâàçèïîñòîÿííîãî� è ïåðåìåííîãî ñõåìíîãî ïàðàìåòðà íà ìîíîòîííîñòü äâóõñëîéíûõðàçíîñòíûõ ñõåì. Äëÿ ïîñòîÿííîãî ñõåìíîãî ïàðàìåòðà ïîñòðîåí ïðèìåð ñõåìû ñ îò-ñóòñòâèåì äèñïåðñèè â ðåøåíèè âòîðîãî äè��åðåíöèàëüíîì ïðèáëèæåíèè, íî íå ñî-õðàíÿþùåé ìîíîòîííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåí ïðèìåð ñõåìíîãî ïàðàìåòðà,ïðè êîòîðîì ÿâíàÿ äâóõñëîéíàÿ ñõåìà íà ïîäâèæíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ÿâëÿåòñÿìîíîòîííîé. Ïîêàçàíà ñâÿçü ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìàöèè ÿêîáèàíà è ñêîðîñòåé äâè-æåíèÿ óçëîâ ñåòêè ñ ãåîìåòðè÷åñêèì çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä êïîñòðîåíèþ äèâåðãåíòíûõ ñõåì íà ïîäâèæíûõ ñåòêàõ.Êðîìå òîãî, àâòîðàìè èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ñåòîê, àäàïòèðóþùèõ-ñÿ ê ðàçðûâíûì ðåøåíèÿì. Íåêîòîðûå èç ýòèõ îñîáåííîñòåé ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íàïðèìåðå ìåòîäà ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ñâÿçàííûå ñ ðàçðåøèìîñòüþóðàâíåíèé äëÿ ñåòêè è êà÷åñòâîì àäàïòàöèè ñåòêè ê ðåøåíèþ. Íà ïðèìåðå ñõåìûïðåäèêòîð-êîððåêòîð ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ïîêàçàíî, ÷òî TVD-ñõåìû ìîãóòóâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî ýêñòðåìóìîâ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿàäàïòèâíûõ ñåòîê ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñãëàæèâàíèå óïðàâëÿþùåé �óíêöèè, ïðèêîòîðîì â îáëàñòü ðàçðûâà ïîïàäàåò á�îëüøåå êîëè÷åñòâî óçëîâ è ïðîèñõîäèò ïëàâíîåèçìåíåíèå äëèí ñîñåäíèõ ÿ÷ååê, ÷òî ïîçâîëÿåò ëó÷øå âîñïðîèçâîäèòü ðàçðûâíîå ðå-øåíèå çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà àäàïòèâíûõñåòîê.Ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåì ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì è àäàïòèâ-íûõ ñåòîê ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîñòî-ÿííûì êîý��èöèåíòîì, îäíàêî îíè îáîáùàþòñÿ è íà äðóãèå çàäà÷è. Òàê, ïðåäëîæåííûéïîäõîä ìîíîòîíèçàöèè áûë ïðèìåíåí äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿíåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà è îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû [18℄, â òîì ÷èñëåäëÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ íàêàòà-îòêàòà êàê íà ðàâíîìåðíûõ, òàê è íà ïîäâèæíûõ íåðàâ-íîìåðíûõ ñåòêàõ [19℄. Êðîìå òîãî ïðåäëîæåííàÿ òåõíîëîãèÿ ìîíîòîíèçàöèè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ îáîáùåíà äëÿ çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè è òðàíñ�îðìàöèè ïîâåðõíîñòíûõ âîëíâ ðàìêàõ ïëàíîâîé ìîäåëè ìåëêîé âîäû [20℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �îäóíîâ Ñ.Ê. �àçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðàñ÷¼òà ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèéãèäðîäèíàìèêè // Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. 1959. Ò. 47. Ñ. 271�306.[2℄ Harten A. High resolution s
hemes for hyperboli
 
onservation laws // J. of Comput. Phys.1983. Vol. 49. P. 357�393.
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