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3Íîâîñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àðõèòåêòóðíî-ñòðîèòåëüíûé óíèâåðñèòåò,�îññèÿe-mail: gavand�yandex.ru, valery.rudyak�mail.ruÏðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà óñòàíîâèâøèõñÿ ëàìèíàðíûõ òå÷å-íèé íåíüþòîíîâñêèõ âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ æèäêîñòåé â êîëüöåâûõ êàíàëàõ ñ ýêñ-öåíòðèñèòåòîì è âðàùåíèåì âíóòðåííåãî öèëèíäðà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäåêîíòðîëüíîãî îáúåìà äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè è SIMPLE-ïðîöåäóðå äëÿ ñâÿ-çè ïîëåé äàâëåíèÿ è ñêîðîñòè. �ðàäèåíò äàâëåíèÿ âäîëü òå÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçèíòåãðàëüíîãî áàëàíñà ñèë. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè æèäêîñòåéñ ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìîíîòîííîé ðåãóëÿðèçàöèè. Àëãî-ðèòì ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü äàííûé êëàññ òå÷åíèé â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèéïàðàìåòðîâ êîëüöåâîãî êàíàëà è ðåæèìîâ òå÷åíèÿ. Ïðèâåäåíû äåòàëè ðåàëèçàöèèè ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé ÷èñëåííîé ìåòîäèêè. Äëÿ ðÿäà òå÷åíèéâ êîëüöåâîì çàçîðå ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìèàíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè èëè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Âî âñåõ ðàññìîò-ðåííûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ òåñòîâûìè äàííûìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíòðîëüíîãî îáúåìà, SIMPLE-ïðîöåäóðà, íåíüþòîíîâ-ñêàÿ æèäêîñòü, ëàìèíàðíîå òå÷åíèå.ÂâåäåíèåÒå÷åíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êàíàëàõ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè-÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ: â òåïëîîáìåííèêàõ, ïîäøèïíèêàõ ñêîëüæåíèÿ, öåíòðè�óãàõ, âíåêîòîðûõ âèäàõ ìèêñåðîâ, ïðè áóðåíèè ñêâàæèí è ò. ä. Ëàìèíàðíîå òå÷åíèå â êîíöåí-òðè÷åñêîì êàíàëå äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøå-íèåì [1℄. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ òå÷åíèåì â êàíàëå ñ ýêñöåíòðè-ñèòåòîì, à âíóòðåííÿÿ (èëè âíåøíÿÿ) òðóáà ìîæåò âðàùàòüñÿ. Ýòî ñóùåñòâåííî óñëîæ-íÿåò çàäà÷ó îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ïîìèìî îáû÷íîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòèâ òàêîì êàíàëå ìîãóò èìåòü ìåñòî òå÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé. Âîâñåõ òàêèõ ñëó÷àÿõ óäîâëåòâîðèòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è íå ñóùåñòâó-åò. Íî ïîñêîëüêó àêòóàëüíîñòü ýòîé çàäà÷è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíîâûñîêà, òî â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå äëÿ åå ðåøåíèÿ áûëî ðàçâèòî íåñêîëüêî ÷èñëåííûõìåòîäîâ [2�4℄. Àëãîðèòì äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, îñíîâàííûé íàìåòîäå êîíòðîëüíîãî îáúåìà, ïðåäëîæåí è àâòîðàìè äàííîé ðàáîòû [5℄.44



Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé 45Ïåðâûå äàííûå î ñâîéñòâàõ òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé â êàíàëàõ ñ ýêñ-öåíòðèñèòåòîì ïîÿâèëèñü ëèøü â 1980-õ ãîäàõ. Íàèáîëüøèé óñïåõ ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåìòå÷åíèé òàê íàçûâàåìûõ ñòåïåííûõ æèäêîñòåé (ñì., íàïðèìåð, [6�8℄ è öèòèðóåìóþ òàìëèòåðàòóðó). Â ðàáîòå [8℄ ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç íåñêîëüêèõ �îðìóë, ïðåäëî-æåííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàäåíèÿ äàâëåíèÿ â òàêèõ êàíàëàõ. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ïðî-àíàëèçèðîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïàäåíèå äàâëåíèÿ, � íåóäà÷íû. Áîëååóñïåøíîé áûëà êîððåëÿöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â [9℄. Åå òî÷íîñòü ñîñòàâëÿåò 10�15%. Îä-íàêî è îíà ðàáîòàåò ëèøü ïðè èíäåêñàõ æèäêîñòè n ≥ 0.4 è â îãðàíè÷åííîì äèàïàçîíåîòíîøåíèé ðàäèóñîâ âíåøíåé è âíóòðåííåé òðóá. Ñàìûå ïîëíûå è ïîñëåäîâàòåëüíûå÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ òå÷åíèÿ ñòåïåííîé æèäêîñòè â ýêñöåíòðè÷íîì êàíàëå ïðî-âåäåíû â [10℄, ãäå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ñòåïåííûõ æèäêîñòåé, ÷èñåëÒåéëîðà è �åéíîëüäñà.Äëÿ æèäêîñòåé Áèíãàìà âïëîòü äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âîîáùå îòñóòñòâîâàëè äàí-íûå î òå÷åíèè â ýêñöåíòðè÷íîì êàíàëå, òåì áîëåå ñ âðàùåíèåì. Íåêîòîðûå ýêñïåðèìåí-òàëüíûå ðåçóëüòàòû ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå [10℄ (ñì. òàêæå öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó).Â [11℄ ñäåëàíà ïîïûòêà ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàïîðíîì òå÷åíèè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãîâàðèàöèîííîãî ìåòîäà. Ïî÷òè òàêàÿ æå êàðòèíà õàðàêòåðíà äëÿ æèäêîñòåé Õåðøå-ëÿ�Áàëêëè, çäåñü ìîæíî óêàçàòü ëèøü ðàáîòó [12℄. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿíåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé ñâÿçàíà ãëàâíûì îáðàçîì ñ äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè: çàâè-ñèìîñòüþ êîý��èöèåíòà ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè îò ñêîðîñòè ñäâèãà è íàëè÷èåì ïðå-äåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Ýòî íå ïîçâîëÿåò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåïîñðåäñòâåííî èñïîëü-çîâàòü àëãîðèòìû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé, â÷àñòíîñòè, àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [5℄. Íåîáõîäèìà åãî ìîäè�èêàöèÿ. �àçðàáîòêàòàêîé ìîäè�èêàöèè àëãîðèòìà [5℄ è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü�àññìàòðèâàåòñÿ èçîòåðìè÷åñêîå ëàìèíàðíîå ïîëíîñòüþ ðàçâèòîå ñòàöèîíàðíîå òå÷å-íèå íåñæèìàåìîé íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ è çàäàííûì ðàñ-õîäîì Q. Â ýòîé ïîñòàíîâêå òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè ãèäðîäè-íàìèêè:
∇ · ρv = 0, ∇ · ρvv = −∇p +∇ ·T, (1)ãäå ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, v � âåêòîð ñêîðîñòè, p � äàâëåíèå, T � òåíçîð âÿçêèõíàïðÿæåíèé, êîòîðûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèåì T = µeD, ãäå ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò âÿçêîñòè æèäêîñòè µe çàâèñèòîò ñêîðîñòè ñäâèãà γ̇:

µe = µe(γ̇), γ̇ =

√
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2
D ·D, D ≡ Dij =

∂vi
∂xj

+
∂vj
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.Äàëåå ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå íåíüþòîíîâñêèå æèäêîñòè: æèäêîñòè ñî ñòåïåí-íûì ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì (ñòåïåííûå æèäêîñòè), µe = kγ̇n−1, æèäêîñòè Áèíãàìà,
µe = (τ0+kγ̇)γ̇−1, æèäêîñòè Õåðøåëÿ�Áàëêëè, µe = (τ0+kγ̇n)γ̇−1, è æèäêîñòè �îáåðò-ñîíà�Ñòè��à, µe = (τ0 + µγ̇)nγ̇−1. Çäåñü τ0 � ïðåäåë òåêó÷åñòè âÿçêîïëàñòè÷åñêîéæèäêîñòè. Íèæå îïðåäåëåííîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé ñðåäà âåäåò ñåáÿêàê òâåðäîå òåëî, âûøå � êàê íåñæèìàåìàÿ âÿçêàÿ æèäêîñòü. n è k � ïàðàìåòðû ðåî-ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé.



46 A.A. �àâðèëîâ, À.Â. Ìèíàêîâ, A.A. Äåêòåðåâ, Â.ß. �óäÿê�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöåâîé êàíàë, îáðàçîâàííûé äâóìÿ ãëàä-êèìè ïðÿìûìè òðóáàìè êðóãëîãî ñå÷åíèÿ. �àäèóñ âíóòðåííåé òðóáû R1, âíåøíåé R2.Îñü âíóòðåííåé òðóáû ìîæåò áûòü ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî îñè âíåøíåé òðóáû íà âåëè-÷èíó ∆R, îïðåäåëÿþùóþ ýêñöåíòðèñèòåò. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèåýêñöåíòðèñèòåòà: e = ∆R/(R2 − R1). Âíóòðåííÿÿ òðóáà ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåéîñè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòü ω. Íà ïîâåðõíîñòÿõ öèëèíäðîâ âûïîëíÿþòñÿ îáû÷-íûå óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ. Òå÷åíèå æèäêîñòè â êîëüöåâîì êàíàëå â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèòîò ïÿòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ: îòíîøåíèÿ ðàäèóñîâ Θ = R1/R2, ýêñöåíòðèñèòåòà e,ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n, ÷èñëà Áèíãàìà Bn = τ0/(kΓ̇
n), îòíîøåíèÿ âðàùàòåëüíîãî ÷èñëà�åéíîëüäñà Rer ê àêñèàëüíîìó Re. Çäåñü ââåäåíà õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ñäâèãà
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,à óêàçàííûå ÷èñëà �åéíîëüäñà îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìèRer = ρωR1 (R2 − R1)

kΓ̇n−1
, Re = 2ρ (R2 −R1)U

kΓ̇n−1
,ãäå ñðåäíåìàññîâàÿ ñêîðîñòü U = Q/(ρS) (Q � ðàñõîä æèäêîñòè), S � ïëîùàäü ïîïå-ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà.Â ïðèëîæåíèÿõ ïåðâûå òðè ïàðàìåòðà îáû÷íî èçìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

0.1 ≤ Θ ≤ 0.99, 0 ≤ e < 1, 0 ≤ Bn < 18000. Â îòñóòñòâèè âðàùåíèÿ âíóòðåííåãî öèëèí-äðà ïðè çíà÷åíèÿõ Θ áëèçêèõ ê åäèíèöå äàííîå òå÷åíèå áëèçêî ê ïëîñêîìó òå÷åíèþÏóàçåéëÿ. Îñíîâíûì èíòåãðàëüíûì ðåçóëüòàòîì ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíûéãðàäèåíò äàâëåíèÿ ∂p/∂z, áåçðàçìåðíûé ïåðåïàä äàâëåíèÿ ââîäèòñÿ ÷èñëîì
faRe = 2
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.2. Àëãîðèòì è åãî ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ×èñëåííûé ìåòîä, ðàçâèâàåìûé â äàííîé ðàáîòå, îñíîâàí íà ìåòîäå êîíòðîëüíîãî îáú-åìà. Äåòàëè åãî ðåàëèçàöèè äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé íüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé ïîäðîáíîîïèñàíû â [5℄. Çäåñü îòìå÷àþòñÿ òîëüêî íàèáîëåå ïðèíöèïèàëüíûå ìîìåíòû è ñïåöè-�è÷åñêèå ÷åðòû àëãîðèòìà, îáóñëîâëåííûå íåíüþòîíîâñêîé ðåîëîãèåé æèäêîñòè è ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ.Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé âÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäû ñâÿçà-íà ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñèíãóëÿðíîñòè â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå ñêîðîñòü äå�îðìàöèè ðàâíàíóëþ. Äëÿ âÿçêîïëàñòè÷åñêèõ æèäêîñòåé ñ íåíóëåâûì ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì τ0 âîáëàñòè òå÷åíèÿ |T| < τ0 (îáëàñòü òâåðäîãî òåëà) ñêîðîñòü ñäâèãà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, âñèëó ÷åãî ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. ×òîáû ïðåîäî-ëåòü äàííóþ òðóäíîñòü, èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ðåãóëÿðèçàöèè èñõîäíûõ ðåîëîãè÷åñêèõìîäåëåé. Ïðîñòåéøàÿ èç íèõ ñîñòîèò â èñêóññòâåííîì îãðàíè÷åíèè ý��åêòèâíîé âÿç-êîñòè æèäêîñòè â îáëàñòè �òâåðäîòåëüíîãî� òå÷åíèÿ |T| < τ0 íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîéâåëè÷èíîé µemax = max(µe, µemax). Îäíàêî òî÷íîñòü ïîëó÷àþùåãîñÿ àëãîðèòìà â îáùåìñëó÷àå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà âåëè÷èíû µemax. Çàíèæåííîå çíà÷åíèå µemax ïðè-âîäèò ê èñêóññòâåííîìó óìåíüøåíèþ îáëàñòè êàíàëà, çàíÿòîé òâåðäûì òåëîì. Ñ äðóãîé



Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé 47ñòîðîíû, âûáîð çàâåäîìî çàâûøåííîãî çíà÷åíèÿ µemax ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ñêîðîñòüñõîäèìîñòè çàäà÷è. Ïîäîáðàòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå µemax äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõçàäà÷ íå óäàåòñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äàííûé ìåòîä ïðè ñîçäàíèè óíèâåðñàëüíîãî àëãî-ðèòìà íåïðèåìëåì.Âòîðîé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Ïàïàíàñòàñèî [13℄, çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè âû-ðàæåíèÿ äëÿ ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè íåêîòîðûì ñãëàæåííûì âûðàæåíèåì. Òàê, íàïðè-ìåð, äëÿ æèäêîñòè Áèíãàìà âìåñòî âûðàæåíèÿ µe = (τ0+kγ̇n)γ̇−1 ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå:
µe =

[

kγ̇n + τ0
(

1− exp(−mγ̇n/Γ̇
)]

γ̇−1, (2)êîòîðîå ïðè ñòðåìëåíèè γ̇ ê íóëþ ïîçâîëÿåò îãðàíè÷èòü ý��åêòèâíóþ âÿçêîñòü. Ýêñïî-íåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü m äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì (÷àùå âñåãî åãî çíà÷åíèåêîëåáëåòñÿ îò 100 äî 3000).Êîíå÷íî, ïîñëåäíèé ïîäõîä òàêæå èìååò ñâîè íåäîñòàòêè, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíîîòìåòèòü ïðîáëåìó îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö æåñòêèõ çîí â ïîòîêå è ïëîõóþ îáóñëîâëåí-íîñòü ìàòðèö äèñêðåòèçèðîâàííûõ ñèñòåì. Ïîñëåäíåå ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ ðåãóëÿ-ðèçàöèè óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùèõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé [14℄.Âìåñòå ñ òåì ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè îòëè÷àåòñÿ ïðîñòîòîé â ðåàëèçàöèè è åãî äîñòàòî÷-íî óñïåøíî ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ïðè ðàçðàáîòêå àë-ãîðèòìà, îïèñûâàåìîãî â äàííîé ñòàòüå, èñïîëüçóåòñÿ èìåííî ýòîò ìåòîä. Íèæå áóäåòïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ âåëè÷èíû êîý�-�èöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè.Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòàíîâèâøååñÿ òå÷åíèå â êàíàëå ñ ïîñòîÿííîé ãåîìåò-ðèåé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè çàäàííîì ðàñõîäå, òî äëÿ åãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíîèñïîëüçîâàòü ìåòîä ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [15℄. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòìñëåäóåò òðàäèöèîííîé �îðìóëèðîâêå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ñîñòîèò ââûäåëåíèè èç ïîëÿ äàâëåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé. Îáû÷íî ïàäåíèå äàâëåíèÿìåæäó âõîäíûì è âûõîäíûì ñå÷åíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñ÷åòà ïî-ïðàâêè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, îñíîâàííîãî íà óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà çàäàííîãî ðàñõîäà.Â íàøåì àëãîðèòìå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçèíòåãðàëüíîãî áàëàíñà ñèë.Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ â öèëèíäðè÷åñêîì çàçîðå ïðèìåíÿåòñÿ îäíîáëî÷íàÿñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, ïîñòðîåííàÿ â îðòîãîíàëüíîé áèïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ â àçèìóòàëüíîì íàïðàâëåíèè.Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíîå ñãóùåíèå ñåòêè ê ãðàíèöàì êàíàëà.Ñåòêà èìååò îäèí ñëîé êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ â íàïðàâëåíèè òå÷åíèÿ (âäîëü îñè z).Èñïîëüçîâàíèå îäíîãî ñëîÿ ÿ÷ååê îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîëåâûõ âåëè÷èí ïî
z, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1), â òîì ÷èñëå è ïîëÿäàâëåíèÿ, ðàâíû íóëþ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äàâëåíèÿ ïîñëåäíåå ðàçáèâàåòñÿ íà äâåñîñòàâëÿþùèå: p = p1 + p2. Ïåðâàÿ p1 âû÷èñëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãîSIMPLE-ïîäîáíîãî àëãîðèòìà è èìååò íóëåâîé ãðàäèåíò ïî z, ò. å. p1 = p1(x, y), ãäå
x, y � ïëîñêîñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà. Âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ p2ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé è çàâèñèò òîëüêî îò z, à åå ãðàäèåíò â àêñèàëüíîì íàïðàâëåíèèïîñòîÿíåí: ∂p/∂z = ∂p2/∂z = 
onst. Ýòà êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ áàëàíñàèíòåãðàëüíûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà æèäêîñòü â óñòàíîâèâøåìñÿ òå÷åíèè âäîëü îñè z:

∂p2
∂z

=
1

SL

∫

Σ

(T · n)zdΣ, (3)



48 A.A. �àâðèëîâ, À.Â. Ìèíàêîâ, A.A. Äåêòåðåâ, Â.ß. �óäÿêãäå L � äëèíà ðàñ÷åòíîãî ó÷àñòêà êàíàëà, Σ � ïîâåðõíîñòü ñòåíîê êàíàëà, â ñèëó ÷åãîèíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïî ýòîé ïîâåðõíîñòè, n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëèê ïîâåðõíîñòè ñòåíêè. Èíäåêñ z óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèåâõîäèò àêñèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà, ñòîÿùåãî â ñêîáêàõ.Îïðåäåëåíèå ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ÿâíûì ñïîñîáîì òîëüêî íà îñíîâå ñèëòðåíèÿ íà ñòåíêàõ (3) èìååò íåäîñòàòîê. Àáñîëþòíûå îøèáêè çíà÷åíèé ïðîäîëüíîé èïîïåðå÷íîé êîìïîíåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Îòíîøåíèå õàðàê-òåðíûõ âåëè÷èí ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíò òðåíèÿ íà ñòåíêå ïðîïîðöèîíàëü-íî îòíîøåíèþ ÷èñåë �åéíîëüäñà Tz/Tt ∼ Re/Rer. Äëÿ òå÷åíèé ñ ïðåèìóùåñòâåííî âðà-ùàòåëüíûì äâèæåíèåì, çàäàííûì âðàùåíèåì âíóòðåííåãî öèëèíäðà, Rer >> Re, îòíî-ñèòåëüíàÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿ ïðîäîëüíîãî òðåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé
εz ∼ εt (Rer/Re). Ñîîòâåòñòâåííî îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ ïðîäîëü-íîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ áóäåò âûñîêà. Â ÷èñëåííîì àëãîðèòìå áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòüîïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ìàññîâîãî äèñáàëàíñà, ÷òî âû-ðàæàåòñÿ â íåðàâåíñòâå ìåæäó çàäàííûì è ðàñ÷åòíûì ðàñõîäàìè ÷åðåç öåíòðàëüíîåïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êàíàëà. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä,èäåîëîãè÷åñêè áëèçêèé ê ïðîöåäóðå, ïðèìåíÿåìîé ïðè ðàñ÷åòå ïåðèîäè÷åñêèõ òå÷åíèéäëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ [15℄. ×òîáû ìàññîâûé ïîòîê âäîëü îñè z ñî-õðàíÿëñÿ, â ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòàííûé èç óñëîâèÿ áàëàíñà ñèë (3), ââîäèòñÿïîïðàâêà

∂p

∂z
=

∂p2
∂z

+ δβ,ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìàññîâîìó äèñáàëàíñó δβ = α(QC − Q)/(tLS), ãäå Q � çàäàííûé,
QC � ðàñ÷åòíûé ìàññîâûé ïîòîê ÷åðåç ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå; tL = L/u∞ � õàðàêòåðíîåâðåìÿ, ðàññ÷èòûâàåìîå ïî õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè u∞ =

√

(ωR1)
2 + U2; α � ìíîæèòåëü,ðåãóëèðóþùèé âåëè÷èíó ïîïðàâêè. Ââåäåííàÿ ïîïðàâêà ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãîïðîöåññà è óìåíüøåíèè äèñáàëàíñà ìàññîâîãî ïîòîêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ìíîæèòåëü αîïðåäåëÿåòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è òå÷åíèÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè âçàçîðå ìåæäó êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðàìè ñ âðàùåíèåì âíóòðåííåãî öèëèíäðà ñî ñëå-äóþùèìè ïàðàìåòðàìè: Re= 0.25, Rer = 250. Âûïîëíåíû ðàñ÷åòû ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷å-íèÿìè êîý��èöèåíòà α. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîéîøèáêè îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ εZ îò âåëè÷èíû α: äëÿ α = 0.5 εZ = 0.01%,äëÿ α = 0.1 εZ = 0.15%, äëÿ α = 0.01 εZ = 1%, äëÿ α = 0.0 εZ = 2.5%. Ïðè α = 1.0íàáëþäàëèñü íåóñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà è îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ðàñ÷åòà.Äëÿ ñõîäÿùèõñÿ ðàñ÷åòîâ êîëè÷åñòâî èòåðàöèé äî ñõîäèìîñòè íå çàâèñèò îò çíà÷åíèéêîý��èöèåíòà α. Ñ óìåíüøåíèåì α óâåëè÷èâàåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà îïðåäåëåíèÿêîý��èöèåíòà òðåíèÿ εZ . Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî òåñòà âñå äàëüíåéøèåðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü ñ êîý��èöèåíòîì α = 0.1, îáåñïå÷èâàþùèì õîðîøóþ òî÷íîñòü(< 1 %) è óñòîé÷èâîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî âûðà-æåíèå äëÿ ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ èìååò âèä

∂p

∂z
=

1

SL

∫

Σ

(T · n)zdΣ +
α(QC −Q)

tLS
. (4)Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà [5℄ äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ïîòðåáî-âàëî åãî ìîäè�èêàöèè. Ìîäè�èöèðîâàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ïîëåé



Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé 49ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì, ðåøàÿëèíåàðèçîâàííîå âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1), âû÷èñëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå çíà÷åíèåñêîðîñòè v
∗: ∇ · (ρvl

v
∗) − ∇ · T∗ = −∇pl, ãäå v

l, pl � çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿíà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíå-íèÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì ñïðèìåíåíèåì ìåòîäà íåïîëíîé �àêòîðèçàöèè D-ILU, â êîòîðîì �àêòîðèçîâàíû òîëüêîäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû [16℄.Ý��åêòèâíàÿ âÿçêîñòü â òåíçîðå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîëþñêîðîñòè ñ ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Èñïîëüçóÿ ãðàäèåíò ïîëÿ ñêîðîñòè ñ ïðåäûäóùåé l-éèòåðàöèè, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ñäâèãà γ̇, ïî êîòîðîé çàòåì âû÷èñëÿåòñÿçíà÷åíèå ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäàííîéðåîëîãèè.�àñ÷åò ý��åêòèâíîé âÿçêîñòè íà ñòåíêå âåäåòñÿ èòåðàöèîííûì ñïîñîáîì ïî ðåîëî-ãè÷åñêèì �îðìóëàì. Ñ÷èòàÿ âåëè÷èíó òðåíèÿ íà ñòåíêå èçâåñòíîé è èñïîëüçóÿ çíà÷åíèåâÿçêîñòè íà ñòåíêå ñ ïðåäûäóùåãî èòåðàöèîííîãî ñëîÿ µeW , îïðåäåëÿåì ñêîðîñòü ñäâè-ãà âáëèçè ñòåíêè γ̇W = TW/µeW , ãäå TW � ìîäóëü âåêòîðà êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèéíà ñòåíêå. Çàòåì ïî ðåîëîãè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì ñ ó÷åòîì àïïðîêñèìàöèè âèäà (2)ðàññ÷èòûâàåòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè íà ñòåíêå.Íà âòîðîì ýòàïå àëãîðèòìà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïîïðàâêà äàâëåíèÿ p′ è îïðåäåëÿåòñÿ�ïîïåðå÷íàÿ� ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ íà íîâîé èòåðàöèè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîë-íåíèÿ óñëîâèÿ íåðàçðûâíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè êàíàëà ∇(τ ∇p′) =
∇(ρv∗), ãäå τ � ëîêàëüíûé ïñåâäî-âðåìåííîé øàã. Çàòåì ïî íàéäåííîé ïîïðàâêå äàâ-ëåíèÿ ïðîâîäèòñÿ êîððåêöèÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ
v
l+1 = v

∗ − (τ/ρ)∇p′, pl+1
1 = pl1 + p′. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ íà ñòåíêàõ ïðèìåíÿåòñÿïðîöåäóðà èíòåðïîëÿöèè èç ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè â öåíòðàõ êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ, óäîâëåòâîðÿ-þùåãî óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà êîððåêöèè ðàñõîäà [5℄ äëÿîïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè íà âõîäíîé è âûõîäíîé ãðàíèöàõ. Ïðîöåäóðà ñî-ñòîèò èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé. Èñïîëüçóÿ ýêñòðàïîëÿöèþ èç âíóòðåííåé îáëàñòè, ðå-àëèçóåì �ìÿãêîå� ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ñêîðîñòåé íà âõîäíîé è âûõîäíîé ãðàíèöàõ

∂v/∂n = 0. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü çàäàííîìóðàñõîäó, ïîýòîìó ïîñëå ýêñòðàïîëÿöèè çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè íà ãðàíèöå êîððåêòèðóþòñÿ ñó÷åòîì çàäàííîãî ìàññîâîãî ðàñõîäà. Ñêîððåêòèðîâàííûå ñêîðîñòè íà âõîäíîé è âûõîä-íîé ãðàíèöàõ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ(óñëîâèÿ òèïà óñëîâèÿ Äèðèõëå).Íàêîíåö, íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïî ïîëó÷åííîìó ïîëþ ñêîðîñòè ðàññ÷èòûâàþòñÿ êàñà-òåëüíûå íàïðÿæåíèÿ è ïî �îðìóëå (4) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðîäîëüíûé ãðàäèåíò äàâëå-íèÿ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ñõîäèìîñòè ïðîöåññà ãëîáàëüíûõ èòåðàöèé çàäàåòñÿ óñëîâèåìàëîñòè ñðåäíèõ âåëè÷èí îòíîñèòåëüíûõ ïðèðàùåíèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè.Â ñèëó òîãî ÷òî â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è â îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òå÷åíèÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòè âõîäèò òîëüêî ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, çíàíèå âåëè÷èíû àáñîëþò-íîãî äàâëåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà íå òðåáóåòñÿ, è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿïîëå îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî çàäàòü ïîëîæåíèåòî÷êè íóëåâîãî îòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèÿ r0 (ðàñïîëîæåíèå ýòîé òî÷êè ïðîèçâîëüíî).Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå àáñîëþòíîãî äàâëåíèÿ â ýòîì óçëå èçâåñòíî, à âåëè÷èíàîòíîñèòåëüíîãî äàâëåíèÿ âñåãäà äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Ñ ïîìîùüþ íàéäåííîãî ãðà-äèåíòà è çàäàííîãî çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîãî äàâëåíèÿ â òî÷êå íóëåâîãî îòíîñèòåëüíîãî



50 A.A. �àâðèëîâ, À.Â. Ìèíàêîâ, A.A. Äåêòåðåâ, Â.ß. �óäÿêäàâëåíèÿ ïîëå àáñîëþòíîãî äàâëåíèÿ ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå
p(r) = p(r0) + p1(r) +

(

∂p

∂z

)

· (z − z0) .3. Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìàÄëÿ îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ âåëè÷èíû êîý��èöèåíòà ðåãóëÿðèçàöèè m, âõîäÿùåãî â âû-ðàæåíèå (2), âûïîëíÿëèñü ðàñ÷åòû òå÷åíèÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷å-ñêîì êàíàëå ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: îòíîøåíèå ðàäèóñîâ Θ = 0.5, Re = 500,Bn = 50. Èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà èç 60 × 120 óçëîâ ñî ñãóùåíèåì ê ñòåíêå. Ñõîäèìîñòüñ÷èòàëàñü ïîëó÷åííîé ïðè äîñòèæåíèè îòíîñèòåëüíîãî èòåðàöèîííîãî îòêëîíåíèÿ ïðî-äîëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè çíà÷åíèÿ < 10−7. �àñ÷åòíûå äàííûå ñðàâíèâàëèñü ñ ýòà-ëîííûì ðåøåíèåì, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ñ m = 2000.Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû èíòåãðàëüíûå ðåçóëüòàòû ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ: çíà÷åíèÿ ÷èñ-ëà faRe, ÷èñëî èòåðàöèé i äî ñõîäèìîñòè, îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ∆ ÷èñëà faRe îòýòàëîííîãî è îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíîãî ïðî�èëÿ ñêîðîñòè w(r) îò ýòàëîííîãî w0(r)

∆w =

R2
∫

R1

|w − w0|dr

/ R2
∫

R1

w0dr.Âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ m (m < 100) âîçìîæíû áîëüøèå îøèáêè îïðåäå-ëåíèÿ êàê èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, òàê è ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî�èëåé ñêîðîñòè. Ñóâåëè÷åíèåì m êîëè÷åñòâî òðåáóåìûõ èòåðàöèé çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò. Â äàëüíåé-øèõ ðàñ÷åòàõ áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè m âûáèðàëñÿ ðàâíûì 100. Ýòîçíà÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü êîìïðîìèññíûì âàðèàíòîì, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìóþòî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ïðè óìåðåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ.Òåñòèðîâàíèå ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà áûëî ïðîâåäåíî íà áîëüøîì ÷èñëå ðàç-ëè÷íûõ çàäà÷ â øèðîêèõ äèàïàçîíàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ è ãåîìåòðèè êîëü-öåâîãî êàíàëà. �àñ÷åòíûå äàííûå ñîïîñòàâëÿëèñü ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøå-íèÿìè, ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè è ðàñ÷åòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Âî âñåõ ñëó÷àÿõïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñîâûâàëèñü ñ òåñòîâûìè. Íèæå ïðèâå-äåíû òðè ïðèìåðà òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ.3.1. Òå÷åíèå ñòåïåííîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîì êàíàëåÑòåïåííûå æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî òèïè÷íûìè íåíüþòîíîâñêèìè æèäêîñòÿìè.Äàííîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè óäîâëåòâîðÿþò òå÷åíèÿ ðÿäà ðàñòâîðîâ ïîëèìåðîâ, íåêî-òîðûõ ëàêîâ è êðàñîê, ìíîãèõ ñóñïåíçèé òâåðäûõ ÷àñòèö, íåêîòîðûõ âèäîâ áóðîâûõÒ à á ë è ö à 1. �åçóëüòàòû ìåòîäè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ
m faRe ∆, % ∆w, % i10 265.3 1.2 2.4 700100 267.3 0.48 0.68 14001000 268.4 0.07 0.1 18002000 268.6 0 0 2000



Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé 51ðàñòâîðîâ è ò. ä. Â ñëó÷àå ëàìèíàðíîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ òå÷åíèÿ ñòåïåííîé æèäêîñòèâ êîíöåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîì êàíàëå èçâåñòíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïðåäëîæåííîåâ [17℄. Â ÷àñòíîñòè, ïðî�èëü àêñèàëüíîé ñêîðîñòè èìååò âèä
W (r) =

(

∆pR2

2kL

)m

R2








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∫

Θ

(

β2

ζ
− ζ

)m

dζ, Θ ≤
r

R2

≤ β,

1
∫

r/R2

(

ζ −
β2

ζ

)m

dζ, β ≤
r

R2

≤ 1,

m =
1

n
, (5)ãäå ∆p � ïåðåïàä äàâëåíèÿ íà äëèíå êàíàëà L, à ïàðàìåòð β íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

β
∫

Θ

(

β2

ζ
− ζ

)m

dζ =

1
∫

β

(

ζ −
β2

ζ

)m

dζ.Ñâÿçü ïåðåïàäà äàâëåíèÿ ∆p ñ îáúåìíûì ðàñõîäîì Q îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
Q =

πR3
2

m+ 3

(

∆p

2kL

)m (
(

1− β2
)1+m

−Θ1−m(β2 −Θ2)1+m
)

.Íà ðèñ. 1, à ðåøåíèå (5) (ñïëîøíûå ëèíèè) ñîïîñòàâëåíî ñ ðàñ÷åòíûìè äàííûìè. Èñ-ïîëüçîâàëàñü äîñòàòî÷íî ãðóáàÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà (40 × 120 óçëîâ). Âî âñåõ ñëó÷àÿõíàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì. Ñ óìåíüøå-íèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n ãðàäèåíò ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè óâåëè÷èâàåòñÿ,ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ÷èñëåííîãî ðàçðåøåíèÿ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè íåîáõîäèìîèñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíûå ðàñ÷åòíûå ñåòêè ñî ñãóùåíèåì óçëîâ ê ñòåíêàì êàíàëà.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòíîãî è àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííîãî ïåðåïà-äà äàâëåíèÿ ïðè òå÷åíèè ñòåïåííîé æèäêîñòè â êîëüöåâîì êàíàëå, âûïîëíåííîå äëÿäâóõ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê, ñîñòîÿùèõ èç 20×80 è 40×120 óçëîâ. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåìäåòàëèçàöèè ñåòêè ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå faRe ïðèáëèæàåòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó. Êàê óæå

à á�èñ. 1. Ïðî�èëè ñêîðîñòè äëÿ òå÷åíèÿ ñòåïåííîé (à) è áèíãàìîâñêîé (á) æèäêîñòåé â êîí-öåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîì êàíàëå â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà; ñïëîøíûå ëèíèè �ðåøåíèå (5), òî÷êè � ðàñ÷åò; Θ = 0.5, Re = 67



52 A.A. �àâðèëîâ, À.Â. Ìèíàêîâ, A.A. Äåêòåðåâ, Â.ß. �óäÿêÒ à á ë è ö à 2. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé faRe äëÿ òå÷åíèÿñòåïåííîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êàíàëå
n Àíàëèòè÷åñêîå �àñ÷åòíîå ðåøåíèåðåøåíèå ñåòêà 20× 80 ñåòêà 40× 1200.1 2.93 3.47 2.960.5 7.94 7.97 7.950.85 19.39 17.18 19.23áûëî îòìå÷åíî, ìàêñèìàëüíîå ðàñõîæäåíèå íàáëþäàåòñÿ äëÿ ìèíèìàëüíîãî èç ðàññìîò-ðåííûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå íà ñåòêå 40× 120 îøèáêàíå ïðåâûøàëà 1%.3.2. Òå÷åíèå áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîì êàíàëåÄðóãîé âàæíûé â ïðèëîæåíèÿõ ïðèìåð íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé � áèíãàìîâñêàÿæèäêîñòü. Äëÿ íà÷àëà òå÷åíèÿ òàêîé æèäêîñòè íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü ïðåäåëüíîå íà-ïðÿæåíèå τ0. Ïîñëå ýòîãî äàííàÿ ñðåäà âåäåò ñåáÿ êàê îáû÷íàÿ æèäêîñòü ñ âÿçêîñòüþ k.Æèäêîñòÿìè Áèíãàìà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïàñòû, áóðîâûå, öåìåíòíûå è ãëèíèñòûåðàñòâîðû, ñòî÷íûå ãðÿçè, íåêîòîðûå âèäû êðàñîê è ò. ä. Ïðî�èëü ñêîðîñòè ëàìèíàð-íîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ íàïîðíîãî òå÷åíèÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîìêîëüöåâîì êàíàëå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì [18℄:
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.Íà ðèñ. 1, á ðåøåíèå (6) ñîïîñòàâëåíî ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì äëÿ òå÷åíèÿ áèíãà-ìîâñêîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êàíàëå ñ îòíîøåíèåì ðàäèóñîâ Θ = 0.5 äëÿ òðåõçíà÷åíèé ÷èñëà Áèíãàìà: Bn = 5, 50 è 250. ×èñëåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî íà ðàâíîìåð-íîé ðàñ÷åòíîé ñåòêå, ñîñòîÿùåé èç 40× 120 óçëîâ. Ñîãëàñîâàíèå ðåøåíèÿ (6) ñ ÷èñëåí-íûì ðåøåíèåì òàêæå âåçäå õîðîøåå. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Áèíãàìà ñèëüíî çàâèñèò îò äåòàëèçàöèè ðàñ÷åòíîé ñåòêè



Ìîäåëèðîâàíèå òå÷åíèé íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé 53Ò à á ë è ö à 3. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé faRe äëÿ òå÷åíèÿáèíãàìîâñêîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êàíàëå×èñëî Àíàëèòè÷åñêîå �àñ÷åòíîå ðåøåíèåÁèíãàìà ðåøåíèå ñåòêà 20× 80 ñåòêà 40× 1205 38.4 38.8 38.650 153.4 160.7 155.6250 595.9 652.7 610.3â îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü î÷åíü òîíêèì. Äëÿ Bn = 104 òîë-ùèíà ïîãðàíñëîÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.03% îò øèðèíû êîëüöåâîãî çàçîðà. ßñíî, ÷òî äëÿðàçðåøåíèÿ òàêèõ óçêèõ ïîãðàíñëîåâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñäåòàëèçàöèåé ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè.Íàïîðíîå òå÷åíèå áèíãàìîâñêîé æèäêîñòè èìååò äâå õàðàêòåðíûå îáëàñòè (ñì.ðèñ. 1, á). Â öåíòðå êàíàëà ðàñïîëîæåíà îáëàñòü òâåðäîãî ÿäðà ïîòîêà, â êîòîðîé τ < τ0è ñêîðîñòü îäíîðîäíà. Âî âòîðîé îáëàñòè, ó ñòåíîê êàíàëà, èìååò ìåñòî òå÷åíèå âÿçêîéæèäêîñòè (τ > τ0). Ñ ðîñòîì ÷èñëà Áèíãàìà ðàçìåðû êâàçèòâåðäîé îáëàñòè óâåëè÷è-âàþòñÿ.Â òàáë. 3 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíîãî è àíàëèòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèéáåçðàçìåðíîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ â êîëüöåâîì êàíàëå faRe äëÿ ðàññìîòðåííîãî òå÷åíèÿáèíãàìîâñêîé æèäêîñòè. Äëÿ íàèáîëüøåãî èç ÷èñåë Áèíãàìà ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà íåïðåâûøàëà 3% íà ñåòêå 40×120. Â öåëîì òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñ óâåëè÷åíèåì äåòàëèçàöèèñåòêè âîçðàñòàåò.3.3. Òå÷åíèå æèäêîñòè Õåðøåëÿ�Áàëêëè â êîíöåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîìêàíàëå ñ âðàùåíèåì âíóòðåííåé òðóáûÆèäêîñòü Õåðøåëÿ�Áàëêëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñòåïåííîé è áèíãàìîâ-ñêîé æèäêîñòåé, â ñèëó ÷åãî â òå÷åíèÿõ ïðîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè, õàðàêòåðíûå è äëÿñòåïåííîé, è äëÿ áèíãàìîâñêîé æèäêîñòåé. Íàëè÷èå âðàùåíèÿ âíóòðåííåé òðóáû ñóùå-ñòâåííî óñëîæíÿåò òå÷åíèå â êîëüöåâîì êàíàëå, ïîýòîìó òåñòîâûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿóñòàíîâèâøååñÿ ëàìèíàðíîå òå÷åíèå äàííîé æèäêîñòè â êîíöåíòðè÷åñêîì êîëüöåâîìêàíàëå ñ âðàùåíèåì âíóòðåííåé òðóáû. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ ýêñ-ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ðàáîòû [19℄. Âíåøíèé äèàìåòð êàíàëà ðàâíÿëñÿ 0.065 ì,âíóòðåííèé � 0.04 ì, Θ = 0.62. Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé æèäêîñòè èñïîëüçîâàëñÿ 0.2%-éðàñòâîð êàðáîïîëà, ðåîëîãèÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóåò æèäêîñòè Õåðøåëÿ�Áàëêëè ñ ïà-ðàìåòðàìè τ0 = 32, n = 0.43, k = 12.09. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëå-íèÿ ðàñ÷åòà áåçðàçìåðíûõ ïðî�èëåé àêñèàëüíîé W̃ = W/U è òàíãåíöèàëüíîé Ṽ =
V/(ωR1) ñêîðîñòåé ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàñõîä æèäêîñòè ñîñòàâ-ëÿë 0.1529 êã/ñ, à âíóòðåííÿÿ òðóáà âðàùàëàñü ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 13.8 ðàä/ñ. Ýòîñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ÷èñëà �åéíîëüäñà Re = 0.527, ÷èñëà Òåéëîðà Ta = 2.58. Âîâòîðîì ñëó÷àå ðàñõîä ðàâíÿëñÿ 0.1504 êã/ñ, âíóòðåííÿÿ òðóáà âðàùàëàñü ñ óãëîâîé ñêî-ðîñòüþ 2.78 ðàä/ñ, ÷òî îòâå÷àåò Re = 0.12, Ta = 0.0014. �àñ÷åò ïîëó÷åí íà ðàâíîìåðíîéñåòêå, ñîñòîÿùåé èç 20× 120 óçëîâ. ×èñëî Òåéëîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìTa =

(

ρω

kΓ̇n−1

)2

R1 (R2 −R1)
3 .
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à á�èñ. 2. Ïðî�èëè íîðìèðîâàííîé àêñèàëüíîé ñêîðîñòè (à) äëÿ Θ = 0.62, Re = 0.527, e = 0,Ta = 2.58 è íîðìèðîâàííîé òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè (á) äëÿ Θ = 0.62, Re = 0.12, e = 0,Ta = 0.0014 â çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà. Ñïëîøíûå ëèíèè � ðàñ÷åò, òî÷êè �ýêñïåðèìåíò [19℄Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðàñ÷åòíûõè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Çàêëþ÷åíèåÏðåäñòàâëåííûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü òå÷åíèÿ äëÿ ïðàêòè÷å-ñêè ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðèè êîëüöåâîãî êàíàëà â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðà-ìåòðîâ òå÷åíèÿ â ðàìêàõ ëàìèíàðíîãî ðåæèìà. Òàê, â ðàñ÷åòàõ ñîîòíîøåíèå ðàäèóñîâèçìåíÿëîñü â äèàïàçîíå 0.1 ≤ Θ ≤ 0.9, à ýêñöåíòðèñèòåòû áûëè ïðàêòè÷åñêè ëþáûå(0 ≤ e < 1). �àñõîä æèäêîñòè, åå ïëîòíîñòü, âÿçêîñòü, ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âíóòðåííåéòðóáû òàêæå âàðüèðîâàëèñü â î÷åíü øèðîêèõ ïðåäåëàõ. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìîæíîìîäåëèðîâàòü òå÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ âÿçêîïëàñòè÷åñ-êèõ �ëþèäîâ. Ïîìèìî ïðåäñòàâëåííûõ â ñòàòüå òåñòîâ, áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû äëÿâåñüìà ñëîæíîé ðåîëîãè÷åñêîé æèäêîñòè � æèäêîñòè �îáåðòñîíà�Ñòè�à [6℄.Â ðàáîòå äëÿ æèäêîñòåé ñ ïðåäåëüíûì íàïðÿæåíèåì èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðåãóëÿðè-çàöèè ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè (ñì. �îðìóëó (2)). Àëüòåðíàòèâîé òàêîìóïîäõîäó ìîãóò áûòü âàðèàöèîííûå ìåòîäû. ×èñëåííûå ìåòîäû íà îñíîâå âàðèàöèîííûõíåðàâåíñòâ òðåáóþò, îäíàêî, ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èòåðàöèîííûõ øàãîâ (äëÿ ðå-àëèçàöèè íåÿâíîé ñâÿçè ïîëåé âÿçêèõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äå�îðìàöèè) è îñîáîéàêêóðàòíîñòè ïðè äèñêðåòèçàöèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [20℄. �åàëèçàöèÿ èñ-ïîëüçîâàííîãî ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè íà ïðàêòèêå çíà÷èòåëüíî ïðîùå è ïðèãîäíà äëÿâûïîëíåíèÿ ìàññîâûõ ðàñ÷åòîâ.Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ðåàëüíûõ òå÷åíèÿõ ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ òóð-áóëåíòíîñòü. Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì ëåãêî àäàïòèðóåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèèîñðåäíåííûõ ïî �åéíîëüäñó óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè, ÷òî, îäíàêî, ñîïðÿæåíî ñ ïðåîäîëåíèåì ðÿäà ñïåöè�è÷åñêèõòðóäíîñòåé.
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