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m.krasn.ruÏîñòðîåíû ÿâíàÿ òðåõñòàäèéíàÿ ñõåìà òèïà �óíãå�Êóòòû è L-óñòîé÷èâûé(3,2)-ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷. �àçðàáîòàíàëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðåìåííîãî øàãà, â êîòîðîì âûáîð ý��åêòèâíîé ÷èñ-ëåííîé ñõåìû îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êàæäîì øàãå ñ ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà äëÿêîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ý�-�åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêàÿ çàäà÷à, ÿâíûé ìåòîä, (m,k)-ìåòîä, L-óñòîé÷èâîñòü,êîíòðîëü òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè.ÂâåäåíèåÂî ìíîãèõ âàæíûõ ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êî-øè äëÿ æåñòêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1℄. Îñíîâíûå òåíäåíöèè ïðè ïîñòðî-åíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñâÿçàíû ñ ðàñøèðåíèåì èõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ðåøåíèÿ ñè-ñòåì âñå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ îáû÷íî ïðèìåíÿþò-ñÿ L-óñòîé÷èâûå ìåòîäû, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðûõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì LU-ðàç-ëîæåíèÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ, ñîâïàäàþùåé ñ ðàçìåðíîñòüþ èñõîäíîé ñè-ñòåìû. Äåêîìïîçèöèÿ ìàòðèöû îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêåèëè ñòîëáöó, à èíîãäà è ïî âñåé ìàòðèöå. Â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé çà-äà÷è âðåìÿ äåêîìïîçèöèè �àêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò îáùèå âû÷èñëèòåëüíûåçàòðàòû. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ðàñ÷åòîâ â ðÿäå àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ çà-ìîðàæèâàíèå ìàòðèöû ßêîáè, ò. å. ïðèìåíåíèå îäíîé ìàòðèöû íà íåñêîëüêèõ øàãàõèíòåãðèðîâàíèÿ [2, 3℄. Íàèáîëåå óñïåøíî äàííûé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿ â àëãîðèòìàõ èí-òåãðèðîâàíèÿ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ñõåì, ãäå ñòàäèè âû÷èñëÿþòñÿ ñ ó÷àñòèåì ìàòðèöûßêîáè â íåêîòîðîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ßêîáè íå âëèÿåò íàïîðÿäîê òî÷íîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû, à îïðåäåëÿåò òîëüêî ñõîäèìîñòü èòåðàöèé, è ïî-ýòîìó íåîáõîäèìîñòü â åå ïåðåñ÷åòå âîçíèêàåò ïðè çíà÷èòåëüíîì çàìåäëåíèè ñêîðîñòèñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.Â àëãîðèòìàõ èíòåãðèðîâàíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ áåçûòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, ê êî-òîðûì îòíîñÿòñÿ ìåòîäû òèïà ìåòîäà �îçåíáðîêà [4℄ è èõ ðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè [1℄,ìàòðèöà ßêîáè âëèÿåò íà ïîðÿäîê òî÷íîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêà-þò òðóäíîñòè ñ åå çàìîðàæèâàíèåì. Åñëè âîïðîñ îá èñïîëüçîâàíèè îäíîé ìàòðèöû íà
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Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 55íåñêîëüêèõ øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàâèòü íå ðåøåííûì, òî çàâåäîìî íóæíî îãðàíè-÷èòüñÿ çàäà÷àìè íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â ðàáîòàõ [5, 6℄ äîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûéïîðÿäîê òî÷íîñòè ìåòîäîâ òèïà ìåòîäà �îçåíáðîêà ðàâåí äâóì, åñëè â àëãîðèòìå èí-òåãðèðîâàíèÿ îäíà ìàòðèöà ßêîáè ïðèìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêèõ øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.Íåêîòîðûì àíàëîãîì çàìîðàæèâàíèÿ ìàòðèöû ßêîáè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå â ðàñ÷å-òàõ àëãîðèòìîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íà îñíîâå ÿâíûõ è L-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ ñ àâòîìà-òè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëåííîé ñõåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ìîæåòáûòü ïîâûøåíà çà ñ÷åò ðàñ÷åòà ïåðåõîäíîãî ó÷àñòêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíî-ìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû ßêîáè, ÿâíûì ìåòîäîì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ âûáîðàý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé �îðìóëû åñòåñòâåííî ïðèìåíÿòü íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿóñòîé÷èâîñòè [7, 8℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ÿâíîãî ìåòîäà òèïà �óíãå�Êóòòû è L-óñòîé÷èâîãî(3,2)-ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïîñòðîåí êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì ïåðåìåí-íîãî øàãà, â êîòîðîì âûáîð ý��åêòèâíîé ÷èñëåííîé �îðìóëû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî óñòîé-÷èâîñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ý��åêòèâíîñòü ïðåäëî-æåííîãî àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ.1. Êëàññ (m, k)-ìåòîäîâ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷�àññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé âèäà
y′ = f(y), y(t0) = y0, t0 ≤ t ≤ tk, (1)ãäå y è f � âåùåñòâåííûå N-ìåðíûå âåêòîð-�óíêöèè, t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.Èçó÷åíèå àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1) íå ñíèæàåò îáùíîñòè. Â ñëó÷àå íåàâòîíîìíîé çàäà÷èââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé åå âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê àâòîíîìíîìó âèäó.Â ìåòîäàõ òèïà ìåòîäà �îçåíáðîêà ìàòðèöà ßêîáè ââåäåíà â ÷èñëåííóþ �îðìóëó,÷òî ïðèâîäèò íà êàæäîì øàãå ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìîâèíòåãðèðîâàíèÿ, íî âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé ìàòðèöû ßêîáè íàíåñêîëüêèõ øàãàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â íåÿâíûõ è ïîëóÿâíûõ ìåòîäàõ òè-ïà ìåòîäà �óíãå�Êóòòû íåîáõîäèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ òèïà íüþòîíîâñêîãî, ÷òîïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæíîìó àëãîðèòìó èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü êëàññ

(m, k)-ìåòîäîâ, ðàññìîòðèì îäíîñòàäèéíûé ìåòîä òèïà ìåòîäà �îçåíáðîêà
yn+1 = yn + pk1, Dnk1 = hf(yn), Dn = E + ahf ′

n, (2)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, f ′
n = ∂f(yn)/∂y � ìàòðèöà ßêîáè ñèñòåìû (1), k1 � ñòàäèÿìåòîäà, a è p1 � êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿþùèå ñâîéñòâà òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè (2).�àçëàãàÿ ñòàäèþ k1 â ðÿä Òåéëîðà è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ �îðìóëó (2), ïîëó÷èì ïðåä-ñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yn+1 â âèäå ðÿäà Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì h. �àçëîæåíèåòî÷íîãî ðåøåíèÿ y(tn+1) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè tn äî ÷ëåíîâ ñ h4 âêëþ÷è-òåëüíî èìååò âèä

y(tn+1) = y(tn) + hf +
1

2
h2f ′f +

1

6
h3(f ′2f + f ′′f 2)+

+
1

24
h4(f ′3f + f ′f ′′f 2 + 3f ′′f ′f 2 + f ′′′f 3) +O(h5), (3)



56 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. Íîâèêîâãäå ýëåìåíòàðíûå äè��åðåíöèàëû âû÷èñëåíû íà òî÷íîì ðåøåíèè y(tn). Ïðè óñëîâèè
yn = y(tn), 
ðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yn+1 ñ ðÿäîìÒåéëîðà äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(tn+1), ïîëó÷èì, ÷òî ñõåìà (2) áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿ-äîê òî÷íîñòè, åñëè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ p1 = 1 è ap1 = 0.5 èëè p1 = 1 è a = 0.5. Ïðè-ìåíÿÿ (2) äëÿ ðåøåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è y′ = λy, y(0) = y0, t ≥ 0, ïîëó÷èì yn+1 = Q(z)yn,ãäå z = hλ, à �óíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè Q(z) èìååò âèä Q(z) = [1+(p1−a)z]/(1−az). Îòñþ-äà ñ ó÷åòîì óñëîâèé ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî îäíîñòàäèéíûé ìåòîä òèïà ìåòîäà �îçåíáðîêàâòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ A-óñòîé÷èâûì. Òðåáîâàíèå L-óñòîé÷èâîñòè ïðèâî-äèò ê ñîîòíîøåíèþ p1 = a, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó ïîðÿäêó. Îáû÷íî îò âòîðîãîïîðÿäêà îòêàçûâàþòñÿ â ïîëüçó L-óñòîé÷èâîñòè.Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷èñëåííóþ �îðìóëó ñëåäóþùåãî âèäà:

yn+1 = yn + b1k1 + b2k2, Dnk1 = hf(yn), Dnk2 = k1. (4)�àçëàãàÿ k1 è k2 â ðÿäû Òåéëîðà è ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâóþ �îðìóëó (4), ïîëó÷èì
yn+1 = yn + (b1 + b2)hfn + a(b1 + 2b2)h

2f ′
nfn +O(h3).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñõåìà (4) áóäåò èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, åñëè b1+ b2 = 1 è

a(b1+2b2) = 0.5, ãäå ïàðàìåòð a óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ L-óñòîé÷èâîñòè b1 = a, êîòîðîåñ ó÷åòîì óñëîâèé ïîðÿäêà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå a2 − 2a+ 0.5 = 0. Â ðåçóëüòàòå èìååìêîý��èöèåíòû b1 = a è b2 = 1−a, ïðè êîòîðûõ ñõåìà (4) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòèè ÿâëÿåòñÿ L-óñòîé÷èâîé. Óðàâíåíèå a2−2a+0.5 = 0 èìååò äâà êîðíÿ: a1 = 1−0.5
√
2 è

a2 = 1+0.5
√
2. Â ðàñ÷åòàõ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð a = a1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àåâåëè÷èíà êîý��èöèåíòà â ëîêàëüíîé îøèáêå ìåíüøå.Ïðè áîëüøîé ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé çàäà÷è (1) îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòûïðèõîäÿòñÿ íà äåêîìïîçèöèþ ìàòðèöû Dn (ïîðÿäêà N3 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé). Íà�îíå äåêîìïîçèöèè îáðàòíûé õîä â ìåòîäå �àóññà (ïîðÿäêà N2 àðè�ìåòè÷åñêèõ îïå-ðàöèé) è âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè f îêàçûâàþòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè. Ìåòîä (4) ïîâû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì îòëè÷àåòñÿ îò (2) íà îäèí äîïîëíèòåëüíûé îáðàòíûé õîäìåòîäà �àóññà. Â òî æå âðåìÿ ñõåìà (4) îáëàäàåò L-óñòîé÷èâîñòüþ è â îòëè÷èå îò ÷èñ-ëåííîé �îðìóëû (2) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îíà ý��åêòèâíåå (2). Áîëååòîãî, äëÿ ìåòîäà (4) ëåãêî ïîñòðîèòü íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé,êîòîðîå èìååò âèä ||k2−k1|| ≤ ε [9℄, ãäå ε � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, || · || �íåêîòîðàÿ íîðìà â RN .�àññìîòðåíèå ñòàäèé âèäà Dnk2 = k1 ïðèâåëî ê èäåå (m, k)-ìåòîäîâ [10℄, êîòîðûåîïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Z åñòü ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë è çàäàíû

m, k ∈ Z, k ≤ m.Îáîçíà÷èì ÷åðåçMm ìíîæåñòâî ÷èñåë i ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m, à ÷åðåçMk è Ji,
1 < i ≤ m � ïîäìíîæåñòâà èç Mm âèäà Mk = {mi ∈ Mm|1 = m1 < m2 < ... < mk ≤ m}è Ji = {mj−1 ∈ Mm|j > 1, mj ∈ Mk, mj ≤ i}. �àññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå ñõåìû:

yn+1 = yn +
m
∑

i=1

pibi,

Dnbi = hf

(

yn +
i−1
∑

j=1

βijbj

)

+
∑

j∈Ji

αijbj + hf ′
n

i−1
∑

j=1

cijbj , i ∈ Mk,

Dnbi = bi−1 +
∑

j∈Ji

αijbj + hf ′
n

i−1
∑

j=1

cijbj , i ∈ Mm−k, (5)



Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 57ãäå Mm−k = Mm\Mk, bi, 1 ≤ i ≤ m, � ñòàäèè ìåòîäà; a, pi, βij, αij è cij � ïîñòîÿííûå êî-ý��èöèåíòû; h � øàã èíòåãðèðîâàíèÿ; E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; f ′
n = ∂f(yn)/∂y � ìàò-ðèöà ßêîáè ñèñòåìû (1); k � êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé �óíêöèè f íà øàãå;m� ÷èñëî ñòà-äèé èëè êîëè÷åñòâî îáðàòíûõ õîäîâ â ìåòîäå �àóññà. Íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðîâàíèÿîñóùåñòâëÿþòñÿ îäíî âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ßêîáè è îäíà äåêîìïîçèöèÿ ìàòðèöû Dn.Äîïóñêàåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìàòðèöû ßêîáè f ′

n ìàòðèöåé An âèäà An = f ′
n+hBn+O(h2),ãäå ìàòðèöà Bn íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê êàê k è m ïîëíîñòüþîïðåäåëÿþò çàòðàòû íà øàã, à íàáîð ÷èñåë m1, . . . , mk èç ìíîæåñòâà Mk òîëüêî ðàñïðå-äåëÿåò èõ âíóòðè øàãà, òî ìåòîäû òèïà (5) íàçâàíû (m, k)-ìåòîäàìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè

k = m è αij = cij = 0 ìåòîäû (5) ñîâïàäàþò ñî ñõåìàìè òèïà ñõåìû �îçåíáðîêà [4℄, àïðè k = m è αij = 0 � ñ ROW -ìåòîäàìè [1℄. Â îòëè÷èå îò ROW -ìåòîäîâ â ñõåìàõ (5)áîëåå òî÷íî îïðåäåëåíû çàòðàòû íà øàã èíòåãðèðîâàíèÿ è áîëåå ïðàâèëüíî îïèñàíà îá-ëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ÷èñëåííûõ �îðìóë, ÷òî óïðîùàåò èõ èññëåäîâàíèåè äåëàåò ïðåäïî÷òèòåëüíåå.Ïðè ðàññìîòðåíèè ìåòîäîâ òàêîãî òèïà â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé k = m,êîãäà ÷èñëî ñòàäèé è êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è (1) ñîâïàäàþò. Â ñëó-÷àå ñõåì (5) ïðè m > k ìîæíî ïîñòðîèòü ÷èñëåííûå ñõåìû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêàòî÷íîñòè [11℄. Îñíîâíîå îòëè÷èå ïðèâåäåííûõ çäåñü ìåòîäîâ (5) îò ñóùåñòâóþùèõ ÷èñ-ëåííûõ �îðìóë çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íèõ ñòàäèÿ ìåòîäà íå ñâÿçûâàåòñÿ ñ îáÿçà-òåëüíûì âû÷èñëåíèåì ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé çàäà÷è (1), çà ñ÷åò ÷åãî ñâîéñòâà äàííûõìåòîäîâ ìîãóò áûòü óëó÷øåíû.2. L-óñòîé÷èâûé (3,2)-ìåòîä�àññìîòðèì (5) ïðè m = 3, ò. å. ÷èñëåííóþ �îðìóëó âèäà
yn+1 = yn + p1k1 + p2k2 + p3k3,

Dnk1 = hf(yn), Dnk2 = k1,

Dnk3 = hf(yn + β31k1 + β32k2) + α32k2, (6)ãäå ìàòðèöà Dn îïðåäåëåíà â (5). �àçëîæèì ñòàäèè ki, 1 ≤ i ≤ 3, â ðÿäû Òåéëîðàïî ñòåïåíÿì h è ïîäñòàâèì â ïåðâóþ �îðìóëó (6). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùååñîîòíîøåíèå:
yn+1 = yn + [p1 + p2 + (1 + α32)p3]h

2hfn+

+[ap1 + 2ap2 + (a + β31 + β32 + 3aα32)p3]h
2f ′

nfn+

+[a2p1 + 3a2p2 + (a2 + 2aβ31 + 3aβ32 + 6a2α32)p3]h
3f ′2

n fn+

+
1

2
(β31 + β32)

2p3h
3f ′′

nf
2

n +
1

6
[(β31 + β32)

3p3]h
4f ′′′

n f 3

n+

+a(β31 + β32)(β31 + 2β32)p3h
4f ′′

nf
′
nf

2

n+

+[a3p1 + 4a3p2 + (a3 + 3a2β31 + 6a2β32 + 10a3α32)p3]h
4f ′3

n fn+

+
1

2
a(β31 + β32)

2p3h
4f ′

nf
′′
nf

2

n +O(h5). (7)



58 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. Íîâèêîâ�ÿä Òåéëîðà äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ y(tn+1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè tn èìååò âèä (3). Ïîëàãàÿ
yn = y(tn) è ñðàâíèâàÿ ðÿäû äëÿ òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé äî ÷ëåíîâ ñ h3âêëþ÷èòåëüíî, íàéäåì óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñõåìû (6):

p1 + p2 + (1 + α32)p3 = 1,

ap1 + 2ap2 + (a+ β31 + β32 + 3aα32)p3 =
1

2
,

a2p1 + 3a2p2 + (a2 + 2aβ31 + 3aβ32 + 6a2α32)p3 =
1

6
,

(β31 + β32)
2p3 =

1

3
. (8)Ïîëîæèì â ñèñòåìå (8) êîý��èöèåíòû a, β31 è β32 ñâîáîäíûìè, è èññëåäóåì åå íà ñîâ-ìåñòíîñòü. Çíà÷åíèå p3 âûðàçèì èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (8). Óìíîæèì ïåðâîå ñîîò-íîøåíèå (8) íà −a è ñëîæèì ñî âòîðûì. Çàòåì óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà −a2 èñëîæèì ñ òðåòüèì. Â ðåçóëüòàòå èìååì

ap2 + 2aα32p3 =
1

2
− a− βp3,

2a2p2 + 5a2α32p3 =
1

6
− a2 − a(2β31 + 3β32)p3,ãäå β = β31 + β32. �àçðåøàÿ äàííóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî p2 è α32, çíà÷åíèå

p1 îïðåäåëèì èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (8). Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü
p1 =

β2(18a2 − 9a+ 1) + 2a(β31 − a)

6a2β2
,

p2 =
β2(−18a2 + 15a− 2) + 2a(β32 − β31)

6a2β2
,

p3 =
1

3β2
, α32 =

β2(6a2 − 6a+ 1)− 2aβ32

2a2
. (9)Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü ñõåìû (6) íà ëèíåéíîì ñêàëÿðíîì óðàâíåíèè y′ = λy. Ïðèìå-íÿÿ (6) äëÿ ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì yn+1 = Q(z)yn, ãäå z = hλ, à �óíêöèÿóñòîé÷èâîñòè Q(z) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Q(z) =
(−a3 + a2p1 + a2p3 − aβ31p3)z

3

(1− az)3
+

+
[3a2 − 2ap1 − ap2 + (β31 + β32 − 2a)p3]z

2

(1− az)3
+

+
[−3a + p1 + p2 + (1 + α32)p3]z + 1

(1− az)3
.Èç âèäà Q(z) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ L-óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (6) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñî-îòíîøåíèÿ a2 − a(p1 + p3) + β31p3 = 0. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà êîý��èöèåíòû (9), ïîëó÷èìêóáè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà a

6a3 − 18a2 + 9a− 1 = 0. (10)



Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 59Ñðàâíèâàÿ ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé äî ÷ëåíîâ ñ h4 âêëþ-÷èòåëüíî, âèäèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ îøèáêà áóäåò ìèíèìàëüíîé, åñëè
(β31 + β32)

3p3 =
1

4
, a(β31 + β32)(β31 + 2β32)p3 =

1

24
.Òåïåðü îòñþäà è (9) ïîëó÷èì íàáîð êîý��èöèåíòîâ

p1 =
130a2 − 33a+ 6

54a2
, p2 =

−54a2 + 21a− 4

18a2
, p3 =

16

27
,

β31 =
48a− 3

32a
, β32 =

3− 24a

32a
, α32 =

54a2 − 30a+ 6

32a2
,ïðè êîòîðûõ ëîêàëüíàÿ îøèáêà δn,3 ñõåìû (6) èìååò âèä

δn,3 =
1− 12a+ 36a2 − 24a3

24
h4f ′3f +

1− 4a

24
h4f ′f ′′f 2 +O(h5), (11)ãäå çíà÷åíèå a îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ L-óñòîé÷èâîñòè (10). Óðàâíåíèå (10) èìååò òðèâåùåñòâåííûõ êîðíÿ:

a1 = 2.40514957850286, a2 = 0.158983899988677, a3 = 0.435866521508459.Ñîãëàñíî [12℄ ñõåìà (6) áóäåò A-óñòîé÷èâîé, åñëè ïàðàìåòð a óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
1/3 ≤ a ≤ 1.0685790, ïîýòîìó âûáèðàåì êîðåíü a = a3. Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèéêîìïëåêò êîý��èöèåíòîâ:

a = +0.43586652150846, p1 = 0.15902052285216 · 101,

p2 = −0.14930556622438 · 101, p3 = 0.59259259259259,

β31 = 0.12849112162238 · 101, β32 = −0.53491121622384,

α32 = 0.52356010690630.Îáû÷íî ðàñ÷åòû æåñòêèõ çàäà÷ îñóùåñòâëÿþòñÿ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó äàííûåïàðàìåòðû ïðèâåäåíû ñ ÷åòûðíàäöàòüþ çíà÷àùèìè öè�ðàìè.Â æåñòêèõ çàäà÷àõ ïîâåäåíèå îøèáêè îïðåäåëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì äè��åðåíöèàëîì
f ′3f. Â ñèëó ýòîãî ñîãëàñíî [13℄ ïðè ïîñòðîåíèè îöåíêè àíàëîãà ãëîáàëüíîé îøèáêèáóäåì ó÷èòûâàòü òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (11). Äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé èàâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåì èäåþ âëîæåííûõìåòîäîâ, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì äâóõñòàäèéíûé ìåòîä (4) â âèäå yn+1,1 = yn + b1k1 +
b2k2, ãäå ïðèáëèæåíèå yn âû÷èñëåíî ïî �îðìóëå (6). Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ÷èñëåííîé�îðìóëå ïðèìåíÿþòñÿ ñòàäèè ìåòîäà (6), è ïîýòîìó åå ïðèìåíåíèå ïðàêòè÷åñêè íåïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ñ èñïîëüçîâàíèåì (3) è (7) íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòîâ b1 = 0.5(4a−1)/a è b2 = 0.5(1−2a)/a äàííàÿñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, à åå ëîêàëüíàÿ îøèáêà δn,2 èìååò âèä

δn,2 =
6a2 − 6a+ 1

6
h3f ′2f +O(h4).



60 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. ÍîâèêîâÒîãäà â íåðàâåíñòâå äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü îöåíêó îøèáêè εn âèäà
εn =

1− 12a+ 36a2 − 24a3

4(6a2 − 6a + 1)
(yn+1 − yn+1,1).Ïîä÷åðêíåì îñîáåííîñòü ïîñòðîåííîé îöåíêè îøèáêè. Èç âèäà �óíêöèè óñòîé÷èâîñòè

Q(z) ñõåìû (6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè z → −∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Q(z) → 0. Äëÿòî÷íîãî ðåøåíèÿ y(tn+1) = exp(z)y(tn) çàäà÷è y′ = λy âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå ñâîé-ñòâî. Òîãäà åñòåñòâåííûì áóäåò òðåáîâàíèå ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îöåíêè îøèáêè εn ïðè
z → −∞. Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåííîé îöåíêè èìååò ìåñòî εn = O(1), òàê êàê îöåíèâàåòñÿòîëüêî ãëàâíûé ÷ëåí îøèáêè. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âìåñòî εnðàññìîòðèì îöåíêè εn(jn), 1 ≤ jn ≤ 2, âèäà [8℄

εn(jn) =
1− 12a+ 36a2 − 24a3

4(6a2 − 6a+ 1)
D1−jn

n (yn+1 − yn+1,1).Ïðè jn = 1 îöåíêà εn(jn) ñîâïàäàåò ñ εn è áóäåò A-óñòîé÷èâîé, à ïðè jn = 2 � L-óñòîé-÷èâîé. Òåïåðü íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè èìååò âèä
||D1−jn

n (yn+1 − yn+1,1)|| ≤ cε, (12)ãäå c = 4·|6a2−6a+1|/|1−12a+36a2−24a3| ≈ 3, ε� òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ,à çíà÷åíèå ïàðàìåòðà jn âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøèì, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâî (12). Çàìåòèì, ÷òî â ñìûñëå ãëàâíîãî ÷ëåíà îöåíêè εn(1) è εn(2) ñîâïàäàþò. Êðîìåòîãî, íåðàâåíñòâî (12) ïðè jn = 2 ïðîâåðÿåòñÿ ðåäêî, â îñíîâíîì ïðè ðåçêîì óâåëè÷åíèèøàãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå εn(jn) âìåñòî εn íå ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëü-íîìó ðîñòó âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Áîëåå òîãî, çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ εn(jn) âìåñòî εný��åêòèâíîñòü ðàñ÷åòîâ ïîâûøàåòñÿ ïðèìåðíî íà 10 ÷ 15%. Ýòî ñâÿçàíî ñ óñòðàíå-íèåì íåêîòîðûõ ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèé ðåøåíèÿ, âîçíèêàþùèõ çà ñ÷åò íåïðàâèëüíûõñâîéñòâ îöåíêè εn. Íîðìà ||ξ|| â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (12) âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìó-ëå ||ξ|| = max
1≤i≤N

|ξi|/(|yin|+ v). Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà |yin| < v ïî i-é êîìïîíåíòåðåøåíèÿ êîíòðîëèðóåòñÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà vε, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîíòðîëèðóåòñÿîòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ε.Ñäåëàåì íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ ïî âûáîðó øàãà ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ.Ïðè ÷èñëåííîì âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ßêîáè äàííûé øàã ri, 1 ≤ i ≤ N, âûáèðàåòñÿïî �îðìóëå rj = max[rmin, r
0.5
min|yjn|], 1 ≤ j ≤ N, ãäå rmin � ìèíèìàëüíûé øàã ÷èñëåííîãîäè��åðåíöèðîâàíèÿ, çàâèñèò îò ðàçðÿäíîñòè ÝÂÌ. Ïðè ðàñ÷åòàõ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþâåëè÷èíà rmin ïîëàãàëàñü ðàâíîé 10−14. Òîãäà j-é ñòîëáåö ajn ÷èñëåííîé ìàòðèöû âû-÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå ajn = f(y1, · · · , yj + rj, · · · , yN)− f(y1, · · · , yj, · · · , yN)/rj, ò. å. äëÿçàäàíèÿ ìàòðèöû òðåáóåòñÿ N âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1).Îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà wn,0 = hλn,max ìàòðèöû ßêîáè ñèñòå-ìû (1), íåîáõîäèìóþ äëÿ ïåðåõîäà ê ÿâíîé �îðìóëå, íàéäåì ÷åðåç åå íîðìó wn,0 â âèäå

wn,0 = h||∂f
∂y

|| = h max
1≤i≤N

N
∑

j=1

|∂fi(yn)
∂yj

|.Íèæå äàííàÿ îöåíêà áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûáîðà ÷èñëåííîé ñõåìû.



Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 613. ßâíûé ìåòîä òðåòüåãî ïîðÿäêàÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ðàññìîòðèì ÿâíûé òðåõñòàäèéíûé ìåòîä òèïà ìå-òîäà �óíãå�Êóòòû âèäà
yn+1 = yn + p1k1 + p2k2 + p3k3,

k1 = hf(yn), k2 = hf(yn + β21k1),

k3 = hf(yn + β31k1 + β32k2), (13)ãäå k1, k2 è k3 � ñòàäèè ìåòîäà, p1, p2, p3, β21, β31, β32 � ÷èñëîâûå êîý��èöèåíòû, îïðå-äåëÿþùèå ñâîéñòâà òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè (13). Â ñëó÷àå íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû
y′ = f(t, y), y(t0) = y0, t0 ≤ t ≤ tk,ñõåìà (13) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

yn+1 = yn + p1k1 + p2k2 + p3k3,

k1 = hf(tn, yn), k2 = hf(tn + β21h, yn + β21k1),

k3 = hf(tn + [β31 + β32]h, yn + β31k1 + β32k2).Íèæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (1). Îäíàêî ïîñòðîåííûåìåòîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ íåàâòîíîìíûõ çàäà÷. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ íàêîý��èöèåíòû ìåòîäà (13) òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ñòàäèè k1,
k2 è k3 â ðÿäû Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ ñ h4 âêëþ÷èòåëüíî. Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûå ðàçëîæå-íèÿ â ïåðâóþ �îðìóëó (13). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

yn+1 = yn + (p1 + p2 + p3)hfn + [β21p2 + (β31 + β31)p3]h
2f ′

nfn+

+h3[β21β32p3f
′2
n fn +

1

2
(β2

21p2 + (β31 + β32)
2p3)f

′′
nf

2

n]+

+h4

[

1

2
β2

21β32p3f
′
nf

′′
nf

2

n + β21(β31 + β32)β32p3f
′′
nf

′
nf

2

n+

+
1

6
(β31 + β32)

3p3f
′′′
n f 3

n

]

+O(h5).Çäåñü ýëåìåíòàðíûå äè��åðåíöèàëû âû÷èñëåíû íà ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè yn. Òî÷íîåðåøåíèå y(tn+1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè tn èìååò âèä (3). Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå ðÿäû äëÿòî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèé äî ÷ëåíîâ ñ h3 âêëþ÷èòåëüíî ïðè óñëîâèè yn = y(tn),çàïèøåì óñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñõåìû (13):
p1 + p2 + p3 = 1,

β21p2 + (β31 + β32)p3 =
1

2
, (14)

β2

21p2 + (β31 + β32)
2p3 =

1

3
,

β21β32p3 =
1

6
.



62 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. ÍîâèêîâËîêàëüíóþ îøèáêó δn ÷èñëåííîé çàäà÷è (13) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå δn =
y(tn+1)− yn+1. Ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ y(tn+1) è yn+1 â âèäå ðÿäîâ Òåéëîðà, ïîëó÷èì

δn = h4

{

1

24
f ′3f +

[

1

24
− 1

2
β2

21β32p3

]

f ′f ′′f 2 +

[

1

8
− β21(β31 + β32)β32p3

]

f ′′f ′f 2+

+

[

1

24
− 1

6
β3

21p2 −
1

6
(β31 + β32)

3p3

]

f ′′′f 3

}

+O(h5). (15)Â íåëèíåéíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (14) èìåþòñÿ äâà ñâîáîäíûõ êîý��è-öèåíòà. Èññëåäóåì òðè âàðèàíòà.Âàðèàíò 1. Ïîëîæèì β21 = β31 + β32 è β31 = β32. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðàùåíèÿ k2è k3 áóäóò âû÷èñëåíû â îäíîé è òîé æå òî÷êå tn + β21h, ïðè÷åì âêëàä k1 è k2 ïðè îïðå-äåëåíèè k3 ó÷èòûâàåòñÿ îäèíàêîâî. Òîãäà íåëèíåéíóþ ñèñòåìó (14) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå
1) p1 + p2 + p3 = 1, 2) β21(p2 + p3) =

1

2
,

3) β2

21(p2 + p3) =
1

3
, 4) β21β32p3 =

1

6
.Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé äàííîé ñèñòåìû èìååì β21 = 2/3. Èç ñîîòíîøåíèé

β21 = β31 + β32 è β31 = β32 çàïèøåì β31 = β32 = 1/3. Èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-ìû ïîëó÷èì p3 = 3/4. Èç ðàâåíñòâà p2 + p3 = 3/4 èìååì p2 = 0. Íàêîíåö, èç ïåðâîãîñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷èì p1 = 1/4. Â ðåçóëüòàòå êîý��èöèåíòû ñõåìû (13) îïðå-äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî:
β21 =

2

3
, β31 = β32 =

1

3
, p1 =

1

4
, p2 = 0, p3 =

3

4
. (16)Ïðè äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ëîêàëüíàÿ îøèáêà δn ñõåìû (13) èìååò âèä

δn =
1

216
h4(9f ′3f + f ′′′f 3 − 3f ′f ′′f 2 + 3f ′′f ′f 2) +O(h5).Âàðèàíò 2. Ìèíèìèçèðóåì ëîêàëüíóþ îøèáêó (15). Äëÿ ýòîãî, ó÷èòûâàÿ âèä (15),âìåñòî (14) ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ íåëèíåéíóþ ñèñòåìó:

1) p1 + p2 + p3 = 1, 2) β21p2 + (β31 + β32)p3 =
1

2
,

3) β2

21p2 + (β31 + β32)
2p3 =

1

3
, 4) β21β32p3 =

1

6
,

5) β2

21β32p3 =
1

12
, 6) β21(β31 + β32)β32p3 =

1

8
. (17)Ïðè 1.5β21 = β31+β32 äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (17) ñîâïàäàþò. Èç ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãîñîîòíîøåíèé (17) èìååì β21 = 0.5. Èç âòîðîãî è òðåòüåãî ðàâåíñòâ ïîëó÷èì p2 = 1/3 è

p3 = 4/9. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (17) çàïèøåì p1 = 2/9, à èç ÷åòâåðòîãî èìååì β32 = 3/4.Íàêîíåö, èç ñîîòíîøåíèÿ β31+β32 = 3/4 çàïèøåì β31 = 0. Â ðåçóëüòàòå êîý��èöèåíòûìåòîäà (13) ñ ìèíèìàëüíîé ëîêàëüíîé îøèáêîé èìåþò âèä
β21 =

1

2
, β31 = 0, β32 =

3

4
, p1 =

2

9
, p2 =

1

3
, p3 =

4

9
. (18)



Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 63Ïðè äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ëîêàëüíóþ îøèáêó δn ñõåìû (13) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
δn =

1

288
h4(12f ′3f − f ′′′f 3) +O(h5).Ïðè èñïîëüçîâàíèè (13) ñ íàáîðàìè êîý��èöèåíòîâ (16) è (18) íè îäíà ñòàäèÿ íå âû-÷èñëÿåòñÿ â òî÷êå tn+1. Ïðè áûñòðîì èçìåíåíèè ðåøåíèÿ ýòî ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþòî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ.Âàðèàíò 3. Ïîëîæèì β21 = 0.5 è β31 + β32 = 1. Òîãäà íà êàæäîì øàãå ïðèðàùåíèÿ

k1, k2 è k3 âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êàõ tn, tn + 0.5h è tn + h ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àåóñëîâèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
1) p1 + p2 + p3 = 1, 2)

1

2
p2 + p3 =

1

2
,

3)
1

4
p2 + p3 =

1

3
, 4) β32p3 =

1

3
.Èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû èìååì p2 = 2/3 è p3 = 1/6, èç ïåðâîãîè ïîñëåäíåãî � p1 = 1/6 è β32 = 2. Èç ðàâåíñòâà β31 + β32 = 1 ñëåäóåò β31 = −1.Â ðåçóëüòàòå êîý��èöèåíòû ìåòîäà (13) èìåþò âèä

β21 =
1

2
, β31 = −1, β32 = 2, p1 =

1

6
, p2 =

2

3
, p3 =

1

6
. (19)Ïðè äàííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ëîêàëüíóþ îøèáêó δn ñõåìû (13) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

δn =
h4

24

[

f ′3f − f ′′f ′f 2 − 1

3
f ′′′f 3

]

+O(h5).4. Êîíòðîëü òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòèÍåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà ïîñòðîèìñ èñïîëüçîâàíèåì èäåè âëîæåííûõ ìåòîäîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþñõåìó
yn+1,1 = yn + r1k1 + r2k2,ãäå k1 è k2 îïðåäåëåíû â (13). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû äàííûé ìåòîä èìåë âòîðîé ïîðÿäîêòî÷íîñòè. �àçëîæåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ yn+1,1 â âèäå ðÿäà Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì

h äî ÷ëåíîâ ñ h2 âêëþ÷èòåëüíî èìååò âèä
yn+1,1 = yn + (r1 + r2)hfn + β21r2h

2f ′
nfn +O(h3).Ñðàâíèâàÿ ðÿäû äëÿ y(tn+1) è yn+1,1, âèäèì, ÷òî òðåáîâàíèå âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòèáóäåò âûïîëíåíî, åñëè r1+r2 = 1 è β21r2 = 0.5.Îòñþäà ïîëó÷èì r2 = 0.5/β21 è r1 = 1−r2,ãäå çíà÷åíèå β21 îïðåäåëåíî â (16), (18) èëè (19).Ñ ïîìîùüþ èäåè âëîæåííûõ ìåòîäîâ îøèáêó εn,3 ìåòîäà òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíîîöåíèòü ïî �îðìóëå [13℄

εn,3 = yn+1 − yn+1,1 = (p1 − r1)k1 + (p2 − r2)k2 + p3k3.



64 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. ÍîâèêîâÒîãäà íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé çàïèøåòñÿ â âèäå
‖(p1 − r1)k1 + (p2 − r2)k2 + p3k3‖ ≤ ε,ãäå ‖·‖� íåêîòîðàÿ íîðìà â RN , ε� òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Â êîíêðåòíûõðàñ÷åòàõ êàê íàèáîëåå íàäåæíûé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä (13) ñ êîý��èöèåíòàìè (19). Â ýòîìñëó÷àå íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè èìååò âèä

‖k1 − 2k2 + k3‖ ≤ 6ε.Íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé �îðìóëû (13) ïîñòðîèì ïðåä-ëîæåííûì â [8℄ ñïîñîáîì. Çàïèøåì ñòàäèè k1, k2 è k3 ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å y′ = Ay,ãäå A åñòü ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
k1 = Xyn, k2 = (X + β21X

2)yn, k3 = [X + (β31 + β32)X
2 + β21β32X

3]yn,ãäå X = hA. Íàéäåì êîý��èöèåíòû d1, d2 è d3 èç óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
d1k1 + d2k2 + d3k3 = X3yn.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîå òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè

d1 =
β31 + β32 − β21

β2
21β32

, d2 = −β31 + β32

β2
21β32

, d3 =
1

β21β32

.Òàêæå âèäíî, ÷òî
1

β21

(k2 − k1) = X2yn.Òîãäà ñîãëàñíî [8℄ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà wn,3 = hλnmax ìàòðèöûßêîáè ñèñòåìû (13) ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå
wn,3 = β21 max

1≤i≤N
(|d1ki

1 + d2k
i
2 + d3k

i
3|/|ki

2 − ki
1|). (20)Èíòåðâàë óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû (13) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 2.5. Ïîýòîìó äëÿêîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü íåðàâåíñòâî wn,3 ≤ 2.5.Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà (20) ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé, òàê êàê: 1) âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ìàêñè-ìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñèëüíî îòäåëåíî îò îñòàëüíûõ, 2) â ñòåïåííîì ìåòîäå ïðèìå-íÿåòñÿ ìàëî èòåðàöèé, 3) äîïîëíèòåëüíûå èñêàæåíèÿ âíîñèò íåëèíåéíîñòü çàäà÷è (1).Ïîýòîìó çäåñü êîíòðîëü óñòîé÷èâîñòè èñïîëüçóåòñÿ êàê îãðàíè÷èòåëü íà ðàçìåð øà-ãà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðîãíîçèðóåìûé øàã hn+1 áóäåì âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Íîâûé øàã hac ïî òî÷íîñòè îïðåäåëèì ïî �îðìóëå hac = q1hn, ãäå hn åñòü ïîñëåä-íèé óñïåøíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, à q1, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå εn,3 = O(h3

n), çàäàåòñÿóðàâíåíèåì q31‖εn,3‖ = ε. Øàã hst ïî óñòîé÷èâîñòè çàäàäèì �îðìóëîé hst = q2hn, ãäå q2,ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî wn,3 = O(hn), îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ q2wn,3 = 2.5. Â ðåçóëüòàòåïðîãíîçèðóåìûé øàã hn+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
hn+1 = max[hn,min(hac, hst)]. (21)ãäå hn � ïîñëåäíèé óñïåøíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ.



Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì òðåòüåãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷ 65Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (21) ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîãíîçà âåëè÷èíû øàãà èíòåãðèðî-âàíèÿ hn+1 ïîñëå óñïåøíîãî âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ 
 ïðåäûäóùèì øàãîì hn è ïîýòîìó�àêòè÷åñêè íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Åñëè øàã ïî óñòîé-÷èâîñòè ìåíüøå ïîñëåäíåãî óñïåøíîãî, òî îí íå áóäåò óìåíüøåí, ïîñêîëüêó ïðè÷èíîéýòîãî ìîæåò áûòü ãðóáîñòü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà. Îäíàêî øàã íåáóäåò è óâåëè÷åí, òàê êàê íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü íåóñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõå-ìû. Åñëè øàã ïî óñòîé÷èâîñòè äîëæåí áûòü óìåíüøåí, òî â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãàáóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïîñëåäíèé óñïåøíûé øàã hn. Â ðåçóëüòàòå äëÿ âûáîðà øàãà è ïðåä-ëàãàåòñÿ �îðìóëà (21), ïîçâîëÿþùàÿ ñòàáèëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå øàãà íà ó÷àñòêå óñòà-íîâëåíèÿ ðåøåíèÿ, ãäå îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò óñòîé÷èâîñòü. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ,èìåííî íàëè÷èå äàííîãî ó÷àñòêà ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿÿâíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ æåñòêèõ çàäà÷.Íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ L-óñòîé÷èâîãî è ÿâíîãî ìåòîäîâ òðåòüåãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòèëåãêî ñ�îðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ïåðåìåííîãî øàãà è ñòðóêòóðû. Íàðóøåíèå íåðàâåí-ñòâà wn,3 ≤ 2.5 âûçûâàåò ïåðåõîä ñ ÿâíîé ÷èñëåííîé �îðìóëû íà ñõåìó (6). Ïåðåäà-÷à óïðàâëåíèÿ ñ L-óñòîé÷èâîé ñõåìû ÿâíîìó ìåòîäó ïðîèñõîäèò â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿíåðàâåíñòâà wn,0 ≤ 2.5. Íèæåïîñòðîåííûé àëãîðèòì ïåðåìåííîãî øàãà ñ àâòîìàòè÷å-ñêèì âûáîðîì ÿâíîé èëè L-óñòîé÷èâîé ÷èñëåííîé ñõåìû áóäåì íàçûâàòü MKRK3.5. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÊîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà Intel Core 2 Quad CPU ñ äâîéíîé òî÷íî-ñòüþ. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−4, ïðè êîòîðîé íàèáîëåå ý��åêòèâíûìåòîäû òðåòüåãî ïîðÿäêà. Íèæå ÷åðåç ifu è ija îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâåííî ñóììàð-íîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè è êîëè÷åñòâî îáðàùåíèé (äåêîìïîçèöèé) ìàòðèöûßêîáè çàäà÷è (1), ïîçâîëÿþùèå îáúåêòèâíî îöåíèòü ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà èíòå-ãðèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî òåñòîâîãî ïðèìåðà âûáðàíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ðåàêöèèÁåëîóñîâà�Æàáîòèíñêîãî [14℄
y′1 = 77.27(y2 − y1y2 + y1 − 8.375 · 10−6y21),

y′2 = (−y2 − y1y2 + y3)/77.27,

y′3 = 0.161(y1 − y3),

t ∈ [0, 300], y1(0) = 4, y2(0) = 1.1, y3(0) = 4, h0 = 2 · 10−3. (22)Äëÿ äàííîé çàäà÷è õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íà ïðîìåæóòêå èíòåãðèðîâàíèÿ òðåõó÷àñòêîâ, íà êîòîðûõ ðåøåíèå èçìåíÿåòñÿ áûñòðî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå øàã âûáèðàåòñÿ äî-ñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû íà äàííûõ ó÷àñòêàõ ïî ÿâíîé ñõåìå.Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü ñ ÷èñëåííîé ìàòðèöåé ßêîáè. �åøåíèå äàííîé çàäà÷è àëãî-ðèòìîì MKRK3 âû÷èñëåíî ñ çàòðàòàìè ifu = 2518 è ija = 411. Ïðè ðàñ÷åòàõ òîëüêîïî L-óñòîé÷èâîé ñõåìå (6) ifu = 2501 è ija = 701. Ôàêòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîââ êîíöå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íå õóæå çàäàâàåìîé. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñëå-äóåò, ÷òî ïî ÷èñëó äåêîìïîçèöèé ìàòðèöû ßêîáè ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ý��åêòèâíåå
L-óñòîé÷èâîãî ìåòîäà (6) ïðèìåðíî â 1.7 ðàçà, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî âû÷èñëåíèé ïðàâîé÷àñòè çàäà÷è (22) äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ ïðèìåðíî îäèíàêîâî.�åøåíèå çàäà÷è (22) áûëî âû÷èñëåíî ÿâíûì ìåòîäîì ïåðåìåííîãîøàãà (13) ñ êîíòðî-ëåì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû ñ çàòðàòàìè ifu = 10 497 424.Ïðè ðàñ÷åòàõ áåç êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ifu = 13 250 508. Äàííàÿ çàäà÷à ñëèøêîì



66 À.Å. Íîâèêîâ, Å.À. Íîâèêîâæåñòêàÿ äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû çäåñü ñ öåëüþ äåìîíñòðà-öèè ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ ñ êîíòðîëåì óñòîé÷èâî-ñòè äëÿ ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ áîëüøîéðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ý��åêòèâíåå L-óñòîé÷èâûõ ìåòîäîâ [9℄.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà âûáðàíî èçâåñòíîå óðàâíåíèå Âàí äåð Ïîëÿ
y′1 = y2, y′2 = 102[(1− y21)y2 − y1], t ∈ [0, 11],

y1(0) = 2, y2(0) = 0, h0 = 10−6. (23)Äëÿ äàííîé çàäà÷è òàêæå õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó÷àñòêîâ ñ áûñòðûì èçìå-íåíèåì ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðîñ÷èòûâàòü ïî ÿâíîé ñõåìå. �àñ÷åòû ïðîâîäèëèñüñ ÷èñëåííîé ìàòðèöåé ßêîáè. �åøåíèå çàäà÷è (23) àëãîðèòìîì MKRK3 âû÷èñëåíî ñçàòðàòàìè ifu = 19 432 è ija = 5010. Ïðè ðàñ÷åòàõ òîëüêî ïî L-óñòîé÷èâîé ñõåìå (6)
ifu = 18 670 è ija = 5671.Ôàêòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ â êîíöå èíòåðâàëà èíòåãðèðî-âàíèÿ íå õóæå çàäàâàåìîé. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïî ÷èñëó äåêîìïîçèöèéìàòðèöû ßêîáè ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ñíîâà ý��åêòèâíåå L-óñòîé÷èâîãî ìåòîäà (6),õîòÿ ïðåèìóùåñòâî íå ñòîëü çíà÷èòåëüíî. ×èñëî âû÷èñëåíèé ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷è (23)äëÿ îáîèõ àëãîðèòìîâ ïðèìåðíî îäèíàêîâîå. �åøåíèå çàäà÷è (23) áûëî âû÷èñëåíî ÿâ-íûì ìåòîäîì ïåðåìåííîãî øàãà (13) ñ êîíòðîëåì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé è óñòîé÷èâîñòè÷èñëåííîé ñõåìû ñ çàòðàòàìè ifu = 22 030 302.Ïðè ðàñ÷åòàõ áåç êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè
ifu = 27 350 638. Çàäà÷à (23) òàêæå ñëèøêîì æåñòêàÿ äëÿ ÿâíûõ ìåòîäîâ.Çàêëþ÷åíèåÏîñòðîåííûé àëãîðèòì MKRK3 ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðàñ÷åòîâ ñ òî÷íîñòüþ 10−4 è íèæå.Â ýòîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ åãî ìàêñèìàëüíàÿ ý��åêòèâíîñòü. Â MKRK3 ñ ïîìîùüþïðèçíàêà ìîæíî çàäàâàòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû ðàñ÷åòà: 1) ÿâíûì ìåòîäîì ñ êîíòðîëåìèëè áåç êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè; 2) L-óñòîé÷èâûì ìåòîäîì ñ àíàëèòè÷åñêîé èëè ÷èñëåí-íîé ìàòðèöåé ßêîáè; 3) ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëåííîé ñõåìû. Âñå ýòî ïîçâîëÿåòïðèìåíÿòü äàííûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ êàê æåñòêèõ, òàê è íåæåñòêèõ çàäà÷. Ïðèðàñ÷åòàõ ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì ÷èñëåííîé ñõåìû âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäà÷àæåñòêîé èëè íåò, ïåðåêëàäûâàåòñÿ íà àëãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ.Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè �àêòè÷åñêè íå ïðèâîäèò êóâåëè÷åíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò, òàê êàê îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëàìàòðèöû ßêîáè ñèñòåìû (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ðàíåå âû÷èñëåííûå ñòàäèè è íå ïðè-âîäèò ê ðîñòó ÷èñëà âû÷èñëåíèé �óíêöèè f . Òàêàÿ îöåíêà ïîëó÷àåòñÿ ãðóáîé. Îäíàêîïðèìåíåíèå êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ íà ðîñò øàãà ïîçâîëÿåò èç-áåæàòü íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé ãðóáîñòè îöåíêè. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòîïðèâîäèò ê íåñòàíäàðòíî âûñîêîìó ïîâûøåíèþ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà. Íà ó÷àñòêåóñòàíîâëåíèÿ çà ñ÷åò êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàðûå îøèáêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à íîâûåíåâåëèêè çà ñ÷åò ìàëîñòè ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âìåñòî îöåíêèìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùåå ïî ïîðÿäêó. Øàã èíòåãðè-ðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî è ñ òàêèì øàãîì îñóùåñòâëÿåòñÿèíòåãðèðîâàíèå äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè.Êàê ïðàâèëî, ÷èñëî òàêèõ øàãîâ íåâåëèêî. Îäíàêî âåëè÷èíà øàãà ìîæåò íà ïîðÿäîêïðåâûøàòü ìàêñèìàëüíûé øàã ïî óñòîé÷èâîñòè. Ïîñëå íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà äëÿ êîí-òðîëÿ òî÷íîñòè øàã óìåíüøàåòñÿ äî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî. Òàêîé ý��åêò ìîæåò
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