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om, yarovenko�iam.dvo.ru, prh�iam.dvo.ruÈññëåäóåòñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü �îðìè-ðîâàíèÿ ïðîåêöèîííûõ äàííûõ â ïîçèòðîííîé ýìèññèîííîé òîìîãðà�èè íà îñíî-âå ðàññåÿííûõ �îòîíîâ. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè õîðî-øåå ñîâïàäåíèå ïðîåêöèé, ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêè è ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîçèòðîííàÿ ýìèññèîííàÿ òîìîãðà�èÿ, êîìïòîíîâñêîå ðàññå-ÿíèå, èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü, ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.ÂâåäåíèåÈäåàëèçèðîâàííàÿ èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü ïîçèòðîííîé ýìèññèîííîé òîìîãðà�èè (ÏÝÒ)íà ïåðâè÷íûõ (íå ðàññåÿííûõ) �îòîíàõ õîðîøî èçâåñòíà [1℄. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âíóò-ðåííèõ èñòî÷íèêîâ àêòèâíîñòè èçîòîïà f(x, y, z) âíóòðè ñðåäû ñ ëèíåéíûì êîý��èöè-åíòîì îñëàáëåíèÿ µ(x, y, z) è äåòåêòîðîâ ìàëûõ ðàçìåðîâ A è B âáëèçè ïîâåðõíîñòèïðîñâå÷èâàåìîãî òåëà ìîäåëü �îðìèðîâàíèÿ äàííûõ èìååò âèä
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f(x, y, z)dl, (1)ãäå dl, dl′ � ýëåìåíòû äëèíû íà ëèíèè AB. Ôóíêöèÿ µ îïèñûâàåò àíàòîìè÷åñêóþ ñòðóê-òóðó ïðîñâå÷èâàåìîãî îðãàíèçìà, è åå íîñèòåëü D(µ) åñòü îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿîáëàñòü. Èñòî÷íèêè ñ ýìèññèîííîé àêòèâíîñòüþ f ïîñëå èõ ââåäåíèÿ â ñðåäó D(µ) ðàñ-ïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îñîáåííîñòÿìè �óíêöèîíèðîâàíèÿ îðãàíèçìà, â ñèëó ÷åãîíîñèòåëåì �óíêöèè f ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü D(f) ⊂ D(µ) íåèçâåñò-íîé �îðìû. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè (ðåêîíñòðóêöèè) àêòèâíîñòè èçîòîïîâ f èíîñèòåëÿ D(f) ïî äàííûì PAB, ðåãèñòðèðóåìûì áîëüøèì ìíîæåñòâîì ïàð äåòåêòî-ðîâ (A,B). Â òðàäèöèîííîé ìîäåëè ÏÝÒ ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â (1) ñ÷èòàåòñÿèçâåñòíûì èç äàííûõ ïðåäâàðèòåëüíîãî ñêàíèðîâàíèÿ (íàïðèìåð, ìåòîäàìè êëàññè÷å-ñêîé ðåíòãåíîâñêîé èëè ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé òîìîãðà�èè). Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü ÏÝÒîñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè áîëüøîãî ÷èñëà ïàð ãàììà-êâàíòîâ (u, v), ðàçëåòàþùèõñÿ
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû� 10-07-00131-àè 11-01-98521),Ôåäå-ðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè� è ãðàí-òà 09-II-ÑÎ-004 Êîíêóðñà èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ ÄÂÎ �ÀÍ ñ íàó÷íûìè ó÷ðåæäåíèÿìè ÑÎ �ÀÍ.27



28 È.�. Êàçàíöåâ, È.Ï. ßðîâåíêî, È.Â. Ïðîõîðîâïðèáëèçèòåëüíî â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ èç òî÷êè àííèãèëÿöèè C (ðèñ. 1, à)â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ïîçèòðîíà, èçëó÷àåìîãî ðàäèîíóêëèäîì f , ñ îäíèì èç ýëåê-òðîíîâ ñðåäû µ. Ýòè äâà �îòîíà ðåãèñòðèðóþòñÿ ìåòîäîì ñîâïàäåíèé âíóòðè ìàëîãîâðåìåííîãî ïðîìåæóòêà. Äàííûå äåòåêòîðîâ PAB êîððåêòèðóþòñÿ è çàòåì èíòåðïðå-òèðóþòñÿ êàê èíòåãðàëû îò f ïî ïðÿìûì ëèíèÿì, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïåð-âè÷íûå �îòîíû ñ ýíåðãèåé E = 511 êýÂ.Îäíàêî íà ïðàêòèêå â äåòåêòîðû ïîïàäàþò è �îòîíû v′ ñ ýíåðãèÿìè E ′ < E, ïðå-òåðïåâøèå êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå (ðèñ. 1, á). Â çàâèñèìîñòè îò ðàçðåøåíèÿ äåòåê-òîðà ïî ýíåðãèè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíîå îêíî ÷óâñòâèòåëü-íîñòè W = [t, 511] ñ ïîðîãîì t è �îòîíû 
 ýíåðãèåé âíå îêíà W â àëãîðèòìàõ ÏÝÒíå ó÷èòûâàþòñÿ. Äëÿ ïîïàâøèõ â îêíî �îòîíîâ ìåòîäàìè ìîäåëèðîâàíèÿ îöåíèâàåò-ñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà ïåðâè÷íûõ �îòîíîâ ê ðàññåÿííûì è äàííûå ìàñøòàáèðóþòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îòíîøåíèåì, ÷òî ïðèíÿòî íàçûâàòü êîððåêöèåé íà ðàññåÿíèå. Âû-áîð ïîðîãà t è äðóãèå ïðîáëåìû (îäíà èç íèõ ñîñòîèò â ìàëîé ñòàòèñòèêå îòñ÷åòîâ)îáóñëîâëèâàþò øèðîêîå ïðèâëå÷åíèå â ÏÝÒ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ìîäåëü (1) ÿâëÿ-åòñÿ èäåàëèçèðîâàííîé, îäíàêî èìåííî íà åå îñíîâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëûîáðàùåíèÿ, ïîçâîëèâøèå îòâåòèòü íà âîïðîñû î ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè âîññòà-íîâëåíèÿ �óíêöèè f äëÿ ðåãóëÿðíûõ ñèñòåì ðåãèñòðàöèè, äàíû îöåíêè òî÷íîñòè èïîñòðîåíû îïåðàòîðû ïðÿìîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû.Èç �èçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ èçâåñòíî, ÷òî â ìåäèöèíñêèõ ñêàíåðàõ ðàññåÿííûå�îòîíû ñîñòàâëÿþò îò 30 äî 70% îáùåãî ÷èñëà ðåãèñòðèðóåìûõ �îòîíîâ, ïðè ýòîì îä-íîêðàòíî ðàññåÿííûå (âòîðè÷íûå) �îòîíû ñîñòàâëÿþò áîëüøèíñòâî (90�95%) èç âñåõìíîãîêðàòíî ðàññåÿííûõ �îòîíîâ. Çà ïîñëåäíèå äâà äåñÿòèëåòèÿ äîñòèãíóò ïðîãðåññâ ñîçäàíèè äåòåêòîðîâ ñ äîñòàòî÷íî âûñîêèì (äî 2�3%) ðàçðåøåíèåì ïî ýíåðãèè. Ïî-ýòîìó àêòóàëüíîé ñòàíîâèòñÿ çàäà÷à íå òîëüêî êîððåêöèè, èëè îòáðàñûâàíèÿ ðàññåÿí-íûõ �îòîíîâ, íî è èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ïðîöåññå âîññòàíîâëåíèÿ àêòèâíîñòè f(x, y, z)âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü èíñòðóìåíò ìîäåëèðîâàíèÿ ðåãè-ñòðàöèè ïîòîêà ðàññåÿííûõ �îòîíîâ, ïîäîáíûé ïðîåêöèîííîé ìîäåëè (1) êëàññè÷åñêîéòîìîãðà�èè. Îáùèå ïðîáëåìû ïåðåíîñà ãàììà-èçëó÷åíèÿ è åãî ïðèìåíåíèÿ â òîìîãðà-�èè èññëåäîâàíû â ìîíîãðà�èÿõ [2 � 4℄.
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Vâ�èñ. 1. Èäåàëèçèðîâàííûå ìîäåëè ÏÝÒ: à � ÏÝÒ íà ïåðâè÷íûõ �îòîíàõ (u, v) ñ ýíåðãèåé E =
511 êýÂ, C ∈ D(f) � òî÷êà àííèãèëÿöèè; á � ÏÝÒ íà îäíîêðàòíîì êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè;
(u, v)� ïàðà àííèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ, S ∈ D(µ)� òî÷êà ðàññåÿíèÿ, v′ ��îòîí v ýíåðãèè E′,ðàññåÿííûé ñ óãëîì θ; òî÷êà P ãåîìåòðè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé òî÷êîé ðàññåÿíèÿ ñóãëîì θ, îäíàêî íàõîäèòñÿ âíå ñðåäû µ (P /∈ D(µ), µ(P ) = 0) è âêëàäà â çíà÷åíèÿ ñ÷åò÷èêà B íåäàåò; â � ïîâåðõíîñòü Σθ � ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê S ðàññåÿíèÿ ñ óãëîì θ è ñ�åðè÷åñêèìèêîîðäèíàòàìè (ψ,ϕ, |AS|); òî÷êà Cxy � ïðîåêöèÿ C íà ïëîñêîñòü xAy, ∠ABS = θ − ϕ



Ìîäåëèðîâàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â òîìîãðà�èè 29Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îöåíêè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ â ÏÝÒ â áèîìåäèöèíñêèõñêàíåðàõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ SSS (Single S
atter Simulation) [5, 6℄. Âû-âîä ýòîé àïïðîêñèìàöèè è èññëåäîâàíèå åå ñâÿçè ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà ìîæíî íàéòèâ ðàáîòå [7℄. Ïðèáëèæåíèå SSS îöåíèâàåò êîëè÷åñòâî âòîðè÷íûõ êîìïòîíîâñêèõ àííè-ãèëÿöèîííûõ ïàð �îòîíîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ïàðîé äåòåêòîðîâ A è B êàê èíòåãðàëïî âñåìó îáúåìó V âîçìîæíûõ ñîáûòèé ðàññåÿíèÿ S çà åäèíèöó âðåìåíè:
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Qf, µ(x, y, z). (8)Ýòî óðàâíåíèå áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ âûâîäà èäåàëèçèðîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-íåíèÿ îäíîêðàòíîãî êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ñ îïðåäåëåííûì óãëîì θ.



30 È.�. Êàçàíöåâ, È.Ï. ßðîâåíêî, È.Â. Ïðîõîðîâ1. Èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëüÀïïðîêñèìàöèÿ (2)�(3) àïðîáèðîâàíà â íàòóðíûõ �èçè÷åñêèõ è ìîäåëüíûõ ñòàòèñòè-÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî êîððåêöèè íà ðàññåÿíèå è èçâåñòíà [8 � 10℄ êàê äîñòàòî÷íîòî÷íûé èíñòðóìåíò îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðåãèñòðàöèè ðàññåÿííûõ �îòîíîâ â ìåäèöèí-ñêèõ ñêàíåðàõ, àäàïòèðóåìûé ê îáúåêòàì V ðàçëè÷íîé �îðìû. Îäíàêî äëÿ äåòåêòîðîâñ èäåàëüíûì ñïåêòðàëüíûì ðàçðåøåíèåì è ñ ïðèâëå÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâòðàåêòîðèé ðàññåÿííûõ �îòîíîâ è ïîâåðõíîñòåé, íà êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíû òî÷êè ðàñ-ñåÿíèÿ ñ îäèíàêîâûì óãëîì θ, â óðàâíåíèè (8) âîçìîæíî òî÷íîå îïèñàíèå îáúåìà V , èòîãäà èíòåãðèðîâàíèå â (8) ïðèîáðåòàåò êîíêðåòíûå ïðåäåëû, ÷òî ïîçâîëÿåò âûâåñòèèíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.Èç ãåîìåòðèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ëåãêî âèäåòü (ñì. ðèñ. 1, á), ÷òî äëÿ âñåõòî÷åê ðàññåÿíèÿ S ñ óãëîì ðàññåÿíèÿ θ ñïðàâåäëèâî ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî:
∠ASB = π−θ. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ãäå ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ñ îïðåäå-ëåííûì óãëîì θ, ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü Σθ òåëà âðàùåíèÿ Vθ, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåìâîêðóã îñè Z äóãè ÂSB (ñì. ðèñ. 1, â). Èñïîëüçóÿ ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû (ψ, ϕ, r) ñíà÷àëîì â òî÷êå A, ïîâåðõíîñòü Σθ è òåëî Vθ ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

Σθ = {(ψ, ϕ, r)|ψ ∈ [0, 2π), φ ∈ [0, θ], r = |AS|}, (9)
Vθ = {(ψ, ϕ, r)|ψ ∈ [0, 2π), φ ∈ [0, θ], r ∈ [0, |AS|]}. (10)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò äóãà ÂSB,

R =
|AB|
2 sin θ

. (11)Èñïîëüçóÿ çàêîí ñèíóñîâ äëÿ òðåóãîëüíèêà △ABS

|AS|
sin(θ − ϕ)

=
|BS|
sin(ϕ)

= 2R, (12)ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ õîðä
|AS| = |AB|sin(θ − ϕ)

sin θ
, |BS| = |AB|sinϕ

sin θ
. (13)Ïóñòü äåòåêòîð B ðåãèñòðèðóåò �îòîíû, ðàññåÿííûå ïîä òàêèìè ðàçëè÷íûìè óãëà-ìè, ÷òî θ ≤ T äëÿ íåêîòîðîãî âûáðàííîãî óãëà T ≤ π/2. Òîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ

VT îïðåäåëåíà �îðìóëîé (10) è ñîîòâåòñòâóåò â (8) íîñèòåëþ V òî÷åê ðàññåÿíèÿ ñ óã-ëàìè ðàññåÿíèÿ θ ≤ T .Èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü SAB
VT

ðàññåÿíèÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà VT áóäåò âûâåäåíà,èñïîëüçóÿ èíòåãðàë (8), âû÷èñëåííûé â òî÷êàõ ìàëûõ äåòåêòîðîâ êðóãëîé �îðìû A è
B ñ äèàìåòðàìè δ è öåíòðàìè â A è B ñîîòâåòñòâåííî è óñðåäíåííûé çàòåì ïî ïàðåêðóãîâ (A,B) è èõ ïëîùàäÿì â âèäå ïðåäåëà

SAB
VT

= lim
δ→0

1
(

π
δ2

4

)2

∫

A

dA

∫

B

dB

∫

VT

dVT

(

σASσBS

4π|AS|2|BS|2
)

Qf, µ(x, y, z). (14)



Ìîäåëèðîâàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â òîìîãðà�èè 31Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé δ ãåîìåòðè÷åñêèå ñå÷åíèÿ êðóãîâ A è B, ïåðïåíäèêóëÿðíûå êëó÷àì AS è SB, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííî ýëëèïñàìè ñ ïëîùàäÿìè
σAS ≈ πδ2 cosϕ

4
, σBS ≈ πδ2 cos(θ − ϕ)

4
. (15)Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (14) è ïîëàãàÿ çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ èíòåãðàëîâ ∫

VT

áëèçêèìè ïðèâàðüèðîâàíèè òî÷åê A ∈ A è B ∈ B, ïîëó÷èì
SAB
VT

=

∫

VT

dVT

(

cosϕ cos(θ − ϕ)

4π|AS|2|BS|2
)

Qf, µ(x, y, z). (16)Ïðîèçâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â (16) ñ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò (x, y, z) íà êðèâîëèíåé-íûå (ψ, ϕ, θ), ãäå (ψ, ϕ) � ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, à θ ∈ [0, T ] (ïðè �èêñèðîâàííîìðàññòîÿíèè |AB|), ïî ïðàâèëó
x = X(ψ, ϕ, θ) = |AS| sinϕ cosψ,

y = Y (ψ, ϕ, θ) = |AS| sinϕ sinψ,

z = Z(ψ, ϕ, θ) = |AS| cosϕ, (17)çäåñü çàâèñèìîñòü |AS| îò θ è ϕ âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì (13). Âû÷èñëèì ýëåìåíòàðíûéîáúåì
dVT = dxdydz = |J |dψdϕdθ, (18)ãäå J åñòü ÿêîáèàí

J =





∂X/∂ψ ∂X/∂ϕ ∂X/∂θ
∂Y /∂ψ ∂Y /∂ϕ ∂Y /∂θ
∂Z/∂ψ ∂Z/∂ϕ ∂Z/∂θ



 , (19)à |J | � åãî îïðåäåëèòåëü. Ó÷èòûâàÿ (13), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
|J | = det J =

|AB|3 sin2(ϕ) sin2(θ − ϕ)

sin4(θ)
=

|AS|2|SB|2
|AB| , (20)è ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (16) ïðèíèìàåò âèä

SAB
VT

=

T
∫

0

dθ

2π
∫

0

dψ

θ
∫

0

dϕ
cosϕ cos(θ − ϕ)

4π|AB| Qf, µ(ψ, ϕ, θ). (21)Ó÷èòûâàÿ (7) è ïîëàãàÿ òî÷å÷íûå ïðèåìíèêè èäåàëüíî ý��åêòèâíûìè (ǫ = ǫ′ = 1),ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ðàññåÿíèÿ ñ óãëàìè, ìåíüøèìè T :
SAB
VT

=

T
∫

0

dθ

θ
∫

0

dϕ
cosϕ cos(ϕ− θ)

4π|AB|

2π
∫

0

dψ
µ(ψ, ϕ, |AS|)

σC ∂σC
∂Ω

e
−

(

S
∫

A

µdl+
B
∫

S

µ′dl

)

×

×
|AS|
∫

0

f(ψ, ϕ, r)dr. (22)
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∫

0

÷àñòü
ξAB
θ =

θ
∫

0

dϕ
cosϕ cos(ϕ− θ)

4π|AB|

2π
∫

0

dψ
µ(ψ, ϕ, |AS|)

σC ∂σC
∂Ω

e
−

(

S
∫

A

µdl+
B
∫

S

µ′dl

)

|AS|
∫

0

f(ψ, ϕ, r)dr (23)ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ìãíîâåííîå êîëè÷åñòâî ðàññåÿííûõ ñ óãëîì θ �îòîíîâ,ïðè ýòîì
SAB
VT

=

T
∫

0

ξAB
θ dθ. (24)Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîäîáíûå �îðìóëå (23), ñ òî÷íîñòüþ äî ñêàëÿðíîãî ìíî-æèòåëÿ áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòå [11℄ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé.2. Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåÄëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè �îðìóëû (23) ðåàëüíîìó �èçè÷åñêîìó ïðîöåññó èñïîëü-çóåì èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå íà îñíîâå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [12℄. Èäåÿ ìåòîäàîñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ñðåäå â âèäå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �äâèæåíèÿ �îòîíîâ ÷åðåç ñðåäó, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷å-íèÿ ñ âåùåñòâîì. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ìîäåëèðîâíèÿ íàêàïëèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå êîëè-÷åñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé èí�îðìàöèè äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü îöåíêó âåëè÷èíû ξAB

θ .Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò èìèòèðîâàòü ñèãíàë, êîòîðûé áóäåò íàèáîëåå áëèçîê ê òîìó, ÷òîðåãèñòðèðóåò ðåàëüíûé òîìîãðà�, òàê êàê âíîñèò â èòîãîâûé ñèãíàë ñëó÷àéíûå øóìûè îøèáêè, õàðàêòåðíûå äëÿ ðåàëüíîãî �èçè÷åñêîãî ïðîöåññà.Àëãîðèòì, èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå, ðåàëèçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.1. �îçûãðûø òî÷êè àííèãèëÿöèè �îòîíà. Ïóñòü èñòî÷íèê ñ ýìèññèîííîé àêòèâíî-ñòüþ f ðàñïðåäåëåí â íåêîòîðîé îáëàñòè G0 = D(f) ⊂ D(µ). Íà ïåðâîì ýòàïå ðàçûã-ðûâàåì òî÷êó r îáðàçîâàíèÿ ïîçèòðîíà ðàâíîìåðíî âíóòðè G0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïîçèòðîí òóò æå àííèãèëèðóåò, òàê ÷òî òî÷êè îáðàçîâàíèÿ è àííèãèëÿöèè ïîçèòðîíàñîâïàäàþò.2. �îçûãðûø íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ �îòîíîâ, îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå àííè-ãèëÿöèè. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà â ðåçóëüòàòåàííèãèëÿöèè îáðàçóþòñÿ äâà �îòîíà. Äëÿ ïðèìåíÿåìûõ â ìåäèöèíå �àðìïðåïàðàòîâîòêëîíåíèå îáðàçîâàâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè �îòîíîâ îò àíòèêîëëèíåàðíî-ñòè, êàê ïðàâèëî, íå ïðåâûøàåò 10−3 ðàä. [5℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àí-íèãèëÿöèîííûå �îòîíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñòðîãî â äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõíàïðàâëåíèÿõ. Âñëåäñòâèå èçîòðîïèè ïåðâîíà÷àëüíûõ íàïðàâëåíèé äâèæåíèÿ �îòîíàðàâíîìåðíî íà ñ�åðå ðàçûãðûâàåì íàïðàâëåíèå ω = (ω1, ω2, ω3), â êîòîðîì ïîëåòèò ïåð-âûé èç îáðàçîâàâøèõñÿ �îòîíîâ. Äàëåå îòñëåæèâàåì èñòîðèþ �îòîíà, äâèæóùåãîñÿ âíàïðàâëåíèè ω.3. �îçûãðûø ñâîáîäíîãî ïðîáåãà �îòîíà â âåùåñòâå. Ñâîáîäíûé ïðîáåã ðàçûãðûâà-åòñÿ ñ ó÷åòîì ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà óìåíüøåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà �îòîíîâ ñðàññòîÿíèåì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â êóñî÷íî-íåîäíîðîäíîé ñðåäåïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì, ïðèâåäåííûé â [12℄. Åñëè â ðåçóëüòàòå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà �îòîí



Ìîäåëèðîâàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â òîìîãðà�èè 33ïîêèíóë òîìîãðà�, òî òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îòáðàñûâàåòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ï. 1.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàçûãðûâàåòñÿ òèï âçàèìîäåéñòâèÿ �îòîíà ñ âåùåñòâîì.4. �îçûãðûø âçàèìîäåéñòâèÿ �îòîíà ñ âåùåñòâîì. Äëÿ õàðàêòåðíîãî â ïîçèòðîí-íîé ýìèññèîííîé òîìîãðà�èè äèàïàçîíà ýíåðãèé ñðåäè âñåõ âèäîâ âçàèìîäåéñòâèÿ èç-ëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì ïðåîáëàäàþò �îòîýëåêòðè÷åñêîå ïîãëîùåíèå, êîìïòîíîâñêîå ðàñ-ñåÿíèå è ðàññåÿíèå ïî �ýëåþ [2℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñ âå-ùåñòâîì âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ �îòîíà, ðàññåÿíèÿ ïî �ýëåþ è ïî Êîìï-òîíó
Pa = µa(E)/µ(E), PR = µR(E)/(µR(E) + µC(E)), PC = 1− PR, (25)ãäå µa � êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ, µR, µC � êîý��èöèåíòû ðàññåÿíèÿ ïî �ýëåþ èÊîìïòîíó ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü è äàëåå ñèìâîëàìè α, β áóäåì îáîçíà÷àòü íåçàâèñèìûåðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â äèàïàçîíå [0, 1].Åñëè α < Pa, òî �îòîí ïîãëîòèëñÿ, è òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äàëüøå íå îòñëåæèâàåòñÿ.Åñëè α>Pa, òî �îòîí ðàññååòñÿ, è íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òèï ðàññåÿíèÿ. Ïðè β <PR�îòîí ðàññååòñÿ ïî çàêîíó �ýëåÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �îòîí ðàññååòñÿ ïî çàêîíó Êîìï-òîíà.5. �àññåÿíèå �îòîíà ïî �ýëåþ. Åñëè �îòîí ðàññåÿëñÿ ïî çàêîíó �ýëåÿ, òî ðàçûãðû-âàåì íîâîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ω′ = (ω′

1, ω
′
2, ω

′
3), êîòîðîå ñâÿçàíî ñ ïåðâîíà÷àëüíûìíàïðàâëåíèåì ω ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

ω′
1 =

√
1− ν2 (cosφω3 ω1 − sinφω2)

/
√

1− ω2
3 + ν ω1, (26)

ω′
2 =

√
1− ν2 (cosφω3 ω2 − sinφω1)

/
√

1− ω2
3 + ν ω2, (27)

ω′
3 = −

√
1− ν2 cosφ

√

1− ω2
3 + ν ω3, (28)ãäå ν � êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè ω è ω′, ðàñïðåäåëåííûé ñ ïëîòíîñòüþâåðîÿòíîñòè

g(ν) =
3

16π
(1− ν2), (29)àçèìóòàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿ φ = 2πβ. Ôîðìóëû (26)�(28) äëÿ íàõîæäåíèÿ íîâîãîíàïðàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâû ïðè ω3 6= ±1. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû

ω′
1 =

√
1− ν2 cosφ, ω′

2 =
√
1− ν2 sin φ, ω′

3 = ν. (30)Ïîñëå íàõîæäåíèÿ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ âîçâðàùàåìñÿ íàçàä ê ï. 3.6. �àññåÿíèå �îòîíà ïî Êîìïòîíó. Ïðè ðàññåÿíèè �îòîíà ïî çàêîíó Êîìïòîíàïðîèñõîäèò èçìåíåíèå íå òîëüêî íàïðàâëåíèÿ, íî è ýíåðãèè �îòîíà. Âåðîÿòíîñòü òîãî,÷òîáû ðàññåÿííûé �îòîí èìåë ýíåðãèþ îò E äî E ′, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-íîãî ÷èñëà α îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
E′

∫

E

dσC
dE

dE





Emin
∫

E

dσC
dE

dE





−1

= α, (31)ãäå Emin = E/(1+2E/E0) � ìèíèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðóþ ìîæåò ïðèîáðåñòè �îòîí âðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ, dσC/dE � äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ



34 È.�. Êàçàíöåâ, È.Ï. ßðîâåíêî, È.Â. Ïðîõîðîââ èíòåðâàëå ýíåðãèé îò E äî E + dE, îïðåäåëÿåìîå êîìáèíàöèåé ñå÷åíèÿ Êëÿéíà�Íèøèíû�Òàììà è �óíêöèè íåêîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ [2℄, ïîçâîëÿþùåé ó÷èòûâàòüâëèÿíèå ñâÿçè ýëåêòðîíîâ â àòîìå âåùåñòâà íà ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (31) � äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé ïðîöåññ. Äëÿ óñêîðåíèÿ â ðàñ÷å-òàõ èñïîëüçîâàëàñü çàðàíåå ïîäãîòîâëåííàÿ äâóìåðíàÿ òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (31) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ïî E è α. Â ïðîìåæóòî÷-íûõ òî÷êàõ ïðèìåíÿëàñü ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Íàéäåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè ðàññå-ÿííîãî �îòîíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ:
ν = 1 + E0/E − E0/E

′, (32)ãäå E0 � ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà. Äàëåå, ðàçûãðûâàÿ àçèìóòàëüíûé óãîë ðàññåÿíèÿðàâíîâåðîÿòíî â äèàïàçîíå îò 0 äî 2π è ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (26)�(30), íàõîäèì íîâîåíàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ �îòîíà. Ïîñëå ýòîãî âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 3.7. �åãèñòðàöèÿ �îòîíà äåòåêòîðîì. Åñëè â ðåçóëüòàòå òðàññèðîâêè �îòîí ïîïàëâ äåòåêòîð, çàïîìèíàåì íîìåð äåòåêòîðà è ïåðåõîäèì ê îòñëåæèâàíèþ �îòîíà â íà-ïðàâëåíèè −ω. Â ñëó÷àå, êîãäà îáà �îòîíà, îáðàçîâàâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå àííèãèëÿöèè,ïîïàëè ñîîòâåòñòâåííî â äåòåêòîðû A è B è ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî �îòîíà íàõîäèòñÿ âçàäàííîì äèàïàçîíå [α, α+∆α], çàâèñÿùåì îò θ, îöåíêà �óíêöèè ξAB
θ óâåëè÷èâàåòñÿ íàâåëè÷èíó èíòåíñèâíîñòè àêòèâíîãî âåùåñòâà â òî÷êå àííèãèëÿöèè ïîçèòðîíà. Èòîãîâàÿîöåíêà âåëè÷èíû ξAB

θ èìååò âèä
ξAB
θ ≈MAB

θ =
16

N

N
∑

i=1

f(ri)

∆αδ4π2
, (33)ãäå N � îáùåå ÷èñëî ìîäåëèðóåìûõ ÷àñòèö, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ñîáûòèÿìïàðíîãî ïîïàäàíèÿ ÷àñòèö â äåòåêòîðû.Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â âèäå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ èñ-ïîëüçîâàëàñü â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Äëÿ ãåíåðàöèè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàâíîìåð-íî ðàñïðåäåëåííûõ â äèàïàçîíå [0, 1], èñïîëüçîâàëñÿ äàò÷èê, îïèñàííûé â [13℄. Äëÿïðîâåðêè �îðìóëû (23) áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ �àíòîìîì, øè-ðîêî èñïîëüçóåìûì â ëèòåðàòóðå [14℄ è ïîçâîëÿþùèì ãåîìåòðè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåñ êîíòðîëåì ãðàíèö îáúåêòà, âíå êîòîðîãî ðàññåÿíèå ñ÷èòàåòñÿ íåñóùåñòâåííûì. Äàí-íûé �àíòîì (ðèñ. 2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð ðàäèóñîì 8 ñì, çàïîëíåííûé âîäîé.à á

y

x

z4 1 2

3A B

z4 1 2

A B

O
O

y

3
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µD(  )�èñ. 2. Òîìîãðà�è÷åñêèé �àíòîì, ñå÷åíèå yOz (à), îáùèé âèä (á); ïðîåêöèè ξθ è Mθ âû÷èñ-ëÿþòñÿ äëÿ 100 ïàð ïðèåìíèêîâ (A,B) ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ xAi = xBi = 0, yAi = yBi =
8.0− (i− 0.5)δ, zAi = 0, zBi = 16, i = 1, . . . , 100, δ = 0.16 ñì, µ = µ′ = 0.096 ñì−1
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â ã

�èñ. 3. Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîåêöèé êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ íà òî-ìîãðà�è÷åñêîì �àíòîìå; ïóíêòèðíûå ëèíèè � ïðîåêöèè Mθ, ðàññ÷èòàííûå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, ñïëîøíûå � ïðîåêöèè ξθ; ïðîåêöèè îò ñ�åðû � 1 (à), � 2 (á), � 3 (â), � 4 (ã)Âíóòðü öèëèíäðà ïîìåùåíû ÷åòûðå ñòàöèîíàðíî èçëó÷àþùèõ ñ�åðè÷åñêèõ èñòî÷íè-êà äèàìåòðàìè 1.8 ñì, çàïîëíåííûå �àðìïðåïàðàòîì ñ åäèíè÷íîé àêòèâíîñòüþ: � 1â öåíòðå è � 2, 3, 4, ñìåùåííûå íà 4 ñì îò öåíòðà. Ôîòîíû ðåãèñòðèðóþòñÿ ëèíåéêàìèäåòåêòîðîâ A è B, ëåæàùèìè â ïëîñêîñòè yOz. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåòåêòîðû ëèíåéêè Aðåãèñòðèðóþò ïåðâè÷íûå �îòîíû, ëèíåéêè B � ðàññåÿííûå. Êàæäàÿ ëèíåéêà ñîñòîèòèç 100 äåòåêòîðîâ ñå÷åíèÿ δ = 0.16 ñì.Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ �îòîíà îòñëåæèâàëîñüäî 10 àêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ñî ñðåäîé. Äàííûå î ñå÷åíèÿõ âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿñ âåùåñòâîì áðàëèñü èç òàáëèö Õàáëà [15℄. Ìîäåëèðîâàëîñü 1011 òðàåêòîðèé (âðåìÿðàñ÷åòà íà êîìïüþòåðå Pentium 3.2 GHz îêîëî 5 ñóòîê). Ïðè ðàñ÷åòå ïðî�èëåé ñèãíàëàïî �îðìóëå (23) êîý��èöèåíò îñëàáëåíèÿ â âîäå ïðèíèìàëñÿ îäèíàêîâûì äëÿ âñåõýíåðãèé µ = µ′ = 0.096 ñì−1. Ïðîåêöèè ξθ è Mθ ìàñøòàáèðîâàëèñü óìíîæåíèåì íàñêàëÿð ïî ïðèíöèïó ñîâìåùåíèÿ òî÷åê ìàêñèìóìà è ïðèâîäèëèñü ê óñëîâíûì åäèíèöàìâ èíòåðâàëå [0, 10].�ðà�èêè íà ðèñ. 3 äåìîíñòðèðóþò ïîâåäåíèå ñðàâíèâàåìûõ âåëè÷èí â ñëó÷àå, êî-ãäà îòñëåæèâàåòñÿ ðàññåÿíèå íà óãîë θ = π/3. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèåìåæäó ïðîåêöèÿìè, ïîëó÷åííûìè ïî �îðìóëå (23), è ñòàòèñòè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì.Íåáîëüøîå ðàçëè÷èå, îáóñëîâëåííîå ìíîãîêðàòíûì ðàññåÿíèåì �îòîíîâ, íàáëþäàåòñÿëèøü ïî êðàÿì ãðà�èêîâ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ êðèâûõ, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ äðóãèì óãëàì ðàññåÿíèÿ.



36 È.�. Êàçàíöåâ, È.Ï. ßðîâåíêî, È.Â. ÏðîõîðîâÇàêëþ÷åíèåÂ êà÷åñòâå èñõîäíîé â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü èçâåñòíàÿ ìîäåëü ðåãèñòðàöèè îäíîêðàòíîðàññåÿííûõ �îòîíîâ â ïîçèòðîííîé ýìèññèîííîé òîìîãðà�èè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîéèíòåãðàë ïî îáëàñòè ñîáûòèé ðàññåÿíèÿ �îòîíîâ. Îäíàêî ïðåäìåòîì âîññòàíîâëåíèÿ âýìèññèîííîé òîìîãðà�èè ÿâëÿþòñÿ íå òî÷êè ðàññåÿíèÿ �îòîíîâ, à îáëàñòè êîíöåíòðà-öèè àêòèâíîñòè èçîòîïîâ. Ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå äëÿòî÷å÷íûõ äåòåêòîðîâ, îáëàäàþùèõ èäåàëüíûì ñïåêòðàëüíûì ðàçðåøåíèåì, îöåíèâàòüêîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå â âèäå èíòåãðàëà îò ðàñïðåäåëåíèé êîý��èöèåíòà îñëàáëåíèÿè àêòèâíîñòè ðàäèîíóêëèäà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ñ�îðìóëèðîâàòü ïðÿìóþ çàäà÷ó âäåòåðìèíèñòñêîé ïîñòàíîâêå â âèäå îïåðàòîðà èìåííî îò òåõ âåëè÷èí, êîòîðûå ïîä-ëåæàò ðåêîíñòðóêöèè. Äëÿ òåñòîâîãî òîìîãðà�è÷åñêîãî �àíòîìà è ãåîìåòðèè ñáîðàäàííûõ â âèäå ëèíååê ïðèåìíèêîâ ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðî-âàíèå ðåãèñòðàöèè êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ïðîåêöèé,ãåíåðèðîâàííûõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è âû÷èñëåííûõ ïî ïîëó÷åííîé �îðìóëå èíòå-ãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Òåðåùåíêî Ñ.À. Ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé òîìîãðà�èè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 320 ñ.[2℄ Ôàíî Ó., Ñïåíñåð Ë., Áåðãåð Ì. Ïåðåíîñ ãàììà-èçëó÷åíèÿ. Ì.: �îñàòîìèçäàò, 1963.284 ñ.[3℄ Àíèêîíîâ Ä.Ñ., Êîâòàíþê À.Å., Ïðîõîðîâ È.Â. Èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñàâ òîìîãðà�èè. M.: Ëîãîñ, 2000. 224 ñ.[4℄ �îðøêîâ Â.À., Êð¼íèíã Ì., Àíîñîâ Þ.Â., Äîðæãî÷îî Î. Òîìîãðà�èÿ íà ðàññå-ÿííîì èçëó÷åíèè. Ì.: Òåõíîïîëèãðà�öåíòð, 2002. 146 ñ.[5℄ Ollinger J.M. Model-based s
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