
Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè Òîì 16, � 5, 2011
Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòèâ ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà∗Â.Í. �ðåáåí¼âÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: vngrebenev�gmail.
omÄëÿ çàìêíóòîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë�åéíîëüäñà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîéçàäà÷è. Óñòàíîâëåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ ïîâðåìåíè, è èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â îáëàñòèáîëüøèõ ìàñøòàáîâ êîððåëÿöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ èíòå-ãðàë Ëîéöÿíñêîãî ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ äàííîé ìîäåëè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòðîïíàÿ îäíîðîäíàÿ òóðáóëåíòíîñòü, çàìêíóòàÿ ìîäåëüóðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà, ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé, àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå,íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ðàçðåøèìîñòü, àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ.ÂâåäåíèåÎäíîðîäíûé èçîòðîïíûé òóðáóëåíòíûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì èññëå-äîâàíèé ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè â àýðîäèíàìè÷åñêîé òðóáå çàðåøåòêîé ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ èçîòðîïèè (ñì. [1, 2℄ è îáçîð ëèòåðàòóðû ê ýòèì ðàáî-òàì). Îòìåòèì, ÷òî òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ âûðàâíèâàíèåì ïðîöåññàäè��óçèè-âîçìóùåíèÿ è îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-ëåíèå çàêîíîâ çàòóõàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê âîïðîñó îá àñèìïòîòè÷åñêîìïîâåäåíèè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ïðîäîëüíîé äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè�ëóêòóàöèè ñêîðîñòè BLL(r, t). Àíàëèçèðóÿ ðàáîòû ïî äèíàìèêå îäíîðîäíûõ èçîòðîï-íûõ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåïîëíîòå ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäî-âàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè [2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå ñáîëüøèìè âåëè÷èíàìè ñêîðîñòåé ïóëüñàöèè, èëè ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè �åéíîëüäñà, ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì çàìêíóòîé ìîäåëè óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà, ïðåäëîæåííîé â [3, 4℄.1. Óðàâíåíèå Êàðìàíà�ÕîâàðòàÓðàâíåíèå Êàðìàíà�Õîâàðòà äëÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïîëÿ ñêîðîñòè â îäíîðîä-íîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè èìååò âèä [5℄
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Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 17ãäå BLL(r, t) = u′2f(|r1|, t), r = |r1|, u′2 = BLL(0, t) � èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîñòè.Äëÿ íîðìàëèçîâàííîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè f(|r1|, t) óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä
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) (2)è ïðåäñòàâëÿåò òî÷íîå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå íîðìàëèçîâàííóþ ïðîäîëüíóþ êîð-ðåëÿöèîííóþ �óíêöèþ f(|r1|, t) �ëóêòóàöèé ñêîðîñòè è äâóõòî÷å÷íûé ìîìåíò òðåòüå-ãî ïîðÿäêà h(|r1|, t). Ñèñòåìà êîîðäèíàò êîððåëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà K3 ≡ {r =
(r1, r2, r3)} âûáðàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåêòîð r = x − x

′ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíè-åì îñè r1; x ∈ R3 è x
′ ∈ R3 îáîçíà÷àþò ìàðêèðîâàííûå òî÷êè òóðáóëåíòíîãî ïî-òîêà â ìîìåíò âðåìåíè t. Óðàâíåíèå (1) (èëè (2)) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû �îñðåäíåíèÿ� â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïèè è îä-íîðîäíîñòè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5℄). Ïîÿâëåíèå ãðàäèåíòà ∂BLL,L/∂r(∂u′2(t)3/2h(|r1|, t)/∂r), êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíóþ íåèçâåñòíóþ �óíê-öèþ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà. Ýòà �óíêöèÿ íå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà òîëüêî èç óðàâíåíèÿ (1) áåç èñïîëü-çîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç. Âîïðîñó çàìûêàíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, îáçîðû 1, 2). Â ðàáîòàõ [3, 4℄ èñïîëü-çîâàëîñü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
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, (3)ãäå êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè νT ïðåäïîëàãàëñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðîèç-âåäåíèþ ðàçìåðà òóðáóëåíòíûõ âèõðåé íà õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü, ò. å.
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√
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. (4)Çäåñü DLL � ñòðóêòóðíàÿ �óíêöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, C � óíèâåðñàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,ñîâïàäàþùàÿ ñ êîëìîãîðîâñêîé êîíñòàíòîé [5℄. Îòìåòèì, ÷òî çàìûêàþùàÿ ãèïîòåçà (4)ïî ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí íå ïðîòèâîðå÷èò òåîðèè Êîëìîãîðîâà ëîêàëüíîé èçîòðîïèèòóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ïðè áîëüøèõ òóðáóëåíòíûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà (ñì. ïîäðîáíîñòèâ [3℄). Â ðàáîòå [6℄ êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè ïîëàãàëñÿ ðàâíûì (ìîäåëüÌèëëèîíùèêîâà)

νT = κ2u′2
1/2
r, u′2 = BLL(0, t), (5)÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ (4) íà áîëüøèõ êîððåëÿöèîííûõ ðàññòîÿíèÿõ r, ãäå

BLL ≈ 0. Ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ ïî �îðìóëàì (3), (4) è èçìåðåííûõ çíà÷åíèé äëÿòðîéíîé êîððåëÿöèè BLL,L ïîêàçàëî õîðîøåå ñîâïàäåíèå äàííûõ â ïðåäåëàõ äîïóñòè-ìûõ çíà÷åíèé [4℄.1.1. �ðóïïû ñèììåòðèé, äîïóñêàåìûå óðàâíåíèåì Êàðìàíà�ÕîâàðòàÄëÿ óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà óêàæåì äâå ãðóïïû ðàñòÿæåíèé, äîïóñêàåìûõ �íåâÿç-êèì� ïðåäñòàâëåíèåì (2) (â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà):
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18 Â.Í. �ðåáåí¼âãäå f è h � ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëèçîâàííûå äâóõòî÷å÷íûå äâîéíûå è òðîéíûå êîð-ðåëÿöèè òóðáóëåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Óðàâíåíèå (6) äîïóñêàåò ñëåäóþùèå ãðóïïûðàñòÿæåíèé (ñì. [7, 8℄):
Ga1 : t∗ = t, r∗ = ea1r, u′2

∗
= e2a1u′2, f ∗ = f, h∗ = h, (7)

Ga2 : t∗ = ea2t, r∗ = r, u′2
∗
= e−2a2u′2, f ∗ = f, h∗ = h, (8)è ãðóïïó ïåðåíîñà

Ga3 : t∗ = t + a3, r∗ = r, u′2
∗
= u′2, f ∗ = f, h∗ = h, (9)ãäå (a1, a2, a3) � ãðóïïîâûå ïàðàìåòðû. Â èí�èíèòåçèìàëüíîì âèäå ãðóïïû Ga1 è Ga2ïðèíèìàþò âèä
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. (10)Èí�èíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû Xa1 è Xa2 ïîðîæäàþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ ãðóïïóòî÷å÷íûõ ñèììåòðèé:

Ga1,a2 : t∗ = ea2t, r∗ = ea1r, u′2
∗
= e2(a1−a2)u′2, f ∗ = f, h∗ = h. (11)Îòìåòèì, ÷òî
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t−3(σ+1)/(σ+3)ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ãðóïïû Ga1,a2 . Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ (3), (4) íå ðàçðóøàþò ãðóïïó Ga1,a2 . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî çàìû-êàíèå (3), (5) óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ â ðàìêàõ ãðóï-ïîâîé êëàññè�èêàöèè íåçàìêíóòîãî óðàâíåíèÿ (6). Äðóãèå èíâàðèàíòû ãðóïïû Ga1,a2èìåþò âèä
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. (12)1.2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèéÄâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Ga1,a2 äîïóñêàåòñÿ �íåâÿçêèì� ïðåäñòàâëåíèåì çàìêíóòîéìîäåëè (3), (4) óðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà
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, (13)è èíâàðèàíòû (12) ãðóïïû Ga1,a2 ïîçâîëÿþò ââåñòè íîâûå àâòîìîäåëüíûå ïåðåìåííûå
ξ, f̂ : ïåðåìåííàÿ r �ìàñøòàáèðóåòñÿ� ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ìàñøòàáà ℓt ∝ t2/(σ+3),à èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîñòè u′2 âåäåò ñåáÿ êàê u′2 ∝ t−2(σ+1)/(σ+3). Îòìåòèì, ÷òîãðóïïà ïåðåíîñîâ Ga3 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â (13) äëÿ ñäâèãà ïî âðåìåíè.Ïîëó÷åííûå èíâàðèàíòû ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ, è, êàê ðåçóëüòàò,óðàâíåíèå (13) ñâîäèòñÿ ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (�àêòîðè-çàöèÿ (13) ïî ãðóïïå Ga1,a2)
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Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 19äëÿ êîòîðîãî ñòàâÿòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ
ξ = 0 : f̂(ξ) = 1, ξ → +∞ : f̂(ξ) → 0, (15)ãäå

δ =
2

σ + 3
, γ = 2

σ + 1

σ + 3
. (16)Çäåñü σ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð σ ïîðîæäàåò îäíîïàðàìåòðè-÷åñêîå ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷ (14), (15). Åãî �èçè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â îïðåäå-ëåíèè ïîâåäåíèÿ ïðîäîëüíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ êîððå-ëÿöèè [9℄. �àçðåøèìîñòü íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èññëåäîâàëàñüâ [10℄. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíÿëñÿ ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â [11℄, êî-òîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íåêîòîðûõ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. �åøåíèå çàäà÷èñòðîèòñÿ ÿâíî â âèäå (�îðìàëüíîãî) ðÿäà ïî ñïåöèàëüíîìó (ïîëèíîìèàëüíîãî âèäà)áàçèñó ðàçëîæåíèÿ. Îñîáåííîñòü äàííîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî îí ñîäåðæèò óïðàâëÿþùèéïàðàìåòð, ïîçâîëÿþùèé êîíòðîëèðîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà. Êðîìå ýòîãî, êîý��èöèåíòûðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî è íàëè÷èå åùå îäíîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò ïðîèçâî-äèòü ìàñøòàáèðîâàíèå êîý��èöèåíòîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. Òåñòèðî-âàíèå ìåòîäà ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèåì ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ äàííîãî ìåòîäàñ èçâåñòíûìè òî÷íûìè ðåøåíèÿìè äëÿ σ = 0 è 4.Ôîðìàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîâåäåíèÿ f̂ ïðè ξ → ∞ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

(1 − f̂)1/2 → 1 ïðè ξ → +∞, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìå óðàâíå-íèÿ (14):
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+ γf̂ = 0. (17)Â íîâîé �ìàñøòàáèðîâàííîé� ïåðåìåííîé ξ̂ = (δ/2κ2)ξ óðàâíåíèå (17) çàïèñûâàåòñÿ âêàíîíè÷åñêîé �îðìå
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+ (σ + 1)f̆ = 0, ξ̆ = 2ξ̂1/2. (18)Ïðè σ + 1 ∈ (0, 5) óðàâíåíèå äîïóñêàåò âåçäå óáûâàþùèå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñàëãåáðàè÷åñêîé àñèìïòîòèêîé

f̆(ξ̆) =Mξ̆−2(σ+1) + . . . , M = 
onst > 0;åñëè σ + 1 = 5, òî
f̆(ξ̆) =Me−ξ̆2/4;äëÿ σ + 1 > 5 óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â êëàññå ïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé.�àññìîòðèì ñíîâà çàäà÷ó (14)�(16). Â ñëó÷àå σ = 4 óðàâíåíèå (14) èíòåãðèðóåòñÿÿâíî (ñì. [3, 4℄). Ïîêàçàòåëü σ = 4 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà



20 Â.Í. �ðåáåí¼âËîéöÿíñêîãî [5℄. �åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è âûïèñûâàåòñÿ ÿâíî â âèäå îáðàòíîé �óíê-öèè [3, 4℄
ξ = 7κ2

(

ln

[

1 + (1− f̂)1/2

1− (1− f̂)1/2

]

− 2(1− f̂)1/2

)

. (19)Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ f̂ (ñì. òàêæå [3℄):
f̂(ξ) ≈ exp

(

− ξ

7κ2

) äëÿ ξ ≫ 1, f̂(ξ) ≈ 1− 3

14κ2
ξ2/3 äëÿ ξ ≪ 1. (20)Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíòåãðàë Ëîéöÿíñêîãî

Λ = u′2
∞
∫

0

r4f(r, t)dr =

∞
∫

0

ξ4f̂(ξ)dξäåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ äëÿ äàííîãî àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ. Èíòåíñèâíîñòü òóðáó-ëåíòíîñòè u′2(t) è èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá ℓt(t) âåäóò ñåáÿ êàê
u′2(t) ∝ (t + a)−10/7, ℓt ∝ (t+ a)2/7, a ∈ R. (21)Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîãî àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (19).Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (19) â âèäå

1

14κ2
ξ = −(1− f̂)1/2 +

1

2
ln

[

1 + (1− f̂)1/2

1− (1− f̂)1/2

]

.Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå
x = ξ/14κ2, y = f̂ 1/2,ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíîå óðàâíåíèå òðàêòðèñû [12℄

x = x(y) = −(a2 − y2)1/2 +
a

2
ln

[

a+ (a2 − y2)1/2

a− (a2 − y2)1/2

]

, a = 1, (22)âîçíèêàþùåå â äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè. Êðèâàÿ x = x(y) ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåéïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ Áåëüòðàìè [12℄, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé êàíîíè÷åñêóþ ïîâåðõ-íîñòü ñ ïîñòîÿííîé ãàóññîâîé êðèâèçíîé, ðàâíîé −1. Îòðàæàÿ äàííóþ ïîâåðõíîñòüîòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè yOz äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì ïñåâäîñ�åðóåäèíè÷íîãî ðàäèóñà (a = 1), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì ïîñòî-ÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ðàâíîé −1. Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò ñèíãóëÿðíûåòî÷êè, �îðìèðóþùèå îêðóæíîñòü ïîòåðè ãëàäêîñòè ìíîãîîáðàçèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêîåóðàâíåíèå x = x(y) (èëè ãðà�èêà �óíêöèè f̂) èìååò âèä
x = ln cot

1

θ
− cos θ, y = sin θ, 0 < θ <

π

2
.Âðàùàÿ ýòó êðèâóþ îòíîñèòåëüíî îñè Ox (èëè ãðà�èê �óíêöèè f̂ âîêðóã îñè r1 âêîððåëÿöèîííîì ïðîñòðàíñòâå K3, ÷òî äîïóñòèìî â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ðåøåíèÿ îò-íîñèòåëüíî âðàùåíèÿ è îòðàæåíèÿ), ïîëó÷àåì óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòèÁåëüòðàìè

xω ≡ x, yω = sin θ cosω, zω = sin θ sinω, −∞ < ω <∞, (23)



Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 21ãäå ω � óãîë âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè XY . Çíà÷åíèþ óãëà θ = π/2 ñîîòâåòñòâóþò ñèíãó-ëÿðíûå òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå f̂ ðåàëèçóåòñÿ âêîððåëÿöèîííîì ïðîñòðàíñòâå K3 êàê ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ îòðèöàòåëüíîé ãàóññîâîéêðèâèçíû (èëè äâóõìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå).Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé(ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðàìåòðîì σ) ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûì ðåøåíèåì ïðè t→ ∞ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ (13).Çàìå÷àíèå 1. Ñ ó÷åòîì äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà î ãåîìåòðèè àâòîìîäåëüíîãî ðåøå-íèÿ ïðè σ = 4 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ îòðè-öàòåëüíîé êðèâèçíû äëÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Äàííûéðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ñ òîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷òî èçó÷àåìîå óðàâíåíèå ÿâëÿåò-ñÿ òî÷íûì ñëåäñòâèåì òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà � åãî ñòàòèñòè÷åñêîãîàíàëîãà äëÿ îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè. Êàê îòìå÷åíî Â.È. Àðíîëüäîì(â êà÷åñòâå ãèïîòåçû), ïðè ìàëîé âÿçêîñòè âîçìîæåí âûõîä ðåøåíèé óðàâíåíèé Íà-âüå�Ñòîêñà íà ïðåäåëüíûå ðåæèìû ñ ýêñïîíåíöèàëüíî íåóñòîé÷èâûìè òðàåêòîðèÿìè.Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðîé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿâåäåò ê òàêîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé. Èòàê, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ðàñ-ñìîòðåí êàê ïðàêòè÷åñêè �èçè÷åñêèé ïðèìåð ðåàëèçàöèè óêàçàííîé ãèïîòåçû.2. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷àÈññëåäóåì äåòàëüíî íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ èçó÷àåìîé çàìêíóòîé ìîäåëè óðàâ-íåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðîé àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (ïà-ðàìåòðèçîâàííîãî ïàðàìåòðîì σ) óðàâíåíèÿ (13) òàê íàçûâàåìàÿ àâòîìîäåëüíàÿ îáðà-áîòêà ðåøåíèÿ [13℄ óðàâíåíèÿ (13) èìååò âèä
BLL(r, t) ≡ u′2(t)f(r, t) = (t+ a3)

−2(σ+1)/(σ+3)f(ξ · t2/(σ+3), t), (24)ãäå u′2(t) = (t + a3)
−2(σ+1)/(σ+3) è ξ = r/(t + a3)

2/(σ+3). Òîãäà (13) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâ-íåíèå
∂f(ξ, τ)

∂τ
=

2κ2
ξ4

∂

∂ξ

[

ξ5
√

1− f
∂f(ξ, τ)

∂ξ

]

+
2

σ + 4
ξ
∂f

∂ξ
+ 2

σ + 1

σ + 3
f, (25)ãäå τ = ln t. Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ q = 2ξ1/2. Òîãäà óðàâíåíèå (25) çàïèøåòñÿ ââèäå

∂f(q, τ)

∂τ
=

2κ2
q9

∂

∂q

[

q9
√

1− f
∂f(q, τ)

∂q

]

+
1

σ + 4
q
∂f

∂q
+ 2

σ + 1

σ + 3
f. (26)Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé âèä (26) äëÿ íîâîé �óíêöèè u = 1− f :

∂u(ξ, τ)

∂τ
=

2κ2
q9

∂

∂q

[

q9u1/2
∂u(ξ, τ)

∂q

]

+
1

σ + 4
q
∂u

∂q
+ 2

σ + 1

σ + 3
(u− 1). (27)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïðèíàäëåæèò êëàññó óðàâíåíèé íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè.



22 Â.Í. �ðåáåí¼âÂâèäó àâòîìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ BLL(0, t) èçó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿçàäà÷à äëÿ (26):
f(q, t0) = f0(q) ïðè q ≥ 0, (28)
f(0, t) = 1 ïðè q = 0, t ≥ 0, (29)
f(q, t) → 0 ïðè q → ∞, t ≥ 0. (30)Ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò ïîëîæèòåëüíûå âñþäó â [0,∞)× [0,∞) �óíêöèè f òàêèå, ÷òîäëÿ q > 0 f < 1.2.2. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿÑíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (26), (28)�(30). Çàòåì ïîêàæåì, ÷òî â îáëàñòè Q = (q > 0, t > 0) ïîëó÷åííîå ñëàáîå ðåøåíèåóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (26) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå. ×òîáû ââåñòè â ðàññìîòðåíèåñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è, ïåðåïèøåì (26) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂f

∂τ
=

2κ2
q9

∂

∂q

[

q9
2

3

∂(1− f)3/2

∂q

]

+
1

σ + 4

∂(qf)

∂q
− (σ + 3) + 2(σ + 1)(σ + 4)

(σ + 3)(σ + 4)
f. (31)Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(q, τ), îïðåäåëåííàÿ â Q, íàçûâàåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåìçàäà÷è (26), (28)�(30), åñëè äëÿ ëþáûõ 0 < τ1 �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé èîãðàíè÷åííîé ñâåðõó åäèíèöåé, f ∈ C([0, τ1], C[0,∞)) è óäîâëåòâîðÿåòñÿ èíòåãðàëüíîåòîæäåñòâî

τ1
∫

0

q2
∫

q1

{

q9f
∂φ

∂τ
+ 2κ2

2

3
(1− f)3/2

∂

∂q

(

q9
∂φ

∂q

)

−

− q

σ + 1
f
∂(q9φ)

∂q
− (σ + 3) + 2(σ + 1)(σ + 4)

(σ + 3)(σ + 4)
fq9φ

}

dqdτ = 0 (32)äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïðîáíûõ �óíêöèé φ ∈ C2,1([q1, q2]×[0, τ ]) ñ êîìïàêòíûì íî-ñèòåëåì â (q1, q2)×(0, τ1) äëÿ 0 < q1 < q2 <∞, 0 < τ1 <∞ è, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿíà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ (28)�(30).Ìåíÿÿ çíàê ðàâåíñòâà â èíòåãðàëüíîì òîæäåñòâå íà ≤ (≥), îïðåäåëèì ñëàáîåâåðõíåå (íèæíåå) ðåøåíèå çàäà÷è.Èòàê, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f0(q) � íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ �óíêöèÿ òàêàÿ,÷òî äëÿ âñåõ q > 0 f0(q) < 1.Ëåììà 1. Ïðè âûïîëíåíèè âûøåïðèâåäåííûõ óñëîâèé íà f0(q) ñëàáîå ðåøåíèå çà-äà÷è (26), (28)�(30) ñóùåñòâóåò.Ïåðåïèøåì (26) â ïåðåìåííûõ y = 2r1/2 è U = u′2(t)−BLL(y, t), ãäå äëÿ U(y, t) èìååìóðàâíåíèå
∂U

∂t
=

2κ2
y9

∂

∂y

[

y9U1/2 ∂U

∂y

]

+
∂u′2(t)

∂t
, (33)



Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 23â êîòîðîì u′2(t) ñîâïàäàåò ñ àâòîìîäåëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, óêàçàííûì âûøå. Óðàâ-íåíèå äîïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèìè íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè:
U(y, t0) = U0(y), y ≥ 0, (34)
U(0, t) = 0, t ≥ t0, (35)

U(y, t) → u′2(t), y → ∞. (36)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U0(y) ∈ C[0,∞) è U0(y) ≥ Us(y, t0), U0(y) ≤ u′2(t0). Çäåñü Us(y, t) ≡
u′2(t) − Bs

LL(y, t), ãäå Bs
LL(y, t) = u′2(t)f̂(ξ) � àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (14), (15).Àïïðîêñèìèðóåì (33)�(36) ñåìåéñòâîì çàäà÷
∂Un

∂t
=

2κ2
y9

∂

∂y

[

y9U1/2
n

∂Un

∂y

]

+
∂u′2(t)

∂t
(37)â Qn = (n−1,∞)× (0, T ), T > 0, n = 2, 3, . . . , ñ íà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Un(y, t0) = U0(y), y ≥ n−1, (38)
Un(n

−1, t) = U0(n
−1), t ≥ t0, (39)

Un(y, t) → u′2(t), y → ∞. (40)Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé u′2(t0) ≥ U0(y) ≥ Us(y, t0), ãäå Us � ïîëîæèòåëüíàÿ �óíê-öèÿ, è òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî Us ÿâëÿåòñÿ íèæíèì ðåøåíèåì äëÿ Un(y, t)ïðè êàæäîì n, ñîîòâåòñòâåííî Un(y, t) ≤ u′2(t), ãäå u′2(t) � âåðõíåå ðåøåíèå. Ñó-ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé Un(y, t) ∈ C2,1(Qn) ∩ C(Q̄n)åñòü ñëåäñòâèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ [15℄, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò, ÷òî Un(y, t) ∈
C2,1(Qn) ∩ C(Q̄n). Äåéñòâèòåëüíî, íà áîêîâîé ãðàíèöå (n−1, t), t ≥ t0, ãäå Un(n

−1, t) =
U0(n

−1) ≥ Us(n−1, t0), èìååì Un(n
−1, t) ≥ Us(n−1, t), òàê êàê Us(n−1, t) ≤ Us(n−1, t0). Îò-ñþäà â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà íà Un(y, t) ïîëó÷àåì îöåíêó ñíèçó, ÷òî ãàðàíòèðóåòíåâûðîæäåííîñòü óðàâíåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæíîñòü Un(y, t) âûøåóêàçàííî-ìó êëàññó. Âíóòðåííèå øàóäåðîâñêèå îöåíêè [14℄ ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàþò îãðàíè÷åííîñòüïðîèçâîäíûõ Unt(y, t) è Unyy(y, t) âíóòðè Qn. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü nk → ∞, ÷òî Unk

→ U ðàâíîìåðíî íà êàæäîì êîìïàêòíîì ïîäìíî-æåñòâå èç Q. Áîëåå òîãî, â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè (y, t) ∈ Q, ãäå U(y, t) > 0 (ò. å. ãäåóðàâíåíèå íå âûðîæäàåòñÿ), èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïðîèçâîäíûõ Unkt → Ut,
Unky → Uy è Unkyy → Uyy. Ïî íåïðåðûâíîñòè ìîæåì ïðîäîëæèòü ïîëó÷åííóþ �óíê-öèþ U(y, t) âïëîòü äî y = 0 è y → ∞. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
limn→∞ Un(n

−1, t) = 0, ïîëó÷àåì U(0, t) = 0, à U(y, t) → u′2(t) ïðè y → ∞, òàê êàê
Us(y, t) ≤ Un(y, t) ≤ u′2(t) è limy→∞ Us(y, t) = u′2(t). Îïðåäåëèì U(y, t) ïðè t = t0, âûáè-ðàÿ äèàãîíàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Unk

(y, ts)}, ts → t0, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê U0(y).Ñëåäîâàòåëüíî, U(y, t) ∈ C([0, T ], C(R+)) äëÿ T < ∞, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè �óíêöèþ
f(q, τ) ∈ C([0, τ1], C(R

+)) ñîãëàñíî �îðìóëå f(q, τ) = 1 − u′2(t)
−1
U(y, t). Ïîëó÷åííûåîöåíêè íà U(y, t) îçíà÷àþò, ÷òî 0 ≤ f(q, τ) ≤ 1. Ïðîâåðêà òîãî, ÷òî f(q, τ) óäîâëåòâîðÿ-åò èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé.Ëåììà 2. Ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (26), (28)�(30) åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà òåõíèêå, ðàçðàáîòàííîé äëÿ óðàâ-íåíèé íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè. Çàïèñûâàÿ èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà äëÿ ñëàáûõ ðå-øåíèé U1 è U2 è çàòåì ïðîèçâåäÿ èõ âû÷èòàíèå, ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó ñîîòíî-øåíèþ äëÿ ðàçíîñòè U1 − U2, êîòîðîå èìååò òîò æå âèä ïðè ðàññìîòðåíèè ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé �èëüòðàöèè. Äàëüíåéøèåäåòàëè îïóñêàþòñÿ.



24 Â.Í. �ðåáåí¼âËåììà 3. Â óñëîâèÿõ ëåììû 1 ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (26), (28)�(30) ÿâëÿåòñÿêëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (26).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íåðàâåíñòâî f(q, τ) < 1 ïðè q > 0 èëèïîêàçàòü, ÷òî U(y, t) > 0 ïðè y > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà (y0, t0) òà-êàÿ, ÷òî U(y0, t0) = 0. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå U(y, t) ñòðîèòñÿ êàê ïðåäåëïîñëåäîâàòåëüíîñòè Un(y, t), ãäå Un(y, t) � ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è (37)�(40).Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ǫ, âûáèðàÿ n äîñòàòî÷íî áîëüøèì, çàêëþ÷àåì,÷òî Un(y0, t0) < ǫ. Íèæíåå ðåøåíèå Us äëÿ Un â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè Q ÿâëÿåòñÿïîëîæèòåëüíîé �óíêöèåé, ÷òî îçíà÷àåò Us(y0, t0) ≥ δ > 0 äëÿ íåêîòîðîãî δ. Òàê êàê
Un(y, t) ≥ Us(y, t) äëÿ âñåõ n è ǫ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî ìàëûì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå-÷èþ.2.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèÿÏðåæäå âñåãî èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (26), (28)�(30) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõâðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (26) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-íèþ

2κ2
q9

∂

∂q

[

q9
√

1− f
∂f(q, τ)

∂q

]

+
1

σ + 4
q
∂f

∂q
+ 2

σ + 1

σ + 3
f = 0. (41)Ñëàáîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê âîïðåäåëåíèè 1, â êîòîðîì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî çàìåíÿåòñÿ íà âûðàæåíèå

q2
∫

q1

{

2κ2
2

3
(1− f)3/2

∂

∂q

(

q9
∂ψ

∂q

)

−

− q

σ + 1
f
∂(q9ψ)

∂q
− (σ + 3) + 2(σ + 1)(σ + 4)

(σ + 3)(σ + 4)
fq9ψ

}

dq = 0, (42)ãäå ψ ∈ C2([q1, q2]), ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì (q1, q2) äëÿ ëþáûõ 0 < q1 < q2 < ∞.Îòìåòèì, ÷òî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå f̆(q) = f̂(ξ) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëàáûì ðåøåíèåì.Ëåììà 4. Ïîëó÷åííîå ñëàáîå ðåøåíèå f çàäà÷è (26), (28)�(30) ñõîäèòñÿ ê ñòàöèî-íàðíîìó ðåøåíèþ (àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ f̂) çàäà÷è ïðè t→ ∞ â íîðìå L1(q1, q2).Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(τ) = f(τ, ·) îðáèòó f . Îðáèòà f(τ) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî-îãðàíè-÷åííîé â L1(R+) ∩ L∞(R+). Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (26) äîïóñêàåò ãðóïïó ïåðåíîñàïî τ . Â ñèëó ýòîãî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî (2.2) ïåðåïèøåì â âèäå
τ1
∫

0

q2
∫

q1

{

q9f(q, τ + an)
∂φ(q, τ)

∂τ
+ 2κ2

2

3
(1− f(q, τ + an)

3/2 ∂

∂q

(

q9
∂φ(q, τ)

∂q

)

−

− q

σ + 1
f(q, τ + an)

∂(q9φ(q, τ)

∂q
−

−(σ + 3) + 2(σ + 1)(σ + 4)

(σ + 3)(σ + 4)
f(q, τ + an)q

9φ(q, τ)

}

dqdτ = 0, (43)ãäå ïðèíÿëè φ(q, τ) = ψ(q)η(τ). Óñòðåìëÿÿ an → ∞, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f(τn) = f(q, τ + an), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîé â L1(R+) è â Cloc(R

+).



Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 25Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ [15℄, ïîëó÷åííûõ äëÿ óðàâíåíèÿíåëèíåéíîé �èëüòðàöèè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â îáëàñòè Q ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
Ut ≤

2κ2
y9

∂

∂y

[

y9U1/2 ∂U

∂y

]

.Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó è ïîëó÷èòü ω-ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
ω(f) = {f ∗ ∈ L1(R+) ∩ Cloc(R

+) : ∃τnj
→ ∞ òàêîå, ÷òî f(τnj

) → f ∗}.Äàëåå, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â (43) ïðè anj
→ ∞, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

η(τ)

q2
∫

q1

{

2κ2
2

3
(1− f ∗)3/2

∂

∂q

(

q9
∂ψ

∂q

)

−

− q

σ + 1
f ∗∂(q

9ψ)

∂q
− (σ + 3) + 2(σ + 1)(σ + 4)

(σ + 3)(σ + 4)
f ∗q9ψ

}

dq = 0. (44)Èíòåãðàë
τ1
∫

0

q2
∫

q1

{q9f(q, τ + anj
)
∂φ(q, τ)

∂τ
}dqdτ → 0 ïðè anj

→ ∞ââèäó ðàâåíñòâà íóëþ η(τ) ïðè τ = 0, τ = τ1 è òåîðåìû î ïîâòîðíûõ èíòåãðàëàõ. Òàêèìîáðàçîì, íåîòðèöàòåëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ f ∗(q) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (41)â ñëàáîì ñìûñëå. Áîëåå òîãî, ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ u∗(q) = 1− f ∗(q) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæè-òåëüíîé äëÿ q > 0. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ f ∗(q) äè��åðåíöèðóåìà ïðè q > 0.Ýòà �óíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè â ñèëó íåðàâåíñòâà f(q, τ) ≤ f̆(q) èðàâíà åäèíèöå ïðè q = 0. Òîãäà èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî f ∗ ñîâïàäàåò ñ f̆ .Òåïåðü èçó÷èì ïîâåäåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ f(q, τ) ïðè q → ∞. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
f̆(q) � âåðõíèé áàðüåð äëÿ f(q, τ), ò. å. f(q, τ) ≤ f̆(q), è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àñèìï-òîòèêè

f̆(q) =M1q
−2(σ+1) + . . . , q ≫ 1 äëÿ σ + 1 ∈ (0, 5),

f̆(q) =M2e
−q2/4 + . . . , q ≫ 1, f̆(q) = f̂(ξ) äëÿ σ + 1 = 5,ãäå êîíñòàíòû çàâèñÿò òîëüêî îò κ2, ïîëó÷àåì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè f(q, τ) ê íóëþ ïðè

q → ∞. Íàïîìíèì, ÷òî �èçè÷åñêèé èíòåðâàë âàðèàöèé çíà÷åíèé σ îïðåäåëÿåòñÿ çà-ìêíóòûì îòðåçêîì [2, 4℄. Ôóíêöèÿ f â ïåðåìåííûõ (ξ, τ) óáûâàåò ïî êðàéíåé ìåðå êàê
ξ−(σ+1) äëÿ σ < 4 è exp(−ξ) ïðè ξ → ∞ äëÿ σ = 4. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ σ ∈ [2, 4] ìîæ-íî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî �óíêöèÿ BLL(r, t) = u′2(t)f(r, t) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîìçíà÷åíèè ìîìåíòà âðåìåíè t = t∗ óáûâàåò áûñòðåå ÷åì r−2 íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ñîâïà-äàåò ñ �èçè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè î ïîâåäåíèè ïðîäîëüíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèíà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ.Ïóñòü σ = 4. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó çíà÷åíèþ àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå
Bs

LL(r, t) = u′2(t)f̂(ξ) îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà Ëîéöÿíñêîãî Λ. Ýòîò èíòåãðàëíå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò. å. èíâàðèàíòåí. Íîðìàëèçîâàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ
f̂(ξ) ÿâëÿåòñÿ âåðõíèì áàðüåðîì äëÿ �óíêöèè f , ïîñòðîåííîé â ëåììå 1. Ñëåäîâàòåëüíî,èíòåãðàë

Λ = u′2(t)

∞
∫

0

r4f(r, t)dr (45)



26 Â.Í. �ðåáåí¼âäëÿ äàííîé �óíêöèè ñóùåñòâóåò è ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè t. Äîêàæåì, ÷òî Λ ÿâëÿ-åòñÿ èíâàðèàíòîì. Ñíà÷àëà ïîêàæåì ìîíîòîííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.Ëåììà 5. Ïóñòü BLL(r, t) � ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå â ëåììå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∂BLL(r, t0)/∂r < 0. Òîãäà BLL(r, t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé �óíêöèåé ïî ïåðå-ìåííîé r.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Un ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà áîêîâîé ãðàíèöå
(n−1, t) ïðÿìîóãîëüíèêà Qn. Òàê êàê óðàâíåíèå

∂Un

∂t
=

2κ2
y9

∂

∂y

[

y9U1/2
n

∂Un

∂y

]

+
∂u′2(t)

∂täîïóñêàåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî y, òî ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ Uny(y, t)çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.Ëåììà 6. Ïóñòü Λ(0) = ∞
∫

0

r4BLL(r, 0)dr <∞. Òîãäà dΛ(t)/dt = 0 äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞).Óìíîæàÿ óðàâíåíèå
∂BLL(r, t)

∂t
=

2κ2
r4

∂

∂r

[

r4
(

r

√

u′2(t)−BLL(r, t)
∂BLL(r, t)

∂r

)]íà r4 è èíòåãðèðóÿ åãî ïî r â Q, ïîëó÷èì
∂

∂t

r
∫

0

s4BLL(s, t)ds = s5
√

u′2(t)−BLL(s, t)
∂BLL(s, t)

∂s

∣

∣

∣

∣

s=r

.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèâåäåííîé �îð-ìóëû ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè r → ∞. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì
BLL(r, t) = −

∞
∫

r

∂BLL(s, t)

∂s
ds,êîòîðîå îïðåäåëåíî â ñèëó òîãî, ÷òî BLL(r, t) → 0 ïðè r → ∞. Óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâîíà r4, ïîëó÷èì

r4BLL(r, t) = −r4
∞
∫

r

∂BLL(s, t)

∂s
ds→ 0 ïðè r → ∞ðàâíîìåðíî ïî t. Ïîñêîëüêó ∂BLL(s, t)/∂s ≤ 0, ïîëó÷èì îöåíêó

−r4
2r
∫

r

∂BLL(s, t)

∂s
ds = −r5 ∂BLL(r, t)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=s∗
< ǫäëÿ ïðîèçâîëüíî ìàëîãî ǫ, r ≫ 1 è s∗ ∈ (r, 2r). Êðîìå òîãî èìååì îöåíêó

−(2r)5 ∂BLL(r, t)/∂r|r=s∗ < 25ǫ.Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî r ïðîèçâîëüíî áîëüøîå, ïîëó÷àåì ñõîäè-ìîñòü
s∗5 |∂BLL(s, t)/∂s||s=s∗ → 0



Âûðîæäåíèå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè 27ïðè r → ∞ (s∗ → ∞) íåçàâèñèìî îò t. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∂

∂t

∞
∫

0

r4BLL(r, t)dr = 0.Ïîêàæåì, ÷òî ïîòîê Φ = U1/2∂U/∂y ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé �óíêöèåé â QT =
[0,∞)× [0, T ], 0 < T <∞ .2.4. Îöåíêè íà ïîòîê ΦÏóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â ëåììàõ 1 è 6. Íàïîìíèì, ÷òî ïîòîê
Φ(y, t) îïðåäåëåí â QT ∩ {y > 0} ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè U(y, t). Ñëàáîå ðåøåíèå U çà-äà÷è (33)�(36) äîïóñêàåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî y è t â Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ
∂U/∂y óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ïðè y > 0. Îãðà-íè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé ∂U/∂y â êàæäîé âíóòðåííåé ïîäîáëàñòè QT

δ = [δ,∞) × [δ, T ],
δ > 0, åñòü ñëåäñòâèå êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ [14℄. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà �óíêöèè

Φ(y, t) =
3

2
U1/2∂U

∂y
â QT

δçàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ äî áîêîâîé ãðàíèöû (0, t) ìíîæåñòâà QT èmaxΦ(y, t0), y ∈ [0,∞).×òîáû äîêàçàòü îãðàíè÷åííîñòü Φ âïëîòü äî ãðàíèöû (0, t), ñíà÷àëà óñòàíîâèì, ÷òîïîòîê îïðåäåëåí â òî÷êàõ (0, t). Çàòåì îöåíèì Φ íà ãðàíèöå (0, t). Ïðåæäå âñåãî ïîëó÷èìîöåíêó íà U âáëèçè ãðàíèöû (0, t). Äëÿ ýòîãî âìåñòî U ðàññìîòðèì �óíêöèþ V = 3U1/2,êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �ìàñøòàáèðîâàííîé� �óíêöèè äàâëåíèÿ â òåîðèè óðàâíåíèéíåëèíåéíîé �èëüòðàöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U+ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
∂U+

∂t
=

2κ2
y9

∂

∂y

[

y9U+1/2∂U+

∂y

]

. (46)Òîãäà U+ ≥ U (ñëåäîâàòåëüíî V + ≥ V ) â ñèëó òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõíà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèÿõ äëÿ U+. Ôóíêöèÿ V + óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂V +

∂t
= κ2V

+

(

∂2V +

∂y2
+

9

y

)

+

(

∂V +

∂y

)2

, (47)êîòîðîå â QT èìååò ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé {gc(y, t)} [16℄:
gc(y, t) = y2ϕ(cη)/(T − t), η = (T − t)yα, 0 < t < T.Çäåñü c � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, �óíêöèÿ ϕ = ϕ(η) � ðåøåíèå íåëè-íåéíîãî âûðîæäàþùåãîñÿ îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

α2

2
ϕϕ′′ + α2(ϕ′)2 − α

2
(20− α)η−1ϕϕ′ + 14η−2ϕ2 − η−2ϕ+ η−1ϕ′ = 0ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(0) = 0 è ϕ′(0) = 1, ãäå α � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð òàêîé,÷òî gc(y, t) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé �óíêöèåé. Â ðàáîòå [16℄ äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò

α∗ òàêîå, ÷òî ϕ(η) > 0, η > 0 äëÿ α < α∗, ãäå α∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 7/5 <
α∗ < 2. Îòñþäà ïîëó÷àåì 0 < 2 − α∗ < 3/5. Òàêèì îáðàçîì, gc(0, t) = 0 äëÿ t ∈ [0, T ] è
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gc(y, T ) = cy2−α ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ϕ(η) ïðè η = 0. Áîëåå òîãî, gc(y, t0) =
ct0y

2−α{1 + o(1)} ïðè y → 0. Îòìåòèì, ÷òî àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå Us(y, t) ïðè σ = 4,ïåðåïèñàííîå â òåðìèíàõ �óíêöèè V s, âåäåò ñåáÿ êàê Cy2/3 âáëèçè y = 0 (C � íåêîòîðàÿïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ α ïî êðàéíåé ìåðå â èíòåðâàëå [7/5, α∗),ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c∗ òàêîå, ÷òî gc∗(y, t0) ≥ V s(y, t0) äëÿ y ≪ 1. Òàê êàê V s �îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ (V s ≤ 3

√

u′2(t)), à gc(y, t0) → ∞ ïðè y → ∞, òî ñóùåñòâóåò c∗∗≥
c∗ òàêîå, ÷òî gc∗∗(y, t0) ≥ V s(y, t0) äëÿ y ∈ [0,∞). Âûáåðåì �óíêöèþ gc∗∗(y, t) äëÿ îöåíêè
V (y, t) âáëèçè y = 0. Äëÿ ýòîãî â äîïîëíåíèå óñëîâèÿì ëåììû 1 ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
V (y, t0) ≤ gc∗∗(y, t0) äëÿ y ∈ [0,∞). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèéýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíûì ñ íåðàâåíñòâîì V (y, t0) ≥ V s(y, t0). Óñòàíîâèìîöåíêó V (y, t) ≤ gc∗∗(y, t) äëÿ t ∈ (t0, T ] è y ≪ 1. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû ñðàâíåíèÿ äàåòòðåáóåìûé ðåçóëüòàò.Èòàê, ïîëó÷àåì

V ≤ c∗∗y2−α ≤ c∗∗y3/5 è 0 ≤ U ≤ c∗∗2

9
y6/5. (48)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ∂U/∂y îïðåäåëåíà äëÿ y = 0 è ∂U/∂y ≤ 
onst · y1/5â îêðåñòíîñòè (0, t), à äëÿ ïîòîêà Φ âåðíà îöåíêà

0 ≤ Φ(y, t) ≤ 
onst · y4/5äëÿ y ≪ 1 è Φ(0, t) = 0.Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 7. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 1 è 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè Φ(y, t0) < ∞ äëÿ y ∈ [0,∞) è V (y, t0) ≤ gc∗∗(y, t0), y ∈ [0,∞), σ = 4.Òîãäà 0 ≤ Φ(y, t) ≤ K < ∞ äëÿ (y, t) ∈ QT , ãäå K çàâèñèò òîëüêî îò max
y≥0

Φ(y, t0).Êðîìå òîãî, Φ(y, t) ≤ 
onst · y4/5 äëÿ y ≪ 1 è Φ(0, t) = 0.Çàìå÷àíèå 2. Ôèçè÷åñêè äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ σ ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó [2, 4].Îáîçíà÷èì ÷åðåç fσ ñåìåéñòâî ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (26),(28)�(30) äëÿ
σ ∈ [2, 4]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó ñðàâíåíèÿ ê ðåøåíèÿì fσ′ è fσ′′ , ïîëó÷àåì, ÷òî fσ′(y, t) ≤
fσ′′(y, t), σ′ ≤ σ′′ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ óñëîâèÿõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó-÷èòü îöåíêó Uσ(y, t) äëÿ σ < 4 âáëèçè ãðàíèöû (ïîäîáíóþ (48)), èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòûëåììû 7.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äàíî îáîñíîâàíèå çàìêíóòîé ìîäåëè (ïàðàìåòðèçîâàííîé ïàðàìåòðîì σ) äëÿóðàâíåíèÿ Êàðìàíà�Õîâàðòà â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñà. Ïîêàçàíà êîð-ðåêòíîñòü ïîñòàíîâêè èçó÷àåìîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è. Äàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ èí-òåðïðåòàöèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå σ = 4, êîòîðîå �îðìèðóåò âêîððåëÿöèîííîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ êàíîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ îòðèöà-òåëüíîé êðèâèçíû. Èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èêàê äëÿ t→ ∞, òàê è ïðè r → ∞. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðà-ëà Ëîéöÿíñêîãî è åãî èíâàðèàíòíîñòè.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�. �.�. ×åðíûõ çà ïîëåçíûå äèñêóññèè íà ïðåä-ìåò íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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