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.ru�àññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñïàðàìåòðîì. Èññëåäîâàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâàñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîëó÷åíû èõ ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó. Íà îñíîâåýòèõ ðåøåíèé ïðåäëîæåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòèêè àñèìïòîòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñïàðàìåòðîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà. ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, ïàðà-ìåòð, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà.Ââåäåíèå�àññìîòðèì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

x(n + 1) = A(n)x(n), n = 0, 1, . . . , (1)ãäå A(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N ñ ïåðèîäîì T , ò. å.
A(n) ≡ A(n+ T ), n = 0, 1, . . .Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (A(n) = A)
x(n + 1) = Ax(n), n = 0, 1, . . . (2)íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj(A) ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò åäèíè÷íîìó êðóãó (ñì., íà-ïðèìåð, [1, 2℄)

λj(A) ∈ {z : |z| < 1} .Îäíàêî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåýðìèòîâûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé [3, 4℄, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ïîìèìî ñïåêòðàëüíûõ æåëàòåëüíî èñïîëüçî-âàòü äðóãèå êðèòåðèè. Äëÿ ñèñòåì âèäà (2) òàêèì ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé, �îðìóëèðóåìûéâ òåðìèíàõ ðàçðåøèìîñòè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà
H − A∗HA = I, (3)

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ �Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðûèííîâàöèîííîé �îññèè� íà 2009�2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêòû � 02.740.11.0429 è 16.740.11.0127), �ÔÔÈ(ãðàíò � 10-01-00035) è Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ (Èíòåãðàöèîííûé ïðîåêò � 85).57



58 Ò.Ä. Çàêðåâñêèé, È.È. Ìàòâååâàãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N × N . Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ íóëåâîå ðåøå-íèÿ ñèñòåìû (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (3)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H = H∗ > 0 [1℄. Åñëè ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèòåäèíè÷íîìó êðóãó, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
H =

∞
∑

j=0

(A∗)jAj .Îòìåòèì, ÷òî â òåðìèíàõ íîðìû ‖H‖ èìååò ìåñòî îöåíêà äëÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (2)
‖x(n)‖2 ≤ ‖H‖

(

1−
1

‖H‖

)n

‖x(0)‖2 , n = 1, 2, . . . , (4)õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ïðè n → ∞. Áîëåå òîãî, âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðèíàäëåæàò êðóãó, ðàäèóñ êîòîðîãî çàâèñèò îò íîðìû ‖H‖

|λj(A)|
2 ≤ 1−

1

‖H‖
, j = 1, . . . , N,ò. å., èñïîëüçóÿ ‖H‖, ìîæíî óêàçàòü, íàñêîëüêî áëèçêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Aëåæàò ê îêðóæíîñòè {z : |z| = 1}. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ‖H‖ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðè-ñòèêîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2). Ñ èñïîëüçîâàíè-åì ýòîé õàðàêòåðèñòèêè Ñ.Ê. �îäóíîâûì è À.ß. Áóëãàêîâûì áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòìñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2) [5, 6℄.Â ñëó÷àå ñèñòåì âèäà (1) ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè òàêæå ñóùåñòâóåò ñïåê-òðàëüíûé êðèòåðèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðî-ìó íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ìîíîäðîìèè

X(T ) = A(T − 1) . . .A(1)A(0)ëåæàò ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà
λj(X(T )) ∈ {z : |z| < 1} .Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåýðìèòîâûõìàòðèö ïëîõî îáóñëîâëåíà, ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê â äàííîì ñëó-÷àå ïðîâîäèòü ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è êàêèå õàðàê-òåðèñòèêè ïðè ýòîì èñïîëüçîâàòü?Â öèêëå ðàáîò [7�12℄ áûë ïðåäëîæåí ðÿä ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê, íà îñíîâå êîòî-ðûõ ìîæíî ðàçðàáîòàòü àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì âèäà (1), à òàêæå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëà ââåäåíà õàðàêòå-ðèñòèêà

ω = {‖H(0)‖ , ‖H(1)‖ , . . . , ‖H(T − 1)‖} , (5)ãäå
H(l) =

∞
∑

k=l

(

k−1
∏

j=l

A(j)

)∗(k−1
∏

j=l

A(j)

)

, l = 0, 1, . . . , T − 1, (6)
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k−1
∏

j=l

A(j) =

{

A(k − 1) . . .A(l), k > l,

I, k = l.Ñ èñïîëüçîâàíèåì âåëè÷èí {‖H(0)‖ , ‖H(1)‖ , . . . , ‖H(T − 1)‖} â ðàáîòå [8℄ áûëà ïîëó÷å-íà îöåíêà
‖x(n)‖2 ≤

n−1
∏

j=0

(

1−
1

‖H(j)‖

)

‖H(0)‖‖x0‖
2, n = 1, 2, . . . , (7)õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè n → ∞, à òàêæå óñòà-íîâëåíà îöåíêà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ìîíîäðîìèè X(T )

|λi(X(T ))|2 ≤

T−1
∏

j=0

(

1−
1

‖H(j)‖

)

, i = 1, . . . , N.Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèõàðàêòåðèñòèêà ω ïåðåõîäèò â íîðìó ðåøåíèÿ ‖H‖ äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà(3), ïðè ýòîì îöåíêà (7) ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (4).Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòèêó (5), íî äëÿýòîãî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ðÿäû âèäà (6). Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàòüäàííûé âîïðîñ â ñëó÷àå ñèñòåì ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âèäà
x(n + 1) = (A + µB(n))x(n), n = 0, 1, . . . , (8)ãäå A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N×N , ñïåêòð êîòîðîé ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìóêðóãó {z : |z| < 1}, B(n) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà N ×N ñ ïåðèîäîì T , ò. å.

B(n) ≡ B(n + T ), n = 0, 1, . . . ,

µ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö âèäà (6) â âèäåðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó, êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìàò-ðèöû (6) è, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêó (5). Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì âè-äà (8).Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ïåðèîäè÷åñêèõ îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïàðàìåòðîì áûëè ïðîâåäåíû â ðàáîòå [13℄ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [14℄.Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèö âèäà (6)�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó ïåðèîäè÷åñêèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (8). Ïî óñëîâèþñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó. Òîãäà [9℄, åñëè ïàðàìåòð µ óäîâëå-òâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
|µ| ‖B(n)‖ <

√

‖A‖2 +
1

‖H‖
− ‖A‖ , n = 0, 1, . . . , T − 1,



60 Ò.Ä. Çàêðåâñêèé, È.È. Ìàòâååâàòî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Çäåñü H � ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ (3).Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ìàòðèö âèäà (6), ãäå
A(j) = A+ µB(j),ò. å.

H(l) = H(l, µ) =
∞
∑

k=l

(

k−1
∏

j=l

(A+ µB(j))

)∗(k−1
∏

j=l

(A+ µB(j))

)

.Â ðàáîòå [8℄ áûëè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà äëÿ ýòèõ ìàòðèö:1) ìàòðèöû H(l, µ) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ñ ïåðèîäîì T ;2) äëÿ H(l, µ) èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
H(l, µ) = (A+ µB(l))∗H(l + 1, µ) (A+ µB(l)) + I, l = 0, . . . , T − 1. (9)Äëÿ �îðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ââåäåì ìàòðèöû ðàçìåðà NT ×NT

A =











0 . . . 0 A

A . . . 0 0... . . . ... ...
0 . . . A 0











, B =











0 . . . 0 B(T − 1)
B(0) . . . 0 0... . . . ... ...
0 . . . B(T − 2) 0











, (10)

H(µ) =







H(0, µ) . . . 0... . . . ...
0 . . . H(T − 1, µ)






. (11)Îòìåòèì, ÷òî èñêîìûå ìàòðèöû H(l, µ) ñòîÿò íà äèàãîíàëè ìàòðèöû (11), ïîýòîìó íà-õîæäåíèå ìàòðèö âèäà (6) ñâåëîñü ê íàõîæäåíèþ ìàòðèöû H(µ).Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïàðàìåòð µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|µ| <

√

‖A‖2 +
1

‖H‖
− ‖A‖

max
k=0,...,T−1

‖B(k)‖
, (12)ãäå H � ðåøåíèå äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà (3). Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâ-ëåíèå

H(µ) =
∞
∑

j=0

µjHj, (13)ãäå Hj � ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà:
H0 −A∗H0A = I,

H1−A∗H1A = A∗H0B + B∗H0A,

Hj−A∗HjA = B∗Hj−2B + B∗Hj−1A+A∗Hj−1B, j = 2, 3, . . . , (14)çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà NT ×NT .



Îá îäíîé õàðàêòåðèñòèêå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 61Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.Ëåììà 1. Ïóñòü ìàòðèöû A, B îïðåäåëåíû â (10). Òîãäà
‖A‖ = ‖A‖ , ‖B‖ = max

k=0,...,T−1
‖B(k)‖ ,ïðè÷åì äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|λj(A)|2 ≤ 1−
1

‖H‖
, j = 1, . . . , NT, (15)ãäå H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìàòðèöó ðàçìåðà NT ×NT

Q =











0 . . . 0 I

I . . . 0 0... . . . ... ...
0 . . . I 0











.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
A = Q







A . . . 0... . . . ...
0 . . . A






=







A . . . 0... . . . ...
0 . . . A






Q.Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ = ‖A‖. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

B = Q







B(0) . . . 0... . . . ...
0 . . . B(T − 1)






.Òîãäà ‖B‖ = max

k=0,...,T−1
‖B(k)‖.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé ðÿä:

H =

∞
∑

k=0

(A∗)k Ak. (16)Â ñèëó (10)
H =













∞
∑

k=0

(A∗)k Ak . . . 0... . . . ...
0 . . .

∞
∑

k=0

(A∗)k Ak













.Ïî óñëîâèþ λj(A) ∈ {z : |z| < 1}, ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä
H =

∞
∑

k=0

(A∗)k Ak,



62 Ò.Ä. Çàêðåâñêèé, È.È. Ìàòâååâàñòîÿùèé íà äèàãîíàëè, ñõîäèòñÿ, áîëåå òîãî, îí ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèñêðåòíîãî óðàâ-íåíèÿ Ëÿïóíîâà (3). Òîãäà ðÿä (16) òàêæå ñõîäèòñÿ, ïðè ýòîì
H =







H . . . 0... . . . ...
0 . . . H






.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

H−A∗
HA = I.Îòñþäà â ñèëó êðèòåðèÿ Ëÿïóíîâà ïîëó÷àåì, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèòåäèíè÷íîìó êðóãó {z : |z| < 1}, ïðè÷åì, êàê îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé èìååò ìåñòî îöåíêà

|λj(A)|2 ≤ 1−
1

‖H‖
.Ïîñêîëüêó ‖H‖ = ‖H‖, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (15).Ëåììà 1 äîêàçàíà.Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (10) è (11), ñèñòåìó (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

H(µ)− (A+ µB)∗H(µ) (A+ µB) = I. (17)Âûøå óêàçàíî, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó. Òîãäà [9℄, åñëèâûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|µ| ‖B‖ <

√

‖A‖2 +
1

‖H‖
− ‖A‖ , (18)ñïåêòð ìàòðèöû A + µB òàêæå ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó. Îòìåòèì, ÷òî â ñèëóëåììû 1 óñëîâèå (18) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (12). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïàðàìåòð

µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (12), òî óðàâíåíèå (17) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå H(µ) =
H∗(µ) > 0.Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (17) ëèíåéíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà
µ, òî èìååò ìåñòî òåîðåìà î äè��åðåíöèðóåìîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ H(µ) îò ïàðàìåò-ðà. Áîëåå òîãî, ìàòðèöà H(µ) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðó µ, ïðè÷åì ååïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó H(j)(µ) ïðè µ = 0, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

H(0)−A∗H(0)A = I,

H′(0)−A∗H′(0)A = A∗H(0)B + B∗H(0)A,

H(j)(0)−A∗H(j)(0)A = j(j − 1)B∗H(j−2)(0)B+

+j
(

B∗H(j−1)(0)A+A∗H(j−1)(0)B
)

, j = 2, 3, . . .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
Hj =

1

j!
H(j)(0), j = 0, 1, . . .Î÷åâèäíî, ìàòðèöû Hj óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (14). Òàê êàê êàæäàÿ èç ìàòðèö

Hj ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ñ ýðìèòîâîéïðàâîé ÷àñòüþ, òî Hj = H∗
j .



Îá îäíîé õàðàêòåðèñòèêå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 63Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ðÿäà (13) ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 2. Ïóñòü Hj, j = 0, 1, . . . , óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (14). Òîãäà èìåþòìåñòî íåðàâåíñòâà
‖Hj‖ ≤

‖H‖

2



1 +
‖A‖

√

‖A‖2 + 1
‖H‖





(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

+

+
‖H‖

2



1−
‖A‖

√

‖A‖2 + 1
‖H‖





(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖ −

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

, (19)ãäå H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé â ñèñòåìå (14) ÷åðåç Cj. Ïî-ñêîëüêó ñïåêòð ìàòðèöû A ïðèíàäëåæèò åäèíè÷íîìó êðóãó, òî ðåøåíèå êàæäîãî èçóðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
Hj =

∞
∑

k=0

(A∗)k CjA
k, j = 0, 1, . . .Êàê îòìå÷åíî âûøå, Hj = H∗

j , ñëåäîâàòåëüíî,
‖Hj‖ = sup

‖v‖=1

∣

∣

∣

∣

∣

〈

∞
∑

k=0

(A∗)k CjA
kv, v

〉∣

∣

∣

∣

∣

≤ sup
‖v‖=1

∞
∑

k=0

∣

∣

〈

CjA
kv,Akv

〉∣

∣ ≤

≤ sup
‖v‖=1

∞
∑

k=0

‖Cj‖
〈

Akv,Akv
〉

= ‖Cj‖ sup
‖v‖=1

∞
∑

k=0

〈

Akv,Akv
〉

= ‖Cj‖ ‖H0‖ .Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ‖H0‖ = ‖H‖. Ñëåäîâàòåëüíî,
‖Hj‖ ≤ ‖Cj‖ ‖H‖ .Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé Cj óðàâíåíèé (14), ïîëó÷àåì

‖H1‖ ≤ 2 ‖A‖ ‖B‖ ‖H‖2 ,

‖Hj‖ ≤ 2 ‖A‖ ‖B‖ ‖H‖ ‖Hj−1‖+ ‖B‖2 ‖H‖ ‖Hj−2‖ , j = 2, 3, . . .�àññìîòðèì ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé
u(j) = 2 ‖A‖ ‖B‖ ‖H‖u(j − 1) + ‖B‖2 ‖H‖u(j − 2), j = 2, 3, . . .ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(1) = 2 ‖A‖ ‖B‖ ‖H‖2 , u(0) = ‖H‖ .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êîý��èöèåíòû è íà÷àëüíûå äàííûå ïîëîæèòåëüíû, ïîëó-÷èì
‖Hj‖ ≤ u(j), j = 0, 1, . . .



64 Ò.Ä. Çàêðåâñêèé, È.È. ÌàòâååâàÍåòðóäíî íàéòè u(j) â ÿâíîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì
λ2 − 2 ‖A‖ ‖B‖ ‖H‖λ− ‖B‖2 ‖H‖ = 0èìååò êîðíè

λ1,2 = ‖B‖ ‖H‖

[

‖A‖ ±

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

]

.Ñëåäîâàòåëüíî,
u(j) = α1

(

‖B‖ ‖H‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

+

+α2

(

‖B‖ ‖H‖

[

‖A‖ −

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

,ãäå ñîãëàñíî íà÷àëüíûì äàííûì
α1 =

1

2
‖H‖









1 +
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









,

α2 =
1

2
‖H‖









1−
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









.Ïîñêîëüêó â ñèëó ëåììû 1 ‖A‖ = ‖A‖, òî
‖Hj‖ ≤

‖H‖

2









1 +
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

+

+
‖H‖

2









1−
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖ −

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

, j = 0, 1, . . .Ëåììà 2 äîêàçàíà.Èíîãäà ïðè âû÷èñëåíèÿõ óäîáíåå âìåñòî îöåíêè (19) èñïîëüçîâàòü åå íåñêîëüêî áî-ëåå ãðóáûé àíàëîã.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2. Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè
‖Hj‖ ≤ ‖H‖

(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

. (20)



Îá îäíîé õàðàêòåðèñòèêå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 65Â ñèëó ëåììû 2 ïîëó÷àåì
∞
∑

j=0

|µ|j ‖Hj‖ ≤
‖H‖

2









1 +
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









×

×

∞
∑

j=0

|µ|j
(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

+

+
‖H‖

2









1−
‖A‖

√

‖A‖2 +
1

‖H‖









∞
∑

j=0

|µ|j
(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖ −

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

.Êàæäûé èç ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð µóäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (12), òî
|µ| ‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

]

< 1,

|µ| ‖H‖ ‖B‖

∣

∣

∣

∣

∣

‖A‖ −

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

∣

∣

∣

∣

∣

< 1.Ñëåäîâàòåëüíî, ∞
∑

j=0

|µ|j ‖Hj‖<∞. Ïîñêîëüêó ‖H(µ)‖≤
∞
∑

j=0

|µ|j ‖Hj‖, òî ðÿä (13) ñõîäèòñÿ.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç ëåììû 2, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ñëåäñòâèå. Åñëè ïàðàìåòð µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (12), òî
‖H(µ)‖ ≤

‖H‖

1− |µ| max
k=0,...,T−1

‖B(k)‖ ‖H‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

] .Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óêàçàíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (13).Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðàìåòð µ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (12), òî èìåþò ìåñòîîöåíêè
∥

∥

∥

∥

∥

H(µ)−

ρ
∑

j=0

µjHj

∥

∥

∥

∥

∥

≤ ‖H‖
|µ|ρ+1

qρ+1

1− |µ| q
, ρ = 0, 1, . . . ,ãäå

q = max
k=0,...,T−1

‖B(k)‖ ‖H‖

[√

‖A‖2 +
1

‖H‖
+ ‖A‖

]

,

H � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå H(µ), ïîëó÷åííîå â òåîðåìå 1, èìååì
∥

∥

∥

∥

∥

H(µ)−

ρ
∑

j=0

µjHj

∥

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

j=ρ+1

µjHj

∥

∥

∥

∥

∥

≤

∞
∑

j=ρ+1

|µ|j ‖Hj‖ .



66 Ò.Ä. Çàêðåâñêèé, È.È. ÌàòâååâàÂ ñèëó ëåììû 1 è íåðàâåíñòâà (20) ïîëó÷àåì
∞
∑

j=ρ+1

|µ|j ‖Hj‖ ≤ ‖H‖
∞
∑

j=ρ+1

|µ|j
(

‖H‖ ‖B‖

[

‖A‖+

√

‖A‖2 +
1

‖H‖

])j

= ‖H‖
|µ|ρ+1

qρ+1

1− |µ| q
.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (13) è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2, ìîæíîñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ âû÷èñëèòü ìàòðèöó (11). Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ èç ìàòðèö Hjÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà èç (14). Â íà-ñòîÿùåå âðåìÿ èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé òàêèõ óðàâ-íåíèé. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 2 âñåãäà ìîæíî óêàçàòü òàêîå ρ, ïðè êîòîðîì ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ìàòðèöà H(µ) è, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêà (5).Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì âèäà (8).Àâòîðû âûðàæàþò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ïðî�. �.Â. Äåìèäåíêî çà ïîëåçíûå äèñ-êóññèè è âíèìàíèå ê ðàáîòå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Äàëåöêèé Þ.Ë., Êðåéí Ì.�. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âáàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì.: Íàóêà, 1970.[2℄ Elaydi S.N. An Introdu
tion to Di�eren
e Equations. New York: Springer-Verlag, 1996.[3℄ Ôàääååâ Ä.Ê., Ôàääååâà Â.Í. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ì.; Ë.:Ôèçìàòãèç, 1963.[4℄ Óèëêèíñîí Äæ.Õ. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ì.: Íàóêà, 1970.[5℄ �îäóíîâ Ñ.Ê. Ñîâðåìåííûå àñïåêòû ëèíåéíîé àëãåáðû. Íîâîñèáèðñê: Íàó÷íàÿ êíèãà,1997.[6℄ Bulgak H. Pseudoeigenvalues, spe
tral portrait of a matrix and their 
onne
tions withdi�erent 
riteria of stability // Error Control and Adaptivity in S
ienti�
 Computing / Åds.H. Bulgak and C. Zenger. NATO S
i. Ser. Dordre
ht: Kluwer A
ad. Publ., 1999. P. 95�124.[7℄ Áóëãàêîâ À.ß., Äåìèäåíêî �.Â. Íîâûé êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ìàòðè÷íîãî ñïåê-òðà çàìêíóòîìó åäèíè÷íîìó êðóãó è ïðèëîæåíèÿ â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè // Ñèá. æóðí.èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. 2000. Ò. 3, � 1. Ñ. 47�56.[8℄ Àéäûí Ê., Áóëãàêîâ À.ß., Äåìèäåíêî �.Â. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè àñèìïòîòè÷å-ñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��è-öèåíòàìè // Ñèá. ìàòåì. æóðí. 2000. Ò. 41, � 6. Ñ. 1227�1237.[9℄ Àéäûí Ê., Áóëãàêîâ À.ß., Äåìèäåíêî �.Â. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèéâîçìóùåííûõ ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè //Òàì æå. 2002. Ò. 43, � 3. Ñ. 493�507.[10℄ Bulgak H., Demidenko G.V. Estimation for the region of attra
tion of nonlinear di�eren
eequations // Numeris
he Math. 2002. Vol. 92, No. 3. P. 421�431.[11℄ Àéäûí Ê., Áóëãàêîâ À.ß., Äåìèäåíêî �.Â. Îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè // Ñèá. ìàòåì. æóðí. 2004. Ò. 45, � 6.Ñ. 1199�1208.



Îá îäíîé õàðàêòåðèñòèêå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè 67[12℄ Äåìèäåíêî �.Â. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ. Íîâîñèáèðñê: Íîâîñèáèðñêèé ãîñ. óí-ò, 2009.[13℄ Ìàòâååâà È.È., Ñàìóéëîâà Å.À. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà ñ ïàðàìåòðîì // Ñèá. æóðí. èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìà-òèêè. 2006. Ò. 9, � 2. Ñ. 107�115.[14℄ Äåìèäåíêî �.Â., Ìàòâååâà È.È. Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðè-îäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè // Ñèá. ìàòåì. æóðí. 2001. Ò. 42, � 2. Ñ. 332�348.Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 �åâðàëÿ 2011 ã.


