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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâäëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê∗È.À. Âàñåâà, Â.Ä. ËèñåéêèíÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: vaseva.irina�gmail.
om�àññìîòðåíû íîâûå àñïåêòû ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê, îñíîâàííîãîíà ðåøåíèè îáðàùåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè è äè��óçèè îòíîñèòåëüíî óïðàâëÿ-þùåé ìåòðèêè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõýëåìåíòîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñåòêè â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ãðà-íèöû. Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû äâóìåðíûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ àäàïòèâíûõ ñåòîê,ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àäàïòèâíûå ñåòêè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, óðàâíåíèÿ Áåëü-òðàìè, óðàâíåíèÿ äè��óçèè.1. Ìåòîä îòîáðàæåíèé è óïðàâëÿþùàÿ ìåòðèêàÌåòîä îòîáðàæåíèé �îðìóëèðóåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé n-ìåðíîé �èçè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Sxn ⊂ Rn+k. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê â äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ è íà ïîâåðõíîñòÿõ (n = 2,
k = 1) �èçè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ Sx2 çàäàåòñÿ ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðèçàöèè

x(s) : S2 → R3, x = (x1, x2, x3), s = (s1, s2), (1)ãäå S2 � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü, x(s)� âåêòîð-�óíêöèÿ, äâàæäû äè��åðåíöèðóåìàÿâ êàæäîé òî÷êå s ∈ S2 (ðèñ. 1).Ñîãëàñíî ìåòîäó îòîáðàæåíèé ñåòêà â �èçè÷åñêîé ãåîìåòðèè Sx2 ñòðîèòñÿ ïðè ïî-ìîùè ïðîìåæóòî÷íîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
s(ξ) : Ξ2 → S2, ξ = (ξ1, ξ2) (2)ìåæäó ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòüþ S2 è ñîîòâåòñòâóþùåé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòüþ Ξ2(ñì. ðèñ. 1), êîòîðàÿ èìååò áîëåå ïðîñòóþ �îðìó, ÷åì ïàðàìåòðè÷åñêàÿ. Ïðè ýòîì óçëûñåòêè â Sx2 îïðåäåëÿþòñÿ îòîáðàæåíèåì ýòàëîííîé ñåòêè, çàäàííîé â Ξ2, ïðè ïîìîùèïðåîáðàçîâàíèÿ
x[s(ξ)] : Ξ2 → Sx2 ⊂ R3. (3)Ïåðåìåííûå ξ1, ξ2 îáëàñòè Ξ2 íàçûâàþòñÿ ñåòî÷íûìè êîîðäèíàòàìè, à âåëè÷èíû s1, s2â (1) � ïàðàìåòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî s1, s2 �äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â S2.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-01-00335-à) è Ïðîåêòà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé îáúåäèíåííîãî ó÷åíîãî ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå è ìåõàíèêå ÑÎ �ÀÍ (� 94).3
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�èñ. 1. Ñõåìà ìåòîäà îòîáðàæåíèéÎáîçíà÷èì ÷åðåç gxsij (gijsx) êîâàðèàíòíûå (êîíòðàâàðèàíòíûå) ýëåìåíòû �èçè÷åñêîéãåîìåòðèè Sx2 â êîîðäèíàòàõ s1, s2. Òîãäà ïàðàìåòðèçàöèÿ (1) äàåò �îðìóëó äëÿ ýëå-ìåíòîâ êîâàðèàíòíîãî ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà �èçè÷åñêîé ãåîìåòðèè Sx2 â êîîðäèíàòàõ
s1, s2:

gxsij = xsi · xsj , i, j = 1, 2. (4)Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê â �èçè÷åñêîé ãåîìåòðèè Sx2 ââîäèòñÿ óïðàâëÿ-þùàÿ ìåòðèêà, êîâàðèàíòíûå (êîíòðàâàðèàíòíûå) ýëåìåíòû êîòîðîé îáîçíà÷àþòñÿ gsij(gij
s
) â ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ s1, s2 è gξij (gijξ ) â ñåòî÷íûõ êîîðäèíàòàõ ξ1, ξ2.Íàèáîëåå îáùàÿ �îðìóëèðîâêà óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè â �èçè÷åñêîé ãåîìåòðèè Sx2èìååò ñëåäóþùèé âèä [1℄:

gsij = z(s)gxsij + F k
i (s)F

k
j (s), i, j = 1, 2, k = 1, . . . , l, (5)ãäå z(s) ≥ 0� âåñîâàÿ �óíêöèÿ, F k

i (s)� êîìïîíåíòû íåêîòîðîãî êîâàðèàíòíîãî âåêòîðà
Fk(s).Çäåñü è äàëåå â âûðàæåíèÿõ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå èíäåêñû è íå âêëþ÷àþùèõ çíàêè
≪ + ≫, ≪ − ≫ è ≪=≫, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïî ýòèì èíäåêñàì ïðîâåäåíî ñóììèðîâàíèå.2. Ñåòî÷íûå óðàâíåíèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè â Sx2 íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ s(ξ) (2) â óçëàõýòàëîííîé ñåòêè, çàäàííîé â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè Ξ2. Çàòåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿíóæíî îòîáðàçèòü èç îáëàñòè S2 â Sx2 ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðèçàöèè (1). Äëÿ íàõîæäåíèÿäèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ s(ξ) ÷èñëåííî ðåøàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ îáðàùåííûõóðàâíåíèé äè��óçèè [1℄:
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= ψ(ξ), (6)ãäå
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∂

∂ξm

(

w(s)gkl
s

) ∂s3−k
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, (7)

i, j, k, l,m, p, q = 1, 2,

J � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ s(ξ), w(s) > 0 � âåñîâàÿ �óíêöèÿ (ìîæíî ïîëîæèòü
w(s) = 1), ψ(ξ) : ∂Ξ2 → ∂S2 çàäàåò îòîáðàæåíèå ãðàíèöû âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè Ξ2íà ãðàíèöó ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè S2.Åñëè â �îðìóëàõ (2) ïîëîæèòü w(s) = √

gs, òî óðàâíåíèÿ (6) ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàëåíò-íûìè îáðàùåííûì óðàâíåíèÿì Áåëüòðàìè (gs � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû gsij).Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (6) çàìåíÿåòñÿ íà íåñòàöèî-íàðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî �óíêöèé sl(ξ, t), l = 1, 2:
∂sl

∂t
= aij

∂2sl

∂ξi∂ξj
− P l,

sl(ξ, t) = ψl(ξ), ξ ∈ ∂Ξ2, t > 0,

sl(ξ, 0) = sl0(ξ), ξ ∈ Ξ2, (8)
i, j, k, l = 1, 2,ãäå sl0(ξ) � l-ÿ êîìïîíåíòà íà÷àëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

s0(ξ) : Ξ
2 → S2, s0(ξ) = [s10(ξ), s

2

0(ξ)],çàäàâàåìîãî ïîëüçîâàòåëåì.Â ñëó÷àå, êîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (6) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì, ðå-øåíèå çàäà÷è (8) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ (6) ïðè t→ ∞ [2℄.3. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ�àññìîòðèì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (8). Ñîãëàñíî ìåòîäóÔàýäî��àëåðêèíà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ [3, 4℄ ââåäåì â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè
Ξ2 N-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîáíûõ �óíêöèé V h, ãäå N � ÷èñëî âíóòðåííèõ óçëîâýòàëîííîé ñåòêè â Ξ2. Íåîáõîäèìî íàéòè �óíêöèþ u(ξ, t), ïðèíàäëåæàùóþ ïðè êàæäîì
t > 0 ïîäïðîñòðàíñòâó V h è óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ vh ∈ V h óðàâíåíèþ

∫

Ξ2

(∂u

∂t
vh − aij

∂2u

∂ξi∂ξj
vh + P lvh

)dξ = 0, (9)



6 È.À. Âàñåâà, Â.Ä. Ëèñåéêèíêîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòèçàöèåé ñëàáîé �îðìû äëÿ óðàâíåíèé (8), à ðåøåíèå u ∈ V hóðàâíåíèÿ (9) åñòü ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ sl, l = 1, 2, óðàâíåíèé (8).×òîáû çàïèñàòü ïîëó÷åííóþ çàäà÷ó â îïåðàòîðíîé �îðìå, âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâåïðîáíûõ �óíêöèé V h áàçèñ ϕ1, . . . , ϕN

ϕp(ξk) =

{

1, åñëè k = p,
0, åñëè k 6= p,

(10)ãäå ϕp(ξk) � çíà÷åíèå �óíêöèè ϕp â k-ì óçëå ýòàëîííîé ñåòêè ξk = (ξ1k, ξ
2
k). Â äàí-íîé ðàáîòå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé èñïîëüçîâàëèñü �èíèòíûå êóñî÷íî-ëèíåéíûå�óíêöèè.Òîãäà ìîæíî ðàçëîæèòü �óíêöèþ u(ξ, t) ïî áàçèñó

u(ξ, t) = uΓ + ukϕk, k = 1, . . . , N,ãäå uΓ � çíà÷åíèÿ �óíêöèè u(ξ, t) íà ãðàíèöå âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè ∂Ξ2. Äëÿ çàäà-íèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé uΓ ââåäåì íà ∂Ξ2 äîïîëíèòåëüíûé íàáîð �óíêöèé φq àíàëî-ãè÷íî (10). Â ýòîì ñëó÷àå èìååì
uΓ = uΓqφq, q = N + 1, . . . , NΓ, (11)ãäå NΓ � êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ è ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñåòêè.Ïîäñòàâëÿÿ â (9) áàçèñíûå �óíêöèè ϕm è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì áåç ó÷åòàãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂uk
∂t

∫

Ξ2

ϕkϕmdξ = −uk
∫

Ξ2

∂

∂ξi

(

aijϕk

)∂ϕm

∂ξj
dξ − ∫

Ξ2

P lϕmdξ,
k,m = 1, . . . , N, (12)èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
M
∂u

∂t
= Ku− F, (13)ãäå M � ìàòðèöà ìàññ, K � ìàòðèöà æåñòêîñòè, F � âåêòîð íàãðóçêè îïðåäåëÿþòñÿïî �îðìóëàì

Mmk =

∫

Ξ2

ϕkϕmdξ,
Kmk = −

∫

Ξ2

∂

∂ξi

(

aijϕk

)∂ϕm

∂ξj
dξ,

Fm =

∫

Ξ2

P lϕmdξ. (14)



Ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê 7Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé óðàâíåíèå (13) çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
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ãäå KΓ = K ïðè óñëîâèè çàìåíû ϕk íà φk ïðè k > N (11).4. ×èñëåííûé àëãîðèòìÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (15) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àíàëîãñõåìû ñòàáèëèçèðóþùåé ïîïðàâêè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ìàòðèöó æåñòêîñòè K â âèäåñóììû K = K11 +K12 +K22, ãäå K11, K12 è K22 ñîîòâåòñòâóþò ñëàãàåìûì èñõîäíîãîóðàâíåíèÿ (9), ñîäåðæàùèì ïðîèçâîäíûå ∂2

∂ξ1∂ξ1
, ∂2

∂ξ1∂ξ2
è ∂2

∂ξ2∂ξ2
. À èìåííî:

K11

mk = −
∫

Ξ2

∂

∂ξ1

(

a11ϕk

)∂ϕm

∂ξ1
dξ,

K12

mk = −
∫

Ξ2

∂

∂ξ1

(

a12ϕk

)∂ϕm

∂ξ2
dξ − ∫

Ξ2

∂

∂ξ2

(

a12ϕk

)∂ϕm

∂ξ1
dξ,

K22
mk = −

∫

Ξ2

∂

∂ξ2

(

a22ϕk

)∂ϕm

∂ξ2
dξ. (16)Òîãäà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (15) ìîæíî çàïèñàòü àíàëîã ñõåìû ñòàáèëèçèðóþùåéïîïðàâêè [5℄:

M
un+1/2 − un

τ
= K11un+1/2 +K12un +K22un − F,

M
un+1 − un+1/2

τ
= K22un+1 −K22un, (17)èëè â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå

L1un+1/2 = Q1, (18)
L2un+1 = Q2, (19)ãäå

L1 =
1

τ
M −K11, Q1 =

(1

τ
M +K12 +K22

)

un − F,

L2 =
1

τ
M −K22, Q2 =

1

τ
Mun+1/2 −K22un,

un =
(

un1 , . . . , u
n
N , u

n
N+1, . . . , u

n
NΓ

)

.



8 È.À. Âàñåâà, Â.Ä. ËèñåéêèíÍà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (18), (19) ðåøàþòñÿ ïðèïîìîùè ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Êàæäàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ äâàæäû äëÿ
un = (sl)n =

[

(sl)n1 , . . . , (s
l)nNΓ

]

, l = 1, 2,ãäå [

(s1)nk , (s
2)nk

] � êîîðäèíàòû k-ãî óçëà ñåòêè â ïàðàìåòðè÷åñêîé îáëàñòè S2 íà n-ìøàãå ïî âðåìåíè. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿóñëîâèå ñõîäèìîñòè
max
1≤k≤N

1

τ

√

[

(s1)nk − (s1)n+1

k

]2

+
[

(s2)nk − (s2)n+1

k

]2

≤ ε (20)äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε.Íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè íåîáõîäèìî çàíîâî ñîáèðàòü ìàòðèöû L1, L2 è âåêòîðû
Q1, Q2, ïðè÷åì L1, L2, Q1 ìîæíî ñîáèðàòü îäíîâðåìåííî, à â Q2 íåîáõîäèìî äîáàâèòüñëàãàåìîå 1

τ
Mun+1/2 óæå ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (18).5. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû5.1. Òðèàíãóëÿöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòèÍà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû äâà ðàññìîòðåííûõ âèäà òðèàíãóëÿöèè âû÷èñëèòåëüíîé îáëà-ñòè Ξ2. Â îáùåì ñëó÷àå îïèñàííûé ìåòîä ïðèìåíèì ïðè çàäàíèè â Ξ2 ïðîèçâîëüíîéíåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêè, îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè â âû÷èñëèòåëü-íîé îáëàñòè ïðîñòîé �îðìû ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ. Ïðèìåíåíèåìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò áåç óñëîæíåíèÿ àëãîðèòìà ñòðîèòü àäàïòèâíûåñåòêè â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ãðàíèö, ñ íàëè÷èåì îòâåðñòèé è ðàçðåçîâ äàæåïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ ïðîñòûõ äèñêðåòèçàöèé, êàêèå ïðåäñòàâëåíû â äàííîé ðàáî-òå. Ïðè ýòîì æåëàòåëüíî, ÷òîáû òîïîëîãèÿ âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè Ξ2 áûëà ïîõîæàíà òîïîëîãèþ îáëàñòè S2.Èòàê, ïóñòü â âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè Ξ2 çàäàíà òðèàíãóëÿöèÿ τ1 ëèáî τ2 (ñì. ðèñ. 2).ß÷åéêà ñåòêè T1 ïðè äèñêðåòèçàöèè τ1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëü-íûé òðåóãîëüíèê ñ äëèíîé êàòåòà h, êàòåòû òðåóãîëüíèêà íàïðàâëåíû âäîëü êîîðäè-íàòíûõ ëèíèé ξ1 = const , ξ2 = const . ß÷åéêà T2 äëÿ äèñêðåòèçàöèè τ2 ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-ñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì ñî ñòîðîíîé h, ïðè÷åì îäíà èç ñòîðîí ïàðàëëåëüíà êîîðäè-íàòíîìó íàïðàâëåíèþ ξ2 = const .

km1 p1

m2

p2

km1 p1

m2

p2

0 1

2

0 1

2

l

a

x
1

01

2

0 1

2

T1 T2�èñ. 2. Òðèàíãóëÿöèÿ τ1 (ñëåâà) è τ2 (ñïðàâà)



Ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê 95.2. Ëîêàëüíûå ìàòðèöû ìàññ, æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçîêäëÿ òðèàíãóëÿöèè τ1Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè T1 òðèàíãóëÿöèè τ1 íåîáõîäèìî çàäàòü ìàòðèöû M loc, K loc è âåê-òîð Floc. Àíàëîãè÷íî èíäåêñàì m è k ãëîáàëüíûõ ìàòðèö â (14) îáîçíà÷èì èíäåêñûëîêàëüíûõ ìàòðèö ÷åðåç m0 = (0, 1, 2) è k0 = (0, 1, 2). Òàêèì îáðàçîì, m0, k0 � ëî-êàëüíûå íîìåðà âåðøèí òðåóãîëüíèêà T1 (ñì. ðèñ. 2), à òàêæå íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâëîêàëüíûõ ìàòðèö.Ñîãëàñíî �îðìóëàì (10), (14), (16) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
K loc = K11loc +K12loc +K22loc,äëÿ òðèàíãóëÿöèè τ1 ìîæíî âû÷èñëèòü âåêòîð íàãðóçîê è ëîêàëüíûå ìàòðèöû ìàññ èæåñòêîñòè:

F loc
m0

=
1

6
h2P l(ξm0

), M loc =
h2

24





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 ,

K11loc =
1

2
a11(ξk0)





−1 1 0
1 −1 0
0 0 0



 ,

K12loc =
1

2
a12(ξk0)





−2 1 1
1 0 −1
1 −1 0



 ,

K22loc =
1

2
a22(ξk0)





−1 0 1
0 0 0
1 0 −1



 .Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî aij(ξk0) � çíà÷åíèå aij [s(ξ)] èç (2) â óçëå ýòàëîííîé ñåòêèñ ëîêàëüíûì íîìåðîì k0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëüíîìó íîìåðó k. Àíàëîãè÷íî
P l(ξm0

) � çíà÷åíèå P l[s(ξ)] â óçëå m.5.3. Ëîêàëüíûå ìàòðèöû ìàññ, æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçîêäëÿ òðèàíãóëÿöèè τ2Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ÿ÷åéêè T1 äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè T2 òðèàíãóëÿöèè τ2 (ñì. ðèñ. 2) ïî�îðìóëàì (10), (14), (16) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
K loc = K11loc +K12loc +K22loc,çàäàþòñÿ âåêòîð íàãðóçîê è ëîêàëüíûå ìàòðèöû ìàññ è æåñòêîñòè:

F loc
m0

=

√
3

12
h2P l(ξm0

), M loc =

√
3h2

48





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 ,

K11loc =

√
3

4
a11(ξk0)





−1 1 0
1 −1 0
0 0 0



 ,
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K12loc =

1

2
a12(ξk0)





−1 0 1
0 1 −1
1 −1 0



 ,

K22loc =
1

4
√
3
a22(ξk0)





−1 −1 2
−1 −1 2
2 2 −4



 .Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîm0, k0 � ëîêàëüíûå íîìåðà âåðøèí òðåóãîëüíèêà T2, aij(ξk0)�çíà÷åíèå aij[s(ξ)] èç (2) â óçëå ñ ëîêàëüíûì íîìåðîì k0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ãëîáàëü-íîìó íîìåðó k. Àíàëîãè÷íî P l(ξm0
) � çíà÷åíèå P l[s(ξ)] â óçëå m.Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè äëÿ òðèàíãóëÿöèè τ2. Ñîãëàñ-íî �îðìóëàì (14) è îïðåäåëåíèþ áàçèñíûõ �óíêöèé (10) äëÿ çàäàíèÿ K loc

m0k0
íåîáõîäèìîâû÷èñëèòü âåëè÷èíû

−∂ϕm0

∂ξj

∫

T2

∂

∂ξi

(

aij [s(ξ)]ϕk0

)dξ, m0, k0 = 0, 1, 2, i, j = 1, 2.Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
x = ξ1, y = ξ2, Ak0 = aij [s(ξ)]ϕk0, d =

√
3

2
hè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÿ÷åéêà T2 ðàñïîëîæåíà îäíîé âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, êàêïîêàçàíî íà ðèñ. 3.Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàñïèøåì âû÷èñëåíèå ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

I1 =

∫

T2

∂

∂x

[

Ak0(x, y)
]

dx dy, I2 =

∫

T2

∂

∂y

[

Ak0(x, y)
]

dx dy,

I1 =

d
∫

0

dy







h/2
∫

y/
√
3

∂Ak0

∂x
dx+

h−y/
√
3

∫

h/2

∂Ak0

∂x
dx






=

=

d
∫

0

[

Ak0(h/2, y)− Ak0(y/
√
3, y) + Ak0(h− y/

√
3, y)−Ak0(h/2, y)

]

dy.Ïî �îðìóëå òðàïåöèé
I1 ≈

1

2
d
[

−Ak0(h/2, d) + Ak0(h/2, d)−Ak0(0, 0) + Ak0(h, 0)
]

=

√
3h

4

[

Ak0(h, 0)−Ak0(0, 0)
]

.

0 1

2
T2

x

y

0
0

h

d

�èñ. 3. Áàçèñíàÿ ÿ÷åéêà T2



Ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê 11Ñëåäîâàòåëüíî,
I1 ≈























−
√
3h

4
aij(ξk0), åñëè k0 = 0,

√
3h

4
aij(ξk0), åñëè k0 = 1,

0, åñëè k0 = 2,

(21)
I2 =

h/2
∫

0

dx

√
3x

∫

0

∂Ak0

∂y
dy +

h
∫

h/2

dx

−
√
3x+2d
∫

0

∂Ak0

∂y
dy =

=

h/2
∫

0

[

Ax(x,
√
3x)−Ak0(x, 0)

]

dx+

h
∫

h/2

[

Ak0(x,−
√
3x+

√
3h)− Ak0(x, 0)

]

dy.Ïî �îðìóëå òðàïåöèé
I2 ≈

h

2

[

Ak0(h/2, d)−Ak0(h/2, 0)
]

.Ñ÷èòàåì, ÷òî Ak0(h/2, 0) ≈
1

2

[

Ak0(0, 0) + Ak0(h, 0)
]. Ñëåäîâàòåëüíî,

I2 ≈











−h
4
aij(ξk0), åñëè k0 = 0, 1,

h

2
aij(ξk0), åñëè k0 = 2.

(22)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (21), (22) è îïðåäåëåíèå áàçèñíûõ �óíêöèé (10) ìîæíî ïî-ëó÷èòü çíà÷åíèÿ K loc
m0k0

äëÿ òðèàíãóëÿöèè τ2. Ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè äëÿ τ1âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî íà òðåóãîëüíèêå âèäà T1.5.4. Âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíûõ â êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèéÇíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ óðàâíåíèé aij [s(ξ)] è P l[s(ξ)] â (2) çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ
∂/∂ξ1, ∂/∂ξ2. Ïîñêîëüêó ýòè çíà÷åíèÿ òðåáóþòñÿ òîëüêî âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè, îíèìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèéñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ. Ïðè ýòîì, ñëåäóÿ ëîãèêå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ â óçëå k íåîáõîäèìî õðàíèòü íîìåðà ñîñåäíèõ óçëîâ m1,
p1, m2, p2 (ñì. ðèñ. 2).Òðèàíãóëÿöèÿ τ1 óäîáíà òåì, ÷òî óçëû ñåòêè ðàñïîëîæåíû âäîëü êîîðäèíàòíûõ íà-ïðàâëåíèé ξ1, ξ2, à äëÿ òðèàíãóëÿöèè τ2 ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ξ2 áóäåì âû÷èñ-ëÿòü, èñïîëüçóÿ �îðìóëó ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ (ñì. ðèñ. 2):

∂f

∂l
=

∂f

∂ξ1
cosα+

∂f

∂ξ2
cos(π/2− α).Â äàííîì ñëó÷àå α = π/3. Ñëåäîâàòåëüíî,

∂f

∂ξ2
=

1√
3

(

2
∂f

∂l
− ∂f

∂ξ1

)è, ïîñêîëüêó
∂f

∂l
≈ fp2 − fm2

2h
,

∂f

∂ξ1
≈ fp1 − fm1

2h
,
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∂f

∂ξ2
≈ 1

2
√
3h

(

2fp2 − 2fm2
− fp1 + fm1

)

.6. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâÍà ðèñ. 4�6 ïðåäñòàâëåíû ñáàëàíñèðîâàííûå àäàïòèâíûå ñåòêè, ïîñòðîåííûå ñ ïîìî-ùüþ îïèñàííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè äëÿ àäàïòàöèè ê çíà-÷åíèÿì íåêîòîðîé �óíêöèè [1℄
gij
s
= F (s)δij , i, j = 1, 2, (23)ãäå gij

s
� êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè, ïîçâîëÿþùåé ïîëó-÷àòü ñãóùåíèå óçëîâ ñåòêè â çîíàõ, ãäå �óíêöèÿ F (s) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíûå çíà÷å-íèÿ. Äàííàÿ ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì �îðìóëû (5). Ïîä ñáàëàíñèðîâàííîéïîíèìàåòñÿ ñåòêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äâóì è áîëåå òðåáîâàíèÿì àäàïòàöèè [1℄.×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âûáîð øàãà ïî âðåìåíè τ = 0.01 â ìåòî-äå (17) äëÿ äàííûõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, ïîñêîëüêó åãî óâåëè÷åíèå ïðèâî-äèò ê óõóäøåíèþ ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Óìåíüøåíèå ïàðàìåòðà τ óâåëè-÷èâàåò ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ëåâàÿ ÷àñòü â óñëîâèè ñõîäèìîñòè (20) íå äîñòèãíåòâåëè÷èíû ïîðÿäêà 10−5.Íà ðèñ. 4, à ïîêàçàíà ñåòêà, ñãóùàþùàÿñÿ â îêðåñòíîñòè òðåõ òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè

(xk, yk), k = 1, 2, 3. Óïðàâëÿþùàÿ �óíêöèÿ â �îðìóëå (23) âû÷èñëÿëàñü ñëåäóþùèìîáðàçîì:
F (s) = 2 min

k=1,2,3
ρk(s),ãäå ρk(s) = √

(s1 − xk)2 + (s2 − yk)2 � ðàññòîÿíèå äî òî÷êè (xk, yk).Ôîðìà âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè Ξ2 ñîâïàäàåò ñ �îðìîé S2, ýòàëîííàÿ ñåòêà â Ξ2çàäàåòñÿ â âèäå òðèàíãóëÿöèè τ1. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 500.

à á�èñ. 4. Ïðèìåð àäàïòèâíîé ñåòêè ñ òðèàíãóëÿöèåé τ1 (à) è τ2 (á)



Ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê 13Íà ðèñ. 4, á ïðåäñòàâëåíà àäàïòèâíàÿ ñåòêà â îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè
s1 = t, s2 = 0.05 sin(3πt),

s1 = (1.5− t)t3, s2 = 0.7t,

s1 = 1− 0.5t2, s2 = 0.7t,

0 ≤ t ≤ 1.Óïðàâëÿþùàÿ ìåòðèêà (23) çàäàâàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì �óíêöèè
F (s) =

(

0.4

0.4 + f1(s) + f2(s) + f3(s)

)2

,ãäå
fk(s) = exp

(

−ϕk(s)
2/0.01

)

, k = 1, 2, 3;

ϕ1(s) = s2 − 0.05 sin(3πs1),

ϕ2(s) =
√

(s1 − 0.5)2 + (s2 − 0.5)2 − 0.001,

ϕ3(s) = s2 − 0.25− 0.7(s1 − 0.5)2.Òàêîå çàäàíèå óïðàâëÿþùåé ìåòðèêè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñåòêó, ñãóùàþùóþñÿ â îêðåñò-íîñòè êðèâûõ ϕ1(s), ϕ2(s), ϕ3(s). Äëÿ ñãóùåíèÿ ñåòêè íà ãðàíèöå îáëàñòè èñïîëüçîâàëñÿàëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè îäíîìåðíûõ îáðàùåííûõ óðàâíåíèé Áåëüòðàìè [1℄.Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòü Ξ2 èìååò �îðìó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, â êîòîðîìçàäàíà òðèàíãóëÿöèÿ τ2. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 1000.Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíû àäàïòèâíûå ñåòêè, ñãóùàþùèåñÿ âáëèçè ðàçðåçîâ (ñëåâà), èñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå îáëàñòè (ñïðàâà). Ôîðìà êàæäîãî ðàçðåçà ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé àýðîäèíàìè÷åñêèé ïðî�èëü êðûëà NACA.à
á

�èñ. 5. Àäàïòèâíûå ñåòêè, ñãóùàþùèåñÿ â îêðåñòíîñòè ïðî�èëåé êðûëà NACA, çàäàííûõàíàëèòè÷åñêè (à) è äèñêðåòíî (á) (ñëåâà), è ýòàëîííûå ñåòêè ñ ðàçðåçàìè â âû÷èñëèòåëüíîéîáëàñòè (ñïðàâà)



14 È.À. Âàñåâà, Â.Ä. Ëèñåéêèí�àçðåçû íà ðèñ. 5, à, ñëåâà áûëè çàäàíû àíàëèòè÷åñêè ïî �îðìóëå
s2 = y0 ± 5tc

[

0.2969(x/c)0.5 − 0.126(x/c)− 0.3537(x/c)2 + 0.2843(x/c)3 − 0.1015(x/c)4
]

,ãäå x = s1−x0, (x0, y0) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà ðàçðåçà, c � äëèíà ðàçðåçà, t � ìàêñèìàëüíàÿòîëùèíà ðàçðåçà îòíîñèòåëüíî åãî äëèíû (ñì. http://www.aerospa
eweb.org).Óïðàâëÿþùàÿ ìåòðèêà (23) çàäàâàëàñü ïðè ïîìîùè �óíêöèè
F (s) =

( 0.7

0.7 + f1(s) + f2(s) + f3(s)

)2

,

fk(s) = exp
(

−ϕk(s)
2/0.01

)

, k = 1, 2, 3,ãäå ϕk(s) � �óíêöèÿ, çàäàþùàÿ ëèíèþ k-ãî ðàçðåçà. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 200.Ó ñåòêè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5, á, ñëåâà, ðàçðåçû èìåþò �îðìó ïðî�èëåé êðû-ëà MH 43, MH 60, MH 91, çàäàííûõ äèñêðåòíî ïî äàííûì ñ ñàéòà http://www.mh-aerotools.de/airfoils/. Ïóñòü Nc � îáùåå ÷èñëî òî÷åê, çàäàþùèõ ðàçðåçû (xk, yk), k =
1, . . . , Nc � èõ êîîðäèíàòû. Òîãäà óïðàâëÿþùóþ ìåòðèêó (23) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè íàðèñ. 5, á, ñëåâà ìîæíî çàäàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ �óíêöèé:

F (s) =

(

0.7

0.7 + f(s)

)2

,

f(s) = exp
(

−ϕ(s)2/0.01
)

, ϕ(s) = min
k=1,...,Nc

ρk(s),ãäå ρk(s) =
√

(s1 − xk)2 + (s2 − yk)2 � ðàññòîÿíèå äî k-é òî÷êè ðàçðåçîâ. Êîëè÷åñòâîèòåðàöèé 400.Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ñåòêè, ïîñòðîåííûå íà ïîâåðõíîñòè ñ�åðû. Ïîâåðõíîñòü ïîëó-÷åíà ñêëåéêîé äâóõ ïîëóñ�åð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàäàâàëàñü ïàðàìåòðèçàöèåé êðóãàðàäèóñîì R = 1/3 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 = 0.5, y0 =
√
3/6. Âû÷èñëèòåëüíàÿ îáëàñòüà á
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�èñ. 6. Ïðèìåðû ñåòîê, ïîñòðîåííûõ íà ñ�åðå, ñ åäèíè÷íîé ìåòðèêîé (à) è ñ àäàïòàöèåé êçàäàííûì êðèâûì (á)



Ïðèìåíåíèå ÌÊÝ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê 15ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâíîñòîðîííèé øåñòèóãîëüíèê, âïèñàííûé â äàííóþ ñ�åðó. Ýòà-ëîííàÿ ñåòêà çàäàíà òðèàíãóëÿöèåé τ2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè x(s) îïðåäåëÿëàñüïî �îðìóëå
x1 = x0 + α(s1 − x0),

x2 = y0 + α(s2 − y0),

x3 = ±(α− 1) h,ãäå
h = h2 + (h1 − h2)r/R, r =

√

(s1 − x0)2 + (s2 − y0)2,

α =
h2 +

√

h4 − (h2 + r2)(h2 −R2)

h2 + r2
.Ñ�åðà íà ðèñ. 6, à çàäàâàëàñü äëÿ h1 = h2 = R, íà ðèñ. 6, á äëÿ h1 = 0.5R, h2 = 1.5R.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 6, à, èñïîëüçîâàëàñü åäèíè÷íàÿ ìåò-ðèêà, ò. å. â �îðìóëå (23) F (s) = 1. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàùåííûå óðàâíåíèÿ äè��óçèè (6)ÿâëÿþòñÿ îáðàùåííûìè óðàâíåíèÿìè Ëàïëàñà. Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 100.Ñåòêà íà ðèñ. 6, á ïîñòðîåíà ïðè

F (s) =

(

0.4

0.4 + f1(s) + f2(s)

)2

,ãäå
fk(s) =

0.005

0.005 + ϕk(s)2
, k = 1, 2,

ϕ1(s) = s2 − 0.2 sin(3πs1)− 0.3,

ϕ2(s) = s2 − 0.2 sin(3πs1 + π)− 0.3.Êîëè÷åñòâî èòåðàöèé 300. Íà ëèíèè ñêëåéêè ïîëóñ�åð ñåòêà ñãóùàëàñü ïðè ïîìîùèîäíîìåðíîãî àëãîðèòìà [1℄.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ä-ðó �èç.-ìàò. íàóê Â.Ï. Èëüèíó çà êîíñóëüòàöèèïî âîïðîñàì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Òåõíîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñåòîê / Â.Ä. Ëèñåéêèí, Þ.È. Øîêèí, È.À. Âàñåâà,Þ.Â. Ëèõàíîâà. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 2009.[2℄ Êàëèòêèí Í.Í. ×èñëåííûå ìåòîäû. Ì.: Íàóêà, 1978.[3℄ Ñòðåíã �., Ôèêñ Äæ. Òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð, 1977.[4℄ Çåíêåâè÷ Î., Ìîðãàí À. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû è àïïðîêñèìàöèÿ. Ì.: Ìèð, 1986.[5℄ ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä äðîáíûõ øàãîâ ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-êè. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1967. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 7 ñåíòÿáðÿ 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 23 ìàÿ 2011 ã.


