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1Öåíòð ýêîëîãè÷åñêîãî è òåõíîãåííîãî ìîíèòîðèíãà,ã. Òðåõãîðíûé, ×åëÿáèíñêàÿ îáë., �îññèÿ
2Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿe-mail: vna�imm.uran.ruÏðåäñòàâëåíî îïèñàíèå íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëàîò çàãëóáëåííîãî èñòî÷íèêà (òðóáîïðîâîäà ñ ÷àñòè÷íîé òåïëîèçîëÿöèåé), â êîòî-ðîé ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî ëó÷èñòîå èçëó÷åíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåëèíåéíûì êðàå-âûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà, è õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ ñëîåâ ãðóíòà, âêîòîðûõ çàëåãàåò ïîäçåìíûé òðóáîïðîâîä, íî è �èëüòðàöèÿ æèäêîñòè âî âëàæíîìãðóíòå è åå èñïàðåíèå. Ïðåäñòàâëåí êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçíîñòíîéçàäà÷è ñ íåëèíåéíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñ-ïåðèìåíòîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ òåïëà, �èëüòðàöèÿ â ãðóíòå, ëó÷èñòîå èçëó÷åíèå.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, îñíîâàííûå íà ðåàêöèè ìà-òåðèàëîâ íà òåïëîâîå âîçäåéñòâèå, à òàêæå èçìåðåíèè ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîéêàêèìè-ëèáî ïîâåðõíîñòÿìè, ïðèîáðåòàþò âñå áîëüøåå çíà÷åíèå. Ê çàäà÷àì òàêîãî ðîäàîòíîñèòñÿ äèàãíîñòèêà ñîñòîÿíèÿ ìàãèñòðàëüíîãî òðóáîïðîâîäà [1℄ (êàê ïðàâèëî, ïðåä-ìåòîì èíòåðåñà ÿâëÿþòñÿ öåëîñòíîñòü òðóáîïðîâîäà è îáùàÿ èçíîøåííîñòü åãî îáîëî÷-êè). Äëÿ òàêîé äèàãíîñòèêè ïðîâîäèòñÿ ñúåìêà òåïëîâûõ ïîëåé íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà(äíåâíîé ïîâåðõíîñòè), íàõîäÿùåéñÿ íàä òðóáîïðîâîäîì. Ñðàâíåíèå ñ èäåàëüíîé ìî-äåëüþ ðàññåèâàíèÿ òåïëà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îòêëîíåíèÿ òåìïåðàòóðû, âàæíûå äëÿðåæèìîâ ýêñïëóàòàöèè.Îäèí èç ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ è èçó÷åíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ �íåïîñðåäñòâåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîïåðåíîñà. Â õîäå ÷èñëåí-íûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì�àêòîðîì, âëèÿþùèì íà �îðìèðîâàíèå òåïëîâîãî ïîëÿ îò ïîäçåìíîãî èñòî÷íèêà òåï-ëà. Ó÷åò ëó÷èñòîãî èçëó÷åíèÿ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó â ñëîæíîé òðåõìåðíîé îáëàñòè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, íîñ íåëèíåéíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè [2℄.Íåîáõîäèìîñòü èçó÷åíèÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõçàäà÷. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [3℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à î ðàñïðåäåëåíèè òåìïåðàòóðû

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 10-08-96014), ïðîãðàììû ïîääåðæ-êè �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ è ïðîãðàììû èíòåãðàöèîííûõ ïðîåêòîâ ìåæäóÓðÎ, ÑÎ è ÄÂÎ �ÀÍ. 3



4 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. Ôèëèìîíîââ òîíêîì êîëüöå, íàãðåâàåìîì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì (ñ ó÷åòîì èçëó÷åíèÿ ïðè ñâàð-êå), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñ íåëèíåéíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.Ñðàâíåíèå ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ â âèäå ñïåöèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äëÿëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ìîäåëåé, ïîêàçàëî, ÷òî ëèíåéíàÿ òåîðèÿ äàåò ñóùåñòâåííî çà-âûøåííûå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû.Ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà íåëèíåéíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ÷àùå âñåãî àï-ïðîêñèìèðóåòñÿ íà ðåøåíèè, ëèáî ïîëó÷åííîì èç ëèíåéíîé ìîäåëè, ëèáî âû÷èñëåííîìíà ïðåäûäóùåì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [4, 5℄ îäíî èç ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïåðåíîñà âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåëèíåéíûé ðàäèàöè-îííûé êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è, çíà÷åíèå êîòîðîãî àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà ðåøåíèè,âû÷èñëåííîì íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò ðàáîòû ïîïðÿìîìó ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè òåïëà ñ íåëèíåéíûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïðèâîäÿùèõ ê ðåøåíèþíåëèíåéíîé çàäà÷è.Êàê ïðàâèëî, ãðóíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ òðåõ�àçíóþ ñèñòåìó [6, 7℄, ñî-ñòîÿùóþ èç òâåðäûõ ÷àñòèö, âîäû è âîçäóõà ñ ïàðàìè âîäû. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìî-äåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ òåïëîïåðåíîñà â ãðóíòå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äâà îñíîâíûõñïîñîáà òåïëîîáìåíà: òåïëîïðîâîäíîñòü â ñïëîøíîé ñðåäå è êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ çàñ÷åò �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòå (ðèñ. 1). Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿðàçðàáîòêà ìîäåëåé, àëãîðèòìîâ ðàñ÷åòà è ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, âîçíèêàþùèõïðè ðåøåíèè òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì ïîðèñòîñòè, ïðîíèöà-åìîñòè è åñòåñòâåííîé âëàæíîñòè ïî÷âû, äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ñîäåðæàùåéñÿ â ãðóíòå,à òàêæå ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà è èñïàðåíèÿ âëàãè ñ ïîâåðõíîñòè ïî÷âû.Ïðè íàëè÷èè ïîäçåìíîãî èñòî÷íèêà òåïëà, íàïðèìåð çàãëóáëåííîãî òðóáîïðîâîäà,�èëüòðóþùàÿñÿ ïî ãðóíòó æèäêîñòü ïîäíèìàåòñÿ ê ïîâåðõíîñòè çåìëè êàê çà ñ÷åò êà-ïèëëÿðíîãî ý��åêòà è èñïàðåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòè, òàê è â ñèëó äîïîëíèòåëüíîãî íàãðåâà.Äâèæåíèå æèäêîñòè â ãðóíòå îáåñïå÷èâàåò äîïîëíèòåëüíûé ïåðåíîñ òåïëîâîé ýíåðãèè.Äàííûé ìåõàíèçì ïåðåäà÷è òåïëà ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðûíà ïîâåðõíîñòè çåìëè è åå àìïëèòóäó. Â ìàëîîáâîäíåííûõ ãðóíòàõ ýòèì ìåõàíèçìîììîæíî ïðåíåáðå÷ü, ÷òî íå îòíîñèòñÿ ê ãðóíòàì íà ñåâåðå �îññèè, ïî êîòîðûì ïðîõîäÿòáîëüøèíñòâî äåéñòâóþùèõ è ñòðîÿùèõñÿ òðóáîïðîâîäîâ.

�èñ. 1. Äâà îñíîâíûõ ìåõàíèçìà òåïëîïåðåíîñà â ãðóíòå � òåïëîïðîâîäíîñòü è êîíâåêöèÿ



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 5Îáúåäèíåíèå äâóõ ìåõàíèçìîâ ïåðåíîñà òåïëà � òåðìîäè��óçèîííîãî è êîíâåêòèâ-íîãî � íå ìåõàíè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äâóõ ñèñòåì óðàâíåíèé. Çäåñü íåîáõîäèìî òàêæåó÷èòûâàòü, ÷òî ðåæèì �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì.Â èòîãå äâå ãðóïïû óðàâíåíèé îáúåäèíåíû, âî-ïåðâûõ, òåì, ÷òî ñêîðîñòü �èëüòðàöèèâõîäèò â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, à âî-âòîðûõ, � îáùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî ñêîðîñòü �èëüòðàöèè ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûé òåðìàëü-íûé ïîòîê, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå áàëàíñà òåïëà íà çåìíîé ïîâåðõíîñòè, à òåìïåðàòóðàïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü èñïàðåíèÿ, ÷òî ïîðîæäàåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ñêî-ðîñòè �èëüòðàöèè æèäêîñòè. Â òàáë. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå òåïëî�èçè÷åñêèå è�èëüòðàöèîííûå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ãðóíòîâ.Òàêèì îáðàçîì, ê òðàäèöèîííîìó óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðîå èñïîëüçó-åòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà [2℄, íåîáõîäèìî äîáàâèòüãðóïïó óðàâíåíèé �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòå, ïîçâîëÿþùèõ ïîëó÷èòü ïîëå ñêîðî-ñòåé æèäêîñòè. Ïðè âûáîðå ìîäåëè �èëüòðàöèè áûëè ó÷òåíû îñîáåííîñòè: íåáîëüøèåãëóáèíû çàëåãàíèÿ òðóáîïðîâîäà (1�5 ì), óñðåäíåííûå è îäíîðîäíûå ïî ñëîÿì õàðàê-òåðèñòèêè ãðóíòà.Â îòëè÷èå îò ìîäåëè êîíòàêòíîé òåïëîïðîâîäíîñòè, ðåàëèçîâàííîé ðàíåå [2℄, äëÿêîòîðîé â ñëó÷àå êâàçèñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òðåáîâàëñÿ òîëüêî îäèí ïàðàìåòð ãðóí-òà � òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü λ, ìîäåëü �èëüòðàöèè èñïîëüçóåò ðÿä ïàðàìåòðîâ, õàðàê-òåðèçóþùèõ âîäíî-�èçè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóíòîâ, òåïëî�èçè÷åñêèå ñâîéñòâà �èëüòðó-Ò à á ë è ö à 1. Òåïëî�èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ãðóíòîâ�ðóíò Ïëîòíîñòü ρ, Òåïëîïðî- Óäåëüíàÿ Òåìïåðàòóðî-êã/ì3 âîäíîñòü κ, òåïëîåìêîñòü cν , ïðîâîäíîñòü λ,Âò/(ì ·Ê) Äæ/(êã ·Ê) ì2/ñ�ëèíà 1480...1660 2.33 0.88·103 1.5 ·10−6...1.8·10−6Ñóãëèíîê 1600...1720 1.8 1.0·103...3.0·103 0.3·10−6...1.0·10−6Ïåñîê 1420...1720 0.33...1.33 1.1·103...3.2·103 0.06·10−6...0.9·10−6�ðàâèé 1510...2020 0.93 0.75·103 0.6·10−6...0.8·10−6�ðóíò ñóõîé 1510...2020 0.4 0.84·103 0.2·10−6...0.4·10−6�ðóíòâëàæíîñòüþ 10% 1600...1750 1.75 1.9·103 0.5·10−6...0.6·10−6�ðóíòâëàæíîñòüþ 20% 1800...2000 2.1 2.0·103 0.5·10−6...0.6·10−6Ò à á ë è ö à 2. Ôèëüòðàöèîííûå ïàðàìåòðû ðàçëè÷íûõ ãðóíòîâ�ðóíò Ïîðèñòîñòü m Ñêîðîñòü�èëüòðàöèè k,ì/ñ�ëèíà 0.45 < 10−8Ñóãëèíîê 0.40 1.16·10−7Ñóïåñü 0.40 5.8·10−7Ïåñîê ìåëêèé ãëèíèñòûé 0.35 1.16·10−6Ïåñîê ñðåäíåçåðíèñòûé 0.33 1.16·10−5Ïåñîê êðóïíîçåðíèñòûé 0.30 5.8·10−5�ðàâèé 0.25 1.16·10−4



6 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. Ôèëèìîíîâþùåéñÿ æèäêîñòè è ïðîíèöàåìîñòü ãðóíòà. Êðîìå òîãî, áëèçîñòü èññëåäóåìîãî îáúåêòàê ïîâåðõíîñòè çåìëè è ïðàêòè÷åñêîå ïîñòîÿíñòâî òåìïåðàòóð (èç-çà ïëîõîé òåïëîïðîâî-äèìîñòè ãðóíòà) íà ãëóáèíàõ 1�5 ì ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü äëÿ �èëüòðóþùåéñÿ ÷åðåçãðóíò âîäû äîïóùåíèå î åå íåñæèìàåìîñòè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ïðèïîâåðõíîñòíûé îáúåì ãðóíòà. �àñïîëîæèì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî-áû îñè x è y íàõîäèëèñü íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 2), à îñü z áûëà íàïðàâëåíà âíèç.�àñ÷åòíàÿ îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, îãðàíè÷åí-íûé ïëîñêîñòÿìè x = 0, x = x1, y = y1 < 0, y = y2 > 0, z = 0, z = zbot, èç êîòîðîãî óäàëå-íà îáëàñòü, çàíÿòàÿ òðóáîïðîâîäîì. Ïîâåðõíîñòü ãðóíòà åñòü ïëîñêîñòü z = 0. Îñü òðó-áîïðîâîäà ïàðàëëåëüíà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè è çàäàíà óðàâíåíèåì {y = 0, z = ztr > 0}.�àäèóñ òðóáîïðîâîäà Rtr < ztr. Òðóáîïðîâîä çàïîëíåí òåïëîíîñèòåëåì ñ ïîñòîÿííîéòåìïåðàòóðîé Ttr.Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàäàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-òóðû, íàïðèìåð,
T (0, x, y, z) = T0(z) = Tair + (Tbot − Tair)z, (1)ãäå Tair � òåìïåðàòóðà âîçäóõà, Tbot � òåìïåðàòóðà íà äíå âûäåëåííîãî ïàðàëëåëå-ïèïåäà. Íà áîêîâûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîòîê òåïëà ðàâåí íóëþ. Íà �îíå çàäàííîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû �îðìèðóåòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ãðóíòå

V = (Vx, Vy, Vz). Ýòîò ïîòîê îáóñëîâëåí òåì, ÷òî æèäêîñòü (áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîâîäà) èñïàðÿåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòè.�àññìîòðèì äâå ñîñòàâëÿþùèå ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà: òåïëîïðîâîäíîñòü è êîí-âåêòèâíûé ïåðåíîñ. Ïðîöåññû äè��óçèè òåïëà â ãðóíòå îò çàãëóáëåííîãî è íàãðåòîãîòðóáîïðîâîäà îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè [2℄. Äëÿ îïèñàíèÿðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà, ó÷èòûâàþùåãî ïåðåíîñ òåïëà çà ñ÷åò äâèæåíèÿ æèäêîñòè âïîðèñòîé ñðåäå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå
∂T

∂t
+ div (VT ) = λ△T, (2)

�èñ. 2. Ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è òåïëîâûå ïîòîêè, âêëþ÷åííûå â ìîäåëü



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 7çäåñü T = T (t, x, y, z)� ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îáëàñòè Ω â ìîìåíò âðåìåíè t, λ =
κ/ρcν � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, κ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè,
ρ � ïëîòíîñòü, cν � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü.Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå èìååò âèä [6℄







































∂h

∂x
+

Vx

k
+

1

g

∂Vx

∂t
= 0,

∂h

∂y
+

Vy

k
+

1

g

∂Vy

∂t
= 0,

∂h

∂z
+

Vz

k
+

1

g

∂Vz

∂t
= 0,ãäå V = (Vx, Vy, Vz) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè, h = h(x, y, z) � ãèäðàâëè÷åñêèéíàïîð. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ãðóíòîâ (ïåñêè, ãëèíû, òîð� è ò. ï.)âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè �èëüòðàöèè îò íàïîðà (çàêîí Äàðñè). Êàêïîêàçàíî â [6℄, ïðè ðåàëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîý��èöèåíòà �èëüòðàöèè (k = 1÷100 ì/ñóò.)âìåñòî ýòîé ñèñòåìû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàçèñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü. Êðîìå òîãî, áó-äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî æèäêîñòü íåñæèìàåìàÿ, à ñðåäà îäíîðîäíàÿ. �àññìîòðèì ïîòåí-öèàë ñêîðîñòè �èëüòðóþùåéñÿ â ãðóíòå æèäêîñòè

ϕ(x, y, z) = −kh(x, y, z) + C.Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñëåäóåò [6℄, ÷òî ϕ(x, y, z) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂2ϕ

∂x2
+

∂2ϕ

∂y2
+

∂2ϕ

∂z2
= 0. (3)Òîãäà

V(x, y, z) =

(

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)

. (4)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), (3) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îäíà ÷àñòü êîòîðûõíîñèò èñêóññòâåííûé õàðàêòåð è äèêòóåòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ èñêàòü ðåøåíèå â íåîãðà-íè÷åííûõ îáëàñòÿõ, äðóãàÿ îïðåäåëÿåòñÿ �èçè÷åñêèìè �àêòîðàìè, êîòîðûå íåîáõîäè-ìî ó÷èòûâàòü ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ.�àññìîòðèì áàëàíñ òåïëîâûõ ïîòîêîâ, äåéñòâóþùèõ íà ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 2). Äëÿåñòåñòâåííûõ òåïëîâûõ ïîëåé ñîëíå÷íàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì �àêòîðîì,ïîýòîìó îñíîâíîé ïîòîê â äàííîì ñëó÷àå � ïîãëîùàåìûé ãðóíòîì ñîëíå÷íûé ñâåò.Êðîìå òîãî, â îáùåì áàëàíñå ó÷àñòâóåò òåïëîîáìåí ïîâåðõíîñòè ãðóíòà è âîçäóõà çàñ÷åò ñâîéñòâ ñàìîé ïîâåðõíîñòè. Â êà÷åñòâå ïîòåðü ýíåðãèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðåíîñòåïëà ê ïîâåðõíîñòè çà ñ÷åò âíóòðåííåãî òåïëîâîãî ïîòîêà, ïîòåðè òåïëà íà èçëó÷åíèåïîâåðõíîñòè êàê íàãðåòîãî òåëà è íà èñïàðåíèå æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòè ãðóíòà. Òàêèìîáðàçîì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òåìïåðàòóðû íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä
γsolRsol + wtop (Tair − T |z=0) = ωσ(T |z=0)

4 + κ
∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0
+mρf (Q + cνT )

∂ϕ

∂z
, (5)ãäå Rsol � ñîëíå÷íàÿ ýíåðãèÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè, γsol � äîëÿ ñîëíå÷íîéýíåðãèè, ïîãëîùåííàÿ ãðóíòîì, wtop � êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà ãðóíòà è âîçäóõà, σ �ïîñòîÿííàÿ Ñòå�àíà�Áîëüöìàíà, ω � �êîý��èöèåíò ñåðîñòè�, m � ïîðèñòîñòü ãðóíòà,

ρf è cν � ïëîòíîñòü è óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü æèäêîñòè, Q � òåïëîåìêîñòü èñïàðåíèÿ.



8 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. Ôèëèìîíîâ�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ϕ(x, y, z) íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíÿõ âûäåëåííîãî ïàðàë-ëåëåïèïåäà ó÷èòûâàþò èñïàðåíèå ñ ïîâåðõíîñòè è ïîðèñòîñòü ãðóíòà, çàäàþò ðàñõîä�èëüòðóþùåéñÿ æèäêîñòè è èìåþò âèä
∂ϕ

∂z
= −kmTbot,

∂ϕ

∂z
= −kmT (t, x, y, 0). (6)Íà íèæíåé ãðàíè ïàðàëëåëåïèïåäà çàäàåòñÿ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû. Íàáîêîâûõ ñòåíêàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

∂ϕ

∂x
=

∂ϕ

∂y
= 0,

∂T

∂x
=

∂T

∂y
= 0. (7)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7) äëÿ íàïîðà íà áîêîâûõ ãðàíÿõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâó-þò óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ ïðèòîêà (îòòîêà) æèäêîñòè èçâíå. Â äàííîé çàäà÷å ýòî âïîëíåîïðàâäàííî, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíàÿ ãëóáèíà çàëåãàíèÿ òðóáîïðîâîäà ñîñòàâëÿåò 1�5 ì,è íà ýòîé ãëóáèíå (êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ) íåò âîäîóïîðíûõ ñëîåâ, â ñèëó ÷åãî íàêîïëåíèåìæèäêîñòè â ãðóíòå, à òàêæå åå äâèæåíèåì âäîëü ñëîåâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ôîðìèðóå-ìîå ïîëå ñêîðîñòåé äâèæåíèÿ æèäêîñòè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îáòåêàíèþ òðóáîïðîâîäàïîòîêîì ñíèçó ââåðõ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ.Ïîòîê òåïëà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü òðóáîïðîâîäà äàåò óñëîâèå

λ
∂T

∂n
(t, x, y, z) = ε(x, y, z) (Ttr − T (t, x, y, z))n, (8)ãäå Ttr � òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ â òðóáîïðîâîäå, n � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõ-íîñòè òðóáîïðîâîäà, íàïðàâëåííàÿ âíóòðü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ε(x, y, z) � êîý��èöèåíòòåïëîèçîëÿöèè, çàâèñÿùèé îò ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè îáîëî÷êè òðóáû.Â ìîäåëè äâèæåíèÿ æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòè òðóáîïðîâîäà çàäàåòñÿ óñëîâèå ïðè-ëèïàíèÿ (V = 0)

∂ϕ

∂x
=

∂ϕ

∂y
=

∂ϕ

∂z
= 0. (9)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà âî âëàæíîì ïîðèñòîì ãðóíòå ñ ó÷å-òîì åãî êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé (2),(3), (4) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (1) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, îïèñàííûìè âûøå.2. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèéÂ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω (ñì. ðèñ. 2) äëÿ óðàâíåíèÿ (2) ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþçàäà÷ó (1), (5), (8). Ââåäåì øàã ïî âðåìåíè Dt > 0. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò èñ-ïîëüçîâàòüñÿ ýêîíîìè÷íàÿ ëîêàëüíî-îäíîìåðíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà [8℄. Òàêèì îáðàçîì,íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2) ñâåäåòñÿ ê ïîñòðîåíèþñõåìû äëÿ ñèñòåìû îäíîìåðíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ êîòî-ðûõ áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà (ñì. òàêæå ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì [9℄). Ýòè íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è èìåþò ñëåäóþùèé âèä.Äëÿ �èêñèðîâàííûõ (y′, z′) òàêèõ, ÷òî y1 ≤ y′ ≤ y2, 0 ≤ z′ ≤ zbot è (y′)2+(z′− ztr)

2 ≥
R2

tr, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à 1.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 9Çàäà÷à 1.
∂T (t, x, y′, z′)

∂t
+

∂

∂x
(Vx(x, y

′, z′)T (t, x, y′, z′)) = λ
∂2T (t, x, y′, z′)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ x1,íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x, y′, z′) = T (t−Dt, x, y

′, z′),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ∂T

∂x
(t, 0, y′, z′) =

∂T

∂x
(t, x1, y

′, z′) = 0. (10)Äëÿ �èêñèðîâàííûõ (x′, z′) òàêèõ, ÷òî 0 ≤ x′ ≤ x1, 0 ≤ z′ ≤ zbot è |z′ − ztr| ≥ Rtr,ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è 2.I è 2.II.Çàäà÷à 2.I (ïîäîáëàñòè I íà ðèñ. 3, à)
∂T (t, x′, y, z′)

∂t
+

∂

∂y
(Vy(x

′, y, z′)T (t, x′, y, z′)) = λ
∂2T (t, x′, y, z′)

∂y2
, y1 ≤ y ≤ y2,íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x′, y, z′) = T (t−Dt, x

′, y, z′),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ∂T

∂y
(t, x′, y1, z

′) =
∂T

∂y
(t, x′, y2, z

′) = 0. (11)Çàäà÷à 2.II (ïîäîáëàñòè II íà ðèñ. 3, à). Ïóñòü y∗1 > 0 (y∗2 < 0) � îðäèíàòà òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé {x = x′, z = z′} ñ ïîâåðõíîñòüþ òðóáîïðîâîäà. Òîãäà
∂T (t, x′, y, z′)

∂t
+

∂

∂y
(Vy(x

′, y, z′)T (t, x′, y, z′)) = λ
∂2T (t, x′, y, z′)

∂y2
,

y1 ≤ y ≤ y∗1 (y∗2 ≤ y ≤ y2),íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x′, y, z′) = T (t−Dt, x
′, y, z′),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ∂T

∂y
(t, x′, y1, z

′) = 0

(

∂T

∂y
(t, x′, y2, z

′) = 0

)

,

∂T

∂y
(t, x′, y, z′) = ε(x′, y, z′)(Ttr−T (t, x′, y, z′)) cosϕ ïðè y = y∗1 (èëè y = y∗2), (12)ãäå ϕ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê òðóáå è îñüþ y, cosϕ =

√

R2
tr − (z′ − ztr)2

/

Rtr.

à á�èñ. 3. Ïîäîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îäíîìåðíûõ çàäà÷ â ïëîñêîñòè (y, z): à � çàäà÷è 2.I, 2.II,á � çàäà÷è 3.I, 3.II, 3.III



10 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. ÔèëèìîíîâÄëÿ �èêñèðîâàííûõ (x′, y′) òàêèõ, ÷òî 0 ≤ x′ ≤ x1, y1 ≤ y′ ≤ y2, ðàññìàòðèâàþòñÿòðè ñëåäóþùèå çàäà÷è.Çàäà÷à 3.I (ïîäîáëàñòè I íà ðèñ. 3, á)
∂T (t, x′, y′, z)

∂t
+

∂

∂z
(Vz(x

′, y′, z)T (t, x′, y′, z)) = λ
∂2T (t, x′, y′, z)

∂z2
, 0 ≤ z ≤ zbot,íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x′, y′, z) = T (t−Dt, x

′, y′, z),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: T (t, x′, y′, zbot) = Tbot,

γsolRsol + wtop (Tair − T (t, x′, y′, 0)) =

= ωσ(T (t, x′, y′, 0))4 + κ
∂T

∂z
(t, x′, y′, 0) + kmρf (Q+ cνT (t, x

′, y′, 0))
∂ϕ

∂z
(x′, y′, 0). (13)Çàäà÷à 3.II (ïîäîáëàñòü II íà ðèñ. 3, á). Ïóñòü (x′, y′, z∗1) � íèæíÿÿ òî÷êà ïåðåñå÷å-íèÿ ïðÿìîé {x = x′, y = y′} ñ ïîâåðõíîñòüþ òðóáîïðîâîäà. Òîãäà

∂T (t, x′, y′, z)

∂t
+

∂

∂z
(Vz(x

′, y′, z)T (t, x′, y′, z)) = λ
∂2T (t, x′, y′, z)

∂z2
, z∗1 ≤ z ≤ zbot,íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x′, y′, z) = T (t−Dt, x

′, y′, z),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: T (t, x′, y′, zbot) = Tbot,

∂T

∂z
(t, x′, y′, z∗1) = ε(x′, y′, z∗1)(Ttr − T (t, x′, y′, z∗1)) sinϕ, (14)ãäå ϕ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê òðóáå è îñüþ y, sinϕ =

√

R2
tr − (y′)2

/

Rtr.Çàäà÷à 3.III (ïîäîáëàñòü III íà ðèñ. 3, á). Ïóñòü (x′, y′, z∗2) � âåðõíÿÿ òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ ïðÿìîé {x = x′, y = y′} ñ ïîâåðõíîñòüþ òðóáîïðîâîäà. Òîãäà
∂T

∂t
(t, x′, y′, z) +

∂

∂z
(Vz(x

′, y′, z)T (t, x′, y′, z)) = λ
∂2T (t, x′, y′, z)

∂z2
, 0 ≤ z ≤ z∗2 ,íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: T (0, x′, y′, z) = T (t−Dt, x

′, y′, z),ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: ∂T

∂z
(t, x′, y′, z∗2) = ε(x′, y′, z∗2)(Ttr − T (t, x′, y′, z∗2)) sinϕ,

γsolRsol + wtop (Tair − T (t, x′, y′, 0)) =

= ωσ(T (t, x′, y′, 0))4 + κ
∂T

∂z
(t, x′, y′, 0) + kmρf (Q+ cνT (t, x

′, y′, 0))
∂ϕ

∂z
(x′, y′, 0). (15)�àçðåøèìîñòü ðàçíîñòíûõ çàäà÷ (10)�(12) èññëåäîâàíà, íàïðèìåð, â [10℄. Ïîäðîáíîðàññìîòðèì çàäà÷è (13)�(15), ïîñêîëüêó èìåííî äâå èç íèõ ñîäåðæàò íåëèíåéíîå ãðà-íè÷íîå óñëîâèå. Äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû ïî âåðòèêàëè {x = x′, y = y′}çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíîñòíûå çàäà÷è. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè (èíäåêñîïóùåí) â i-é òî÷êå zi = (x′, y′, zi) ∈ Ω èìååì

(

λDt

D2
z

−
Dt

2Dz

V
′

n+1

)

Tn+1 −

(

2
λDt

D2
z

+ 1

)

Tn +

(

λDt

D2
z

+
Dt

2Dz

V
′

n−1

)

Tn−1 = −T
′

n,



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 11ãäå Ti = T (t, x′, y′, zi), Ti−1 = T (t, x′, y′, zi−Dz), Ti+1 = T (t, x′, y′, zi+Dz), Vi−1 = Vz(t, x
′, y′,

zi−Dz), Vi+1 = Vz(t, x
′, y′, zi+Dz), T ′

i = T (t−Dt, x
′, y′, zi), V ′

i = Vz(t−Dt, x
′, y′, zi), Dt > 0,

Dz > 0 � øàãè ïî t è z ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïðåäïîëà-ãàòü, ÷òî ðàçáèåíèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó � ðàâíîìåðíûå, ïîýòîìó äëÿ çàäà÷è 3.I
|zbot| = (N−1)Dz, zi = zbot − iDz, äëÿ çàäà÷è 3.II |zbot−z∗1 | = (N−1)Dz, zi = zbot − iDz,äëÿ çàäà÷è 3.III |z∗2 | = (N−1)Dz, zi = z∗2 − iDz, i = 0, ..., N − 1. Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé èìååò âèä

b0T0 + c0T1 = d0,

a1T0 + b1T1 + c1T2 = d1,
. . .

aN−2TN−3 + bN−2TN−2 + cN−2TN−1 = dN−2,

aN−1TN−2 + bN−1TN−1 = dN−1, (16)ãäå
ai =

(

λDt

D2
z

+
Dt

2Dz

V
′

n−1

)

, ci =

(

λDt

D2
z

−
Dt

2Dz

V
′

n+1

)

, bi = −

(

2
λDt

D2
z

+ 1

)

,

di = −T
′

i , i = 1, ..., N − 2. (17)Êîý��èöèåíòû b0, c0, d0 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íà íà÷àëå ðàñ÷åòíîãî îòðåçêà, àèìåííî: äëÿ çàäà÷ 3.I è 3.II, êîãäà íà íèæíåé ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàíû óñëîâèÿïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû,
b0 = 1, c0 = 0, d0 = Tbot, (18)äëÿ çàäà÷è 3.III äëÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (8)

b0 = 1 + εδ sinϕ, c0 = −1, d0 = εδTtr sinϕ,

a1 =
2λDt

δ(Dz + δ)
+

Dt

(Dz + δ)
V (0)
z , b1 = −

(

2λ
Dt

Dzδ
+ 1

)

,

c1 =
2λDt

Dz(Dz + δ)
−

Dt

(Dz + δ)
V (1)
z , d1 = −T ′

1, (19)ãäå V (0)
z è V (1)

z � z-êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ðàñ÷åòíîãîîòðåçêà,
ε = ε(x′, y′, z∗2), sinϕ =

√

R2
tr − (z∗2 − ztr)2

Rtr

, δ = y′ −
√

R2
tr − (z∗2 − ztr)2.Êîý��èöèåíòû aN−1, bN−1, dN−1 íàéäåì èç óñëîâèé íà êîíöå ðàñ÷åòíîãî îòðåçêà,à èìåííî: äëÿ çàäà÷è 3.II

aN−2 =
2Dt

Dz(Dz + δ)
+

Dt

(Dz + δ)
V (N−1)
z , bN−2 = −

(

2λ
Dt

Dzδ
+ 1

)

,

cN−2 =
2Dt

δ(Dz + δ)
−

Dt

(Dz + δ)
V (N−2)
z , dN−2 = −T ′

N−2,

aN−1 = −1, bN−1 = 1 + εδ sinϕ, dN−1 = εδTtr sinϕ, (20)



12 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. Ôèëèìîíîâãäå V (N−2)
z è V (N−1)

z � z-êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ ðàñ-÷åòíîãî îòðåçêà,
ε = ε(x′, y′, z∗1), sinϕ =

√

R2
tr − (z∗1 − ztr)2

Rtr

, δ = y′ −
√

R2
tr − (z∗1 − ztr)2.Äëÿ çàäà÷ 3.I è 3.III çàïèøåì â ðàçíîñòíîì âèäå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà äíåâíîé ïîâåðõ-íîñòè

γsolRsol + wtop(Tvozd − T s
N−1) = ωσ(TN−1)

4+

+κ
TN−1 − TN−2

Dz

+mρf (Q + cvTN−1)
ϕN−2 − ϕN−1

Dz

,

−κTN−2 + (κ+ wtopDz +mρfcvDzV
(N−1)
z )TN−1 + ωσ(TN−1)

4Dz =

= γsolRsolDz + wtopDzTvozd−mρfQDzV
(N−1)
z . (21)Îòñþäà

aN−1 = −κ, bN−1 = κ+ wtopDz+mρfcvDzV
(N−1)
z ,

dN−1 = wtopDzTvozd +DzγsolRsol−mρfQDzV
(N−1)
z . (22)Êîý��èöèåíò ïðè íåèçâåñòíîì (TN−1)

4 ðàâåí Dzωσ.3. Îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéñ íåëèíåéíûì óñëîâèåì íà ãðàíèöåÄëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (16) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè [10℄, êî-òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ïðîìåæóòî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ αi, βi (ïðÿìîé õîäïðîãîíêè):
α0 = −

c0
b0
, β0 =

d0
b0
,

αi+1 = −
ci

bi + αiai
, βi+1 =

di − aiβi

bi + αiai
, i = 0, 1, ..., N − 2. (23)Äàëåå ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåêòîð ðåøåíèÿ (âåðõíèé èíäåêñ ðåøåíèÿ îïóùåí) ïî ñëåäóþ-ùèì �îðìóëàì (îáðàòíûé õîä ïðîãîíêè):

TN−1 =
dN−1 − aN−1βN−1

bN−1 + αN−1aN−1

(äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ), (24)
Ti = αi+1Ti+1 + βi+1, i = N − 2, ..., 0. (25)Â ðàáîòå [11℄ äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñîäíèì íåëèíåéíûì óñëîâèåì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà ãðàíèöå è ïðåäñòàâëåí àëãîðèòìâû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåÿâíûì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîãî êî-ý��èöèåíòà ëó÷èñòîãî òåïëîîáìåíà è íåðîâíîñòè íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè. Èññëåäîâàí-íîå â öèòèðîâàííîé ðàáîòå óðàâíåíèå íå âêëþ÷àëî â ñåáÿ ÷ëåíû êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñàòåïëà.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 13Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (16) â ñèëó òåîðåìû î äèàãîíàëüíîìïðåîáëàäàíèè äëÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ñèñòåì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè [10℄:
|bi| ≥ |ai|+ |ci|, i = 0, ..., N − 1, (26)

∣

∣

∣

∣

c0
b0

∣

∣

∣

∣

≤ 1,

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1,
∣

∣

∣

∣

c0
b0

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

< 2. (27)Ñ�îðìóëèðóåì è äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé çà-äà÷è íà ïðèìåðå çàäà÷è 3.I. Ïîêàæåì âûïîëíåíèå óñëîâèé äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ.Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñêîðîñòÿõ �èëüòðàöèè æèäêîñòè âãðóíòå, òàêèõ, ÷òî V < min

{

Dz

Dt

,
wtop

mρfcv

}, ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (16) ñêîý��èöèåíòàìè (17) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (18) è (22) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì
(26), (27), ïðè êîòîðûõ çíàìåíàòåëè â �îðìóëàõ (23) îòëè÷íû îò íóëÿ è |αi| ≤ 1,
i = 0, ..., N − 1.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êîý��èöèåíòîâ (17) âíóòðåííèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (16)èìååì îöåíêè

|ai|+ |ci| =

∣

∣

∣

∣

∣

λDt

D2
z

+
Dt

2Dz

Vz

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

λDt

D2
z

−
Dt

2Dz

Vz

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2

∣

∣

∣

∣

∣

λDt

D2
z

∣

∣

∣

∣

∣

+
∣

∣

∣

∣

Dt

Dz

Vz

∣

∣

∣

∣

≤ 2
λDt

D2
z

+
Dt

Dz

V.

|bi| = 2
λDt

D2
z

+ 1.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (26) âûïîëíåíî, åñëè Dt

Dz

V ≤ 1.Äëÿ ãðàíè÷íûõ ðàçíîñòíûõ êîý��èöèåíòîâ íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè (22) ïðè óñëî-âèè wtop > 0, ò. å. ïðè îòñóòñòâèè òåïëîèçîëÿöèè, è wtop

mρfcv
> V ïîëó÷àåì

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

≤
κ

κ+ wtopDz +mρfcvDzV
(N−1)
z

< 1.Äëÿ ãðàíè÷íûõ ðàçíîñòíûõ êîý��èöèåíòîâ (18) è (22) èìååì |c0| = 0, |c0|+ ∣∣∣∣
∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

< 2.Èç äàííûõ îöåíîê ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèé (26), (27), è òåì ñàìûì, êàê è â [11℄,èññëåäóåìàÿ ëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ìåòîäîì ðàçíîñòíîé ïðîãîíêè(23)�(25), ïðè ýòîì |αi| ≤ 1, i = 0, ..., N − 1.Çàìåòèì, ÷òî îöåíêè óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ êîý��èöèåíòîâ âûïîëíÿþòñÿ òàêæå ïðèèñïîëüçîâàíèè îðòîãîíàëüíûõ íåðàâíîìåðíûõ ïî ïðîñòðàíñòâó ñåòîê.�àññìîòðèì íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (21) äëÿ íåèçâåñòíîãî TN−1, êîòîðîåâêëþ÷àåò â ñåáÿ íåëèíåéíûé ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå äëÿ TN−1 ïîñëå ïðÿ-ìîãî õîäà ïðîãîíêè (23) ïðèîáðåòàåò âèä
F (u) = f2u

4 + f1u− f0 = 0, (28)ãäå f2 = Dzωσ > 0, f1 = bN−1 + αN−1aN−1, f0 = dN−1 − aN−1βN−1.Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ (28).



14 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. ÔèëèìîíîâÒåîðåìà 1. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñêîðîñòÿõ �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòå,òàêèõ ÷òî V < min

{

Dz

Dt

,
wtop

mρfcv

}, óðàâíåíèå (28) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íàèíòåðâàëå [0,+∞), êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì Íüþòîíà [12, ñ. 197℄,
u0 = 0, uk+1 = uk −

f2u
4
k + f1uk − f0
4f2u3

k + f1
, k > 0,

TN−1 ≈ uk äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ
f1 = bN−1 + αN−1aN−1 = κ+ wtopDz+mρfcvDzV

(N−1)
z −καN−1 =

= κ(1− αN−1) + wtopDz+mρfcvDzV
(N−1)
z > 0,ïîñêîëüêó |αN−1| ≤ 1 è wtop

mρfcv
> V.�àññìîòðèì

F ′(u) = 4f2u
3 + f1, F ′′(u) = 12f2u

2.Òîãäà óðàâíåíèå F ′(u) = 0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗ = −

(

f1
4f2

)
1

3

< 0 íà âñåéîñè äîïóñòèìûõ àðãóìåíòîâ (−∞,∞). Ïîñêîëüêó F ′(0) = f1 > 0, òî ïðè u ∈ [0,+∞)
F ′(u) > 0 è ïðè u > 0 F ′′(u) = 12f2u

2 = 12Dzωσu
2 > 0.Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ñêîðîñòÿõ �èëüòðàöèè æèäêîñòè âãðóíòå, òàêèõ ÷òî V < min

{

Dz

Dt

,
wtop

mρfcv

}, íåëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à (16), (17)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (18) è (22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî 
ëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óòâåðæäåíèÿ 1, òåîðåìû 1 è �îðìóëîáðàòíîãî õîäà ïðîãîíêè (25) ïðè óñëîâèè, ÷òî TN−1 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28) íàèíòåðâàëå [0,+∞).Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ äëÿ çàäà÷3.II è 3.III äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîý��èöèåíòîâ (20) (çàäà÷à 3.II) âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
|aN−2|+ |cN−2| =

2Dt

δDz

≤ |bN−2|,

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

1 + εδ
≤ 1.Äëÿ ãðàíè÷íûõ ðàçíîñòíûõ êîý��èöèåíòîâ (18) è (20) (çàäà÷à 3.II)

|c0| = 0, |c0|+

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

< 2.Äëÿ êîý��èöèåíòîâ (19) è (22) (çàäà÷à 3.III)
|a1|+ |c1| =

2Dt

δDz

≤ |b1|,

∣

∣

∣

∣

c0
b0

∣

∣

∣

∣

=
1

1 + εδ
≤ 1, |c0|+

∣

∣

∣

∣

∣

aN−1

bN−1

∣

∣

∣

∣

∣

< 2.Ýòè îöåíêè îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùèõ ðàçíîñòíûõ ñèñòåì.Êàê ñëåäóåò èç òàáë. 2 (ñì. ñ. 5), ñêîðîñòè �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòàõ äî-ñòàòî÷íî ìàëû, è ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðåøåíèèïîñòàâëåííîé çàäà÷è.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 154. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòûÍà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíà ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ñ çàãëóáëåííûì òðóáîïðîâîäîì. Â öåíòðåîáëàñòè ñ ïðàâîé ñòîðîíû òðóáîïðîâîäà èìååòñÿ �èçíîøåííûé� ó÷àñòîê òåïëîèçîëèðó-þùåé îáîëî÷êè ñ áîëåå âûñîêèì êîý��èöèåíòîì òåïëîîòäà÷è. Íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòàíà �îíå ïðîäîëüíîãî òåïëîâîãî ñëåäà îò òðóáîïðîâîäà âèäåí áîëåå òåïëûé ñëåä îò ýòîãîó÷àñòêà. Íèæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà:Òåìïåðàòóðà âîçäóõà, K 278.15Òåìïåðàòóðà ãðóíòà, K 278.15Òåìïåðàòóðà â òðóáå, K 303.15Ïëîòíîñòü ãðóíòà, êã/ì3 1600Òåïëîïðîâîäíîñòü, Âò/(ì ·Ê) 2.1Ïëîòíîñòü æèäêîñòè, êã/ì3 1000Ñêîðîñòü �èëüòðàöèè, ì/ñ 10−5Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, Äæ/(êã ·Ê) 2.0·103�àçìåðû îáëàñòè, ì 10× 10× 5Äèàìåòð òðóáîïðîâîäà, ì 0.81�ëóáèíà çàëåãàíèÿ öåíòðà òðóáîïðîâîäà, ì 2.0Ó÷åò ïåðåíîñà òåïëà çà ñ÷åò �èëüòðàöèè æèäêîñòè â ãðóíòå è åå èñïàðåíèå íà ïî-âåðõíîñòè ãðóíòà ìåíÿåò êàðòèíó òåïëîâîãî ïîëÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íà ðèñ. 5, I, áïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè ðàçíîñòè òåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà: íåñèììåòðè÷íàÿ÷àñòü � íàä �èçíîøåííûì� ó÷àñòêîì òðóáîïðîâîäà � âäîëü ëèíèè AB (ñì. ðèñ. 4).Çäåñü æå ïðèâåäåíû ïðî�èëè âäîëü ëèíèè CD. Âèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà íà ïîâåðõ-íîñòè ãðóíòà çà ñ÷åò èñïàðåíèÿ æèäêîñòè ñòàíîâèòñÿ íåñêîëüêî íèæå, à àìïëèòóäàòåïëîâîãî ñëåäà îò òðóáîïðîâîäà � ìåíüøå. Òåìïåðàòóðíûé ñëåä íà ïîâåðõíîñòè áîëååðàçìûò. Ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ æèäêîñòè âãðóíòå è ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ñïîñîáîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ãðóíòå îò íàãðåòîãîòðóáîïðîâîäà.

à á�èñ. 4. Ïðèìåð ðàñ÷åòà: à � ñõåìà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ñ òðóáîïðîâîäîì, á � ïîëå òåìïåðàòóð
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IIà á

�èñ. 5. Ïðî�èëè òåìïåðàòóð (à) è àáñîëþòíîé ðàçíèöû òåìïåðàòóð (á) íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòàâäîëü ëèíèé AB è CD (ñì. ðèñ. 3): à � ñ ó÷åòîì �èëüòðàöèè, á � ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà�èëüòðàöèè; ðàñ÷åò ïî íåëèíåéíîé (I) è ëèíåéíîé (II) ìîäåëÿìÍà ðèñ. 5, II ïðèâåäåíû ïðî�èëè ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòàâäîëü ëèíèé AB è CD, ðàññ÷èòàííûå ïî ëèíåéíîé ìîäåëè, â êîòîðîé íå ó÷èòûâàåòñÿêîý��èöèåíò ωσT 4, à òàêæå ðàçíèöà òåìïåðàòóð, ïîëó÷åííûõ ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà�èëüòðàöèè æèäêîñòè.Ñðàâíèì âëèÿíèå îñíîâíûõ ý��åêòîâ, ó÷èòûâàåìûõ â ìîäåëè, à èìåííî: èçëó÷å-íèÿ íàãðåòîãî �÷åðíîãî òåëà� è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà òåïëà �èëüòðóþùåéñÿ â ãðóíòåæèäêîñòè. Â áîëåå õîëîäíîì ãðóíòå ÷àñòè÷íî òåïëîèçîëèðîâàííûé òðóáîïðîâîä ÿâëÿ-åòñÿ èñòî÷íèêîì òåïëà, â ñèëó ÷åãî ó÷àñòîê ïîâåðõíîñòè ãðóíòà íàä òðóáîïðîâîäîì èìå-åò íåñêîëüêî áîëüøóþ, ïî ñðàâíåíèþ ñ �îíîì, òåìïåðàòóðó. Îäíàêî åñëè ðàñ÷åò ïîëÿòåìïåðàòóð â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå ãðóíòà ïðîâîäèòñÿ ïî ëèíåéíîé ìîäåëè, ò. å. ðà-



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ òåïëîîáìåíà â ãðóíòå... 17äèàöèîííîå èçëó÷åíèå íàãðåòîé ïîâåðõíîñòè íå ó÷èòûâàåòñÿ (â ïðåäñòàâëåííîé ìîäåëèýòîò ý��åêò îïèñûâàåò íåëèíåéíûé ðàäèàöèîííûé êîý��èöèåíò òåïëîîòäà÷è ωσT 4),òî íàáëþäàåòñÿ èñêóññòâåííûé ïåðåãðåâ ïîâåðõíîñòè.Êàê ñëåäóåò èç ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ, ó÷åò íåëèíåéíîãî ÷ëåíà, ñîîòâåòñòâóþùåãîèçëó÷åíèþ íàãðåòîé ïîâåðõíîñòè, íå òîëüêî êîëè÷åñòâåííî, íî è êà÷åñòâåííî ìåíÿåòêàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð íà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè íåëè-íåéíîé ìîäåëè òåïëîâîé ñëåä îò òðóáîïðîâîäà � �òåïëîå� ïÿòíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòðåàëüíûì äàííûì, ïîëó÷àåìûì òåïëîâèçîðîì, òîãäà êàê ïðè ðàñ÷åòå ïî ëèíåéíîé ìî-äåëè íàáëþäàåòñÿ èñêóññòâåííûé ïåðåãðåâ ïîâåðõíîñòè è òåïëîâîé ñëåä îò íàãðåòîãîòðóáîïðîâîäà (èñòî÷íèêà òåïëà) âûãëÿäèò �õîëîäíûì� ïî ñðàâíåíèþ ñ �îíîì, ÷òî íåîòâå÷àåò ïðàêòè÷åñêèì çàìåðàì. Ó÷åò êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà òåïëà ê ïîâåðõíîñòèãðóíòà âíîñèò ñóùåñòâåííî ìåíüøèé âêëàä, ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû �èëüòðàöèè, àñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè â ãðóíòå, ñðàâíèòåëüíî ìàëû. Òåì íå ìå-íåå èñïàðåíèå æèäêîñòè ñ ïîâåðõíîñòè íåñêîëüêî óìåíüøàåò òåìïåðàòóðó ãðóíòà.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ îäíèìíåëèíåéíûì óñëîâèåì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè íà ãðàíèöå è ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì âû÷èñ-ëåíèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íåÿâíûì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì ÷èñ-ëåííûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîãî ðàäèà-öèîííîãî êîý��èöèåíòà òåïëîîòäà÷è, �èëüòðàöèè æèäêîñòè âî âëàæíîì ãðóíòå è ååèñïàðåíèÿ íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè.�àçðàáîòàííûé àëãîðèòì ðàñ÷åòà è ñîîòâåòñòâóþùèé êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïðåäíà-çíà÷åíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òåïëîâûõ ïîëåé â ïðèïîâåðõíîñò-íîì ñëîå ãðóíòà ñ ó÷åòîì òåðìîäè��óçèîííûõ ñâîéñòâ ãðóíòà, íåîäíîðîäíîñòè ãðóíòàïî ñëîÿì è òåïëîîáìåíà ïîâåðõíîñòè ãðóíòà ñ âîçäóõîì â òîì ÷èñëå è çà ñ÷åò ïîòåðüòåïëà íà èçëó÷åíèå íàãðåòîãî òåëà. Ñ åãî ïîìîùüþ âîçìîæíî ïðîâåäåíèå ñåðèé âû÷èñ-ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèõ äåëàòü ïðîãíîçû ý��åêòèâíîñòè òåïëîâèçè-îííûõ ñúåìîê ïîâåðõíîñòè ãðóíòà ïðè òåõ èëè èíûõ ïîãîäíûõ óñëîâèÿõ. Êðîìå òîãî,àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îáðàáîòêè è àíàëèçà äàííûõ î ñîñòàâå ãðóí-òà è åãî âëèÿíèè íà �îðìèðîâàíèå òåïëîâîãî ñëåäà îò çàãëóáëåííîãî èñòî÷íèêà òåïëà(òðóáîïðîâîäà). �àçðàáîòàííàÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñû-âàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà îò ïîâðåæäåííîãî ïîäçåìíîãî òðóáîïðîâîäà, ñ ó÷åòîìíàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ �èçè÷åñêèõ �àêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ðàñïðåäåëåíèå òåïëà íàäíåâíîé ïîâåðõíîñòè, ïîçâîëèò ïîâûñèòü ý��åêòèâíîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿóñëîâèé òåïëîâèçèîííîé ñúåìêè è îöåíêè åå ðåçóëüòàòîâ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áóäàíèí Î.Í., Ïîòàïîâ À.Í., Êîë÷àíîâ Â.È., Àáðàìîâà Å.Â. Òåïëîâîé íåðàçðó-øàþùèé êîíòðîëü èçäåëèé. Ì.: Íàóêà, 2002. Ñ. 39�52.[2℄ Âàãàíîâà Í.À. Ìîäåëèðîâàíèå íåîäíîðîäíûõ òåïëîâûõ ïîëåé îò çàãëóáëåííîãî èñòî÷-íèêà íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè // Ìàòåìàòè÷åñêîå è èí�îðìàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå: Ñá.íàó÷. òð. Òþìåíü: Âåêòîð Áóê, 2005. Âûï. 7. Ñ. 77�84.



18 Âë.Â. Áàøóðîâ, Í.À. Âàãàíîâà, Ì.Þ. Ôèëèìîíîâ[3℄ Òèòîâ Ñ.Ñ. �åøåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ Êîøè ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè-÷åñêèõ ðÿäîâ // ×èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû. 1984. Ò. 9, � 2. Ñ. 112�124.[4℄ ×åðåïàíîâ À.Í., Øàïååâ Â.Ï., Ôîìèí Â.Ì., Ñåìèí Ë.�. ×èñëåííîå ìîäåëèðî-âàíèå òåïëî�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè ëàçåðíî-ëó÷åâîé ñâàðêå ñ îáðàçîâàíèåì ïàðîâîãîêàíàëà // Ïðèêë. ìåõàíèêà è òåõí. �èçèêà. 2006. Ò. 47, � 5. Ñ. 88�96.[5℄ Øàïååâ Â.Ï., ×åðåïàíîâ À.Í. Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ëàçåðíîé ñâàðêè ìåòàëëè÷åñêèõ ïëàñòèí // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè.2006. Ò. 11, � 4. Ñ. 102�117.[6℄ Êî÷èíà Ï.ß., Êî÷èíà Í.Í. �èäðîäèíàìèêà ïîäçåìíûõ âîä è âîïðîñû îðîøåíèÿ. Ì:Ôèçìàòëèò, 1994. 240 ñ.[7℄ Ïîëóáàðèíîâà-Êî÷èíà Ï.ß. Òåîðèÿ äâèæåíèÿ ãðóíòîâûõ âîä. Ì: �îñòåõèçäàò, 1952.676 ñ.[8℄ Ñàìàðñêèé À.À., Âàáèùåâè÷ Ï.Í. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíâåêöèè�äè��óçèè. Ì.: Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 1999. 248 ñ.[9℄ Êîâåíÿ Â.Ì., ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè. Íîâîñè-áèðñê: Íàóêà, 1981. 304 ñ.[10℄ Ñàìàðñêèé À.À. Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì. Ì.: Íàóêà, 1983. 614 ñ.[11℄ Âàãàíîâà Í.À. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëè-íåéíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ íåëèíåéíûì êðàåâûì óñëîâèåì // Òðóäû Èíñòè-òóòà ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè ÓðÎ �ÀÍ. 2008. Ò. 14, � 1. Ñ. 11�21.[12℄ Ñàìàðñêèé À.À., Ïîïîâ Þ.Ï. �àçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè.Ì.: Íàóêà, 1992. 422 ñ. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 äåêàáðÿ 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 15 ìàðòà 2011 ã.


