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.ruÏðåäñòàâëåí ïðîãðàììíûé ìîäóëü AITri
ks GeomRandom, ïîçâîëÿþùèé ïîëó-÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî çàäàí-íîé ïëîòíîñòè â ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ îáëàñòÿõ. Ïðèâåäåíû ïîëåçíûå äëÿ ïîëü-çîâàòåëåé ìîäóëÿ ìåòîäèêè ïî êîíñòðóèðîâàíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé, äî-ïóñêàþùèõ ý��åêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. �àññìîò-ðåíû ÷èñëåííûå ñõåìû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ïîëèíîìèàëüíûõ è êóñî÷íî-ïî-ëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé (ñîïðÿæåííûå ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè ïðè ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ òåõíîëîãèé ðàññìîòðåí èòåðàöèîí-íûé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ, òåõ-íîëîãèè êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé, ìîäåëèðóåìûå ïðèáëèæåíèÿïëîòíîñòåé, èòåðàöèîííûé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àäàï-òèâíûõ ñåòîê.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàõîäÿò àëãîðèòìû è ïàêåòû ïðîãðàìì, â êî-òîðûõ ðåàëèçóþòñÿ ìíîæåñòâà òî÷åê, ðàñïðåäåëåííûõ â ñëîæíûõ îáëàñòÿõ ñîãëàñíîçàäàííîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ âèçóàëèçàöèÿ îáúåêòîâíà ÝÂÌ, ïîñòðîåíèå àäàïòèâíûõ ñåòîê è äð. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïðîãðàììíûéìîäóëü AITri
ks GeomRandom (ñì. [1℄ è ðàçäåë 9), â êîòîðîì èñïîëüçîâàí ðÿä ïðèíöèïè-àëüíûõ ïîëîæåíèé ïî îïòèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëè-ðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèèêóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ (÷àùå âñåãî êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ) àïïðîêñèìàöèé �óíêöèèïëîòíîñòè âîçìîæíà ðåàëèçàöèÿ ý��åêòèâíûõ ìîäè�èêàöèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòî-äà ñóïåðïîçèöèè (êâàíòèëüíîãî ìåòîäà, ìåòîäà Óîëêåðà è äð. � ñì., íàïðèìåð, [2℄,à òàêæå ðàçäåë 6 íàñòîÿùåé ðàáîòû).Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ äëÿ áîëåå �áûñòðîãî� ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó-÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê âìåñòî ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòè öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòüìîäåëèðóåìûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, äîïóñêàþùèå ïîñòðîåíèå ý��åêòèâíûõ

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû � 10-01-00040 è 09-01-00035).19



20 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåêàëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ýòà âîçìîæíîñòü òàêæå ïðåäóñìîòðåíà â ïðî-ãðàììíîì ìîäóëå AITri
ks GeomRandom). Â ðàçäåëàõ 1�4 ðàáîòû ïðåäñòàâëåíû ñîîò-âåòñòâóþùèå òåõíîëîãèè �èñêóñ
òâåííîãî� êîíñòðóèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-ëåíèé, äîïóñêàþùèõ ý��åêòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå ìåòîäàìè: îáðàòíîé �óíêöèè ðàñïðå-äåëåíèÿ, ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè,èíòåãðàëüíîé è äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè, èñêëþ÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìûîïèñàíû, íàïðèìåð, â [2℄). Ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñîçäàíèÿ �áàíêà� ìîäåëèðóåìûõ âå-ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ åãî ïðè ïîñòðîåíèè ý��åêòèâíûõàëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Äàëåå (â ðàçäåëàõ 5�7) ñäåëàí îáçîð ïîäõîäîâ, ðåàëèçîâàííûõ, â òîì ÷èñëå, â ïðî-ãðàììíîì ìîäóëå AITri
ks GeomRandom è ñâÿçàííûõ ñ ïðèáëèæåíèåì (êàê ïðàâèëî,ïîëèíîìèàëüíûì èëè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûì) âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé, ñîïðÿæåí-íûõ ñ ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè ïðè ðåàëèçàöèèâûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé. Ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíû ïðàêòè÷åñêè âàæíûå ñëó÷àè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòè è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñëîæíûõ îáëàñòÿõ è íà ñëîæíûõ ïîâåðõíîñòÿõ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðåäñòàâëåííûõ òåõíîëîãèé â ðàçäåëå 8 ðàññìîòðåíèòåðàöèîííûé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê [3℄.Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.1. Òåõíîëîãèÿ âëîæåííûõ çàìåíÑòàíäàðòíûé àëãîðèòì ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 íåïðåðûâíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (a, b) ñîãëàñíî íåïðåðûâíîé, ìîíî-òîííî âîçðàñòàþùåé íà (a, b) �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) (ìåòîä îáðàòíîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ � ñì., íàïðèìåð, [2℄), îñíîâàí íà ñîîòíîøåíèè
ξ0 = F−1(α0), (1)ãäå α0 � �ñòàíäàðòíîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî� (ò. å. âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-íû α, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (0, 1)). Íà ÝÂÌ âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ

αi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåíåðàòîðîâ (ïîä-ïðîãðàìì) òèïà RAND èëè RANDOM.Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà (1) âîçíèêàåò �ïðîãðàììèñòñêàÿ� ïðîáëåìà âûðà-æåíèÿ îáðàòíîé �óíêöèè F−1(x) â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ. Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî ýòàïðîáëåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõðàñïðåäåëåíèé, îïèñûâàåìûõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ f(u)ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ (ñì., íàïðèìåð, [2℄), âñòàåò âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ
ξ0
∫

a

f(u) du = α0 (2)îòíîñèòåëüíî âåðõíåãî ïðåäåëà èíòåãðàëà â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ. Çäåñü ìîãóò âîç-íèêíóòü òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñî âçÿòèåì èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè, à òàêæå ñ àíàëè-òè÷åñêèì ðàçðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2) (êîãäà ïåðâîîáðàçíàÿ èíòåãðàëà èç ëåâîé ÷àñòè(2) âûðàæàåòñÿ â âèäå êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé). Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 21îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2)âèäà (1)
ξ0 = ψ(α0) (3)ïëîòíîñòü f(u) è ñàìà �îðìóëà (3) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè [2℄. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òîýëåìåíòàðíûå ïëîòíîñòè íóæíû êàê â äðóãèõ îáùèõ àëãîðèòìàõ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèèñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ (èìåþòñÿ â âèäó ìåòîäû ñóïåðïîçèöèè, èñêëþ÷åíèÿ èñïåöèàëüíûå ìåòîäû), òàê è â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñì.,íàïðèìåð, [2℄, à òàêæå ðàçäåëû 2�4), âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàñøèðåíèÿ ñïåêòðà òàêèõïëîòíîñòåé. Ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè êîíñòðóèðîâàíèÿ ýëåìåíòàð-íûõ ïëîòíîñòåé äàåò ñëåäóþùàÿ òåõíîëîãèÿ �âëîæåííûõ çàìåí�.Òåõíîëîãèÿ 1 [2℄. Ïóñòü fη(v) � ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, èìåþùåéýëåìåíòàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â èíòåðâàëå (c, d), ò. å. èç ñîîòíîøåíèÿ òèïà (2)

η0
∫

c

fη(v) dv = α0äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ η0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ìîæíî ïî-ëó÷èòü �îðìóëó òèïà (3): η0 = ψη(α0), ãäå ψη(w) � ïðîñòàÿ êîìïîçèöèÿ ýëåìåí-òàðíûõ �óíêöèé. �àññìîòðèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàåìîå ìîíî-òîííî âîçðàñòàþùåé äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèåé ϕ(x), ïåðåâîäÿùåé èíòåðâàë (a, b) âèíòåðâàë (c, d); â ÷àñòíîñòè ϕ(a) = c, ϕ(b) = d. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî �óíêöèþ ϕ(x)è îáðàòíóþ ê íåé �óíêöèþ ϕ−1(y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîñòîé êîìïîçèöèèýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-íèÿ
f(u) = fη(ϕ(u))ϕ

′(u), u ∈ (a, b). (4)Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíî-ñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. óðàâíåíèå (2) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ξ0â ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèÿõ è ñïðàâåäëèâà �îðìóëà ξ0 = ϕ−1(ψη(α0)).Äåéñòâèòåëüíî, çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (2) äëÿ ïëîòíîñòè (4), èìååì
ξ0
∫

a

fη(ϕ(u))ϕ
′(u) du = α0, èëè ϕ(ξ0)

∫

ϕ(a)

fη(v) dv = α0,èëè ϕ(ξ0) = ψη(α0), èëè ξ0 = ϕ−1(ψη(α0)). (5)Íàçâàíèå òåõíîëîãèÿ âëîæåííûõ çàìåí äëÿ òåõíîëîãèè 1 ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïîëó-÷åííóþ ïëîòíîñòü (4) ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñõîäíîé ïëîòíîñòè fη(v) è îñóùåñòâèòüåùå îäíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå òèïà ϕ(u). Ñ ïîìîùüþ òàêèõ âëîæåí-íûõ çàìåí ìîæíî ïîëó÷àòü íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî íîâûõ ïëîòíîñòåé ýëåìåíòàð-íûõ ðàñïðåäåëåíèé.Ïðèìåð 1. Â ìåòîäàõ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ øèðîêîå ïðèìå-íåíèå íàõîäèò �îðìóëà
η0 = − lnα0

λ
, (6)ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ

fη(v) = λ e−λ v, v > 0, λ > 0. (7)



22 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. ÂîéòèøåêÍà îñíîâå �îðìóëû (6) �îðìèðóþòñÿ è ðåàëèçóþòñÿ ïóàññîíîâñêèå ïîòîêè, èñïîëüçó-åìûå â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, â ïðîñòåéøèõ ìîäåëÿõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó-÷åíèÿ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíûõ ïîëåé è ò. ä. (ñì., íàïðèìåð, [2℄).�àññìîòðèì òàêæå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
f(u) = exp u× exp(− exp u), −∞ < u < +∞. (8)Ýòî ïëîòíîñòü ýêñòðåìàëüíîãî (òî÷íåå, ìèíèìàëüíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð,[4℄), îïèñûâàþùàÿ îäíî èç òðåõ âîçìîæíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ëèíåéíûõêîìáèíàöèé âèäà an min{η(1), . . . , η(n)} + bn ïðè an 6= 0, n → ∞; çäåñü an, bn � ÷èñëî-âûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à {η(i)} � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûåâåëè÷èíû. Ïðèìåíåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ (8) ñâÿçàíî ñ ìíîæåñòâåííûìè ñðàâíåíèÿìè âñëîæíûõ ïðîöåäóðàõ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (òàêèõ, â ÷àñòíîñòè, êàê ðàíæèðîâàíèå ñðåä-íèõ).Ôóíêöèÿ (8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ïëîòíîñòè (7) ñîãëàñíî òåõíîëîãèè 1 ñ ïðå-îáðàçîâàíèåì ϕ(x) = exp x, ïåðåâîäÿùèì èíòåðâàë (a, b) = (−∞,+∞) â èíòåðâàë

(c, d) = (0,+∞). Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (5) ìîäåëèðóþùàÿ �îðìóëà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ(8) èìååò âèä ξ0 = ln(− lnα0).Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèè 1 ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòüïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëèðóþùèå �îðìóëû äëÿ ðàçëè÷íûõðàçäåëîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ïðèëîæåíèé.2. Òåõíîëîãèÿ âçâåøåííîãî ïàðàìåòðàÂî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (÷àùå âñåãî ïðèðåàëèçàöèè òðàåêòîðèé öåïè Ìàðêîâà, à òàêæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà äâîéíîé ðàí-äîìèçàöèè, ñì., íàïðèìåð, [2℄) òðåáóåòñÿ êîíñòðóèðîâàòü �ìîäåëèðóåìûå� ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ f(u, v) äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ (ξ, η) ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòà-ìè. Ñïðàâåäëèâû äâà ïðåäñòàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2℄)
f(u, v) = fξ(u)fη(v|u), fξ(u) =

∫

f(u, v) dv, fη(v|u) =
f(u, v)

fξ(u)
, (9)

f(u, v) = fη(v)fξ(u|v), fη(v) =

∫

f(u, v) du, fξ(u|v) =
f(u, v)

fη(v)
. (10)Ïðåäñòàâëåíèþ (9) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âåê-òîðà (ξ, η): ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fξ(u), çà-òåì ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè f(ξ0, v)/fξ(ξ0). Àíàëî-ãè÷íî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (10) � ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η0 ñîãëàñ-íî ïëîòíîñòè fη(v), äàëåå ìîäåëèðóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f(u, η0)/fη(η0). Ñ�îðìóëèðîâàííûå àëãîðèòìû ìîãóò áûòü äàëåêî íå ðàâíîçíà÷íûìèñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ.Ïðèìåð 2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ äâó-ìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
f(u, v) =

1

2
ve−uv, u > 0, 0 < v < 2.
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fη(v) =

+∞
∫

0

1

2
ve−uv du =

1

2
, 0 < v < 2; fξ(u|v) =

f(u, v)

fη(v)
= ve−vu, u > 0.Ïëîòíîñòü fη(v) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (0, 2);ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ �îðìóëà η0 = 2α1. Ôóíêöèÿ fξ(u|η0) ÿâëÿåòñÿ ïëîò-íîñòüþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ = η0 (ñì. ñîîòíîøåíèå (7)),è, ñëåäîâàòåëüíî, ξ = −(lnα2)/η0 (ñì. �îðìóëó (6)). Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå(9). Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì

fξ(u) =

2
∫

0

1

2
ve−uv dv =

1− (2u+ 1)e−2u

2u2
, u > 0.Ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ, î÷åâèäíî, íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ,è ïîýòîìó äëÿ ýòîãî ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíèå (9) ÿâëÿåòñÿ çàâåäîìî õóäøèì (ñ òî÷êèçðåíèÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì (10).Ïðèìåðû ïëîòíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ðàçëîæåíèé (9) èëè (10)ñîîòâåòñòâóåò ý��åêòèâíîìó àëãîðèòìó ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé

(ξ0, η0), äàåò ñëåäóþùàÿ òåõíîëîãèÿ �âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà�.Òåõíîëîãèÿ 2. �àññìîòðèì ýëåìåíòàðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(u;λ),
u ∈ (a, b), çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà λ, äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðèíàäëåæàòèíòåðâàëó (C,D). Ýëåìåíòàðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòîé(ýëåìåíòàðíîé) �îðìóëû ξ0 = ψξ(α1;λ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-íîé âåëè÷èíû ξ. �àññìîòðèì òàêæå åùå îäíó ýëåìåíòàðíóþ ïëîòíîñòü fη(v) ñëó-÷àéíîé âåëè÷èíû η, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå (c, d) ⊆ (C,D); ïðè ýòîìèìååòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ìîäåëèðóþùàÿ �îðìóëà η0 = ψη(α2). Òå-ïåðü ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íûõçíà÷åíèé (ξ0, η0) äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η), ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â ïðÿ-ìîóãîëüíèêå G = {(u, v) : a < u < b; c < v < d} è èìåþùåãî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u, v) = fη(v)× fξ(u; v), (u, v) ∈ G. (11)Ýòî ðåçóëüòàò �îðìàëüíîãî óìíîæåíèÿ ïëîòíîñòåé fη(v) è fξ(u; v) (çäåñü ïðîèñõî-äèò ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé v âìåñòî ïàðàìåòðà λ). Â ïðåäñòàâëåíèè (10) äëÿ ïëîò-íîñòè (11) èìååì fξ(u|v) = fξ(u; v). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷àåì ý��åêòèâíûéàëãîðèòì
η0 = ψη(α1), ξ0 = ψξ(α2; η0). (12)Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ïëîòíîñòè (11) ý��åêòèâíûõ �îðìóë òèïà (12) ïîñòðîèòü,êàê ïðàâèëî, íå óäàåòñÿ.Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð 2 îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, â êîòîðîé ïðèìåíåíà òåõíîëîãèÿ 2. Âêà÷åñòâå èñõîäíîé ïëîòíîñòè ñ ïàðàìåòðîì èñïîëüçîâàíà �óíêöèÿ (7) (çäåñü (C,D) =

(0,+∞)) è íà ïîäìíîæåñòâå (c, d) = (0, 2) ⊂ (C;D) âûáðàíà ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãîðàñïðåäåëåíèÿ.



24 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåê3. Òåõíîëîãèÿ �îðìèðîâàíèÿ ñìåñè×àñòíûì ñëó÷àåì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äâîéíîé ðàíäîìèçàöèè (èëè ìåòîäà èíòåãðàëüíîéñóïåðïîçèöèè), â êîòîðîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ââîäÿòñÿ âñïîìî-ãàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η è ïëîòíîñòü
f(u) =

∫

fη(v)fξ(u|v) dv, (13)ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå (10) äàåò ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ïà-ðû (ξ0, η0) (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âñïîìîãàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ηáåðåòñÿ äèñêðåòíîé è öåëî÷èñëåííîé ñ ðàñïðåäåëåíèåì P(η = i) = pi, i = 1, 2, . . . Çäåñüïëîòíîñòü (13) èìååò âèä
f(u) =

∑

i

pifi(u), ãäå fi(u) = fξ(u|η = i), (14)à ìîäåëèðóþùèé àëãîðèòì (ìåòîä äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè � ñì., íàïðèìåð, [2℄) ñî-ñòîèò â âûáîðå íîìåðà η0 = m ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîéñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè êàêîé-ëèáî åãî ìîäè�èêàöèè (ñì. [2℄ è ðàçäåë 6 äàííîé ñòà-òüè) ñ ïîñëåäóþùèì ìîäåëèðîâàíèåì çíà÷åíèÿ ξ0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(u). Äîñòàòî÷íîáîëüøîé ñïåêòð ïðèìåðîâ ý��åêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèèìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà M íîìåðîâ i, i = 1, . . . ,M (â ÷àñòíîñòè,äëÿ M = 2). Ñ�îðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùóþ òåõíîëîãèþ ��îðìèðîâàíèÿ ñìåñè�.Òåõíîëîãèÿ 3. Âîçüìåì äâå ïëîòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé f1(u) è f2(u),îïðåäåëåííûå íà èíòåðâàëå (a, b) è òàêèå, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ïîëîæèòåëü-íûìè êîý��èöèåíòàìè
f(u) = p1 f1(u) + p2 f2(u), u ∈ (a, b), p1 > 0, p2 > 0, p1 + p2 = 1 (15)íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Òàêèå ïëîòíîñòè f1(u) è f2(u)ìîæíî ïîëó÷èòü, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ðàçíîðîäíûõ çàìåí â òåõíîëîãèè 1. Äëÿâûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ(i)0 , ðåàëèçóåìûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi(u), âûïèñûâàþòñÿ ìî-äåëèðóþùèå �îðìóëû ξ

(i)
0 = ψi(α0), i = 1, 2. Äëÿ ïëîòíîñòè (15) ìîæíî ïîñòðîèòüýêîíîìè÷íûé àëãîðèòì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè: åñëè α1 < p1, òî çíà÷åíèå η0 âñïî-ìîãàòåëüíîé öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ðàâíî åäèíèöå è âûáîðî÷íîå çíà÷å-íèå ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðåàëèçóåòñÿ ïî �îðìóëå ξ0 = ψ1(α2), èíà÷å ξ0 = ψ2(α2).Ïðèìåð 3 [2℄. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âå-ëè÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(u) =
3

8
(1 + u2), −1 < u < 1. (16)Ñîîòíîøåíèå (16) ïðåäñòàâëÿåò òàê íàçûâàåìûé çàêîí �åëåÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ�îòîíîâ â àòìîñ�åðå, èñïîëüçóåìûé â òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ôóíêöèÿ (16) íåÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ýëåìåíòàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òàê êàê óðàâíåíèå ξ0

∫

−1

f(u) du = α0



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 25ñâîäèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ ξ30 + 3ξ0 − 8α0 − 4 = 0, íå ïîçâîëÿþùåìó ïîëó÷èòü ýëåìåí-òàðíóþ �îðìóëó ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Ïëîòíîñòü (16) ïðåäñòàâèìàâ âèäå ñìåñè (15):
f(u) =

3

4
× 1

2
+

1

4
× 3

2
u2, −1 < u < 1,ò. å. p1 = 3/4, f1(u) = 1/2, p2 = 1/4; f2(u) = 3u2/2. Ôóíêöèÿ f1(u) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1), à �óíêöèÿ f2(u) � ýëåìåíòàðíîé(ñòåïåííîé). Àëãîðèòì äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè çäåñü âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:åñëè α1 < 3/4, òî ξ0 = 2α2 − 1, èíà÷å ξ0 = 3

√
2α2 − 1.Îáîáùåíèå òåõíîëîãèè 3 ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ñëàãàåìûõ Mâ ñóììå (15) (âïëîòü äî ðàññìîòðåíèÿ �óíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ), à òàêæå ñ ïåðåõîäîìê ìîäåëèðîâàíèþ ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ) ξ.4. Òåõíîëîãèÿ �ïîð÷è� ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòèÊ äàëüíåéøåìó ðàñøèðåíèþ ñïåêòðà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, äîïóñêàþùèõ ý�-�åêòèâíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, âåäåò ïðèìåíåíèå ñïåöè-àëüíûõ âàðèàíòîâ ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ñëå-äóþùåì [2℄. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ÷èñëåííî ïîëó÷àòü âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξj ñëó÷àéíîãîâåêòîðà (ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) ξ, ðàñïðåäåëåííîãî â îáëàñòè U ∈ Rd ñîãëàñíî ïëîòíîñòè

f(u), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà çàäàííîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè g(u), ò. å.
f(u) =

g(u)

Ḡ
, Ḡ =

∫

U

g(u) du. (17)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè îäèí èç èçâåñòíûõ ñòàíäàðòíûõ è ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ íå äàåòý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè çíà÷åíèé ξj. �àññìàòðèâàåòñÿ ìàæîðàíòà g(1)(u)�óíêöèè g(u) òàêàÿ, ÷òî g(u) ≤ g(1)(u) ïðè u ∈ U . Ïåðâîå òðåáîâàíèå ê ìàæîðàíòå
g(1)(u) òàêîâî, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè

f (1)(u) =
g(1)(u)

Ḡ(1)
, Ḡ(1) =

∫

U

g(1)(u) du, (18)èìååòñÿ ý��åêòèâíûé àëãîðèòì (�îðìóëà) âèäà ξ
(1)
0 = ψ(1)(ᾱ1) äëÿ ðåàëèçàöèè âû-áîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ

(1)
0 ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ(1) (çäåñü ᾱ1 � ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðñòàíäàðòíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë).Àëãîðèòì ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåàëèçóåòñÿ âû-áîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ

(1)
0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (18), à òàêæå çíà÷åíèå η0 = α2g

(1)(ξ
(1)
0 ).Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ïàðà (ξ

(1)
0 , η0) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â�ïîäãðà�èêå� G(1) = {u ∈ U, 0 < v < g(1)(u)} �óíêöèè g(1)(u). Åñëè

η0 < g(ξ
(1)
0 ), (19)òî ðåàëèçîâàííàÿ òî÷êà ïîïàäàåò â �ïîäãðà�èê� G = {u ∈ U, 0 < v < g(u)} �óíê-öèè g(u). Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïàðà (ξ

(1)
0 , η0) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè G,



26 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåêòî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 âåêòîðà ξ ïðèíèìàåì ξ0 = ξ
(1)
0 . Åñ-ëè íåðàâåíñòâî (19) íå âûïîëíåíî, ñíîâà ðàçûãðûâàåì ïàðó (ξ

(1)
0 , η0), ïðîâåðÿåì íåðà-âåíñòâî (19) è ò. ä. Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ðåàëèçîâàííàÿ òàêèìîáðàçîì òî÷êà ξ0 ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (17).Ñðåäíåå âðåìÿ ðåàëèçàöèè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ïðîïîðöèîíàëüíî ìàòåìàòè÷å-ñêîìó îæèäàíèþ êîëè÷åñòâà ðåàëèçóåìûõ ïàð (ξ

(1)
0 , η0), êîòîðîå ðàâíî s = Ḡ1/Ḡ (ñì.,íàïðèìåð, [2℄). Áëèçîñòü âåëè÷èíû s ê åäèíèöå õàðàêòåðèçóåò ý��åêòèâíîñòü ìåòîäàèñêëþ÷åíèÿ.Ïðèìåðû ý��åêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìî-ùüþ ñëåäóþùåé òåõíîëîãèè �ïîð÷è� ìîäåëèðóåìîé ïëîòíîñòè.Òåõíîëîãèÿ 4. Êîíñòðóèðóåì ñíà÷àëà ïëîòíîñòü f (1)(u) (u ∈ U ⊆ Rd) âåêòîðà

ξ(1), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ý��åêòèâíûé àëãîðèòì (�îðìóëà) ÷èñëåííîé ðåàëèçà-öèè ξ
(1)
0 = ψ(1)(ᾱ1) (ýòîò àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ çàòåì â ïåðâîì ïóíêòå àëãîðèòìàìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè f (1)(u) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âåñü àð-ñåíàë êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ïëîòíîñòåé (â ÷àñòíîñòè, òåõíîëîãèè 1�3).Äàëåå ïðåîáðàçóåì ïëîòíîñòü f (1)(u) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà òðàíñ�îðìèðîâàëàñüâ �óíêöèþ g(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ �íåìîäåëèðóåìîé� ïëîòíîñòè f(u) (ïî ñóòè ìû�ïîðòèì� ìîäåëèðóåìóþ ïëîòíîñòü f (1)(u)). Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèéÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå ïëîòíîñòè f (1)(u) íà ìàëî ìåíÿþùóþñÿ �óíêöèþ Y (u):

g(u) = f (1)(u) Y (u), u ∈ U ; ãäå 0 < A ≤ Y (u) ≤ B (20)è (B−A) � áëèçêàÿ ê íóëþ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû òîãäàìîæíî âçÿòü g(1)(u) = B f (1)(u). Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ýòîé �óíêöèè, î÷å-âèäíî, ðàâíà f (1)(u). Èíòåãðèðóÿ íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè g(1)(u) è g(u) ïî îáëàñòè
U ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ Af (1)(u) = Ag(1)(u)/B ≤ g(u), ïîëó÷àåì A Ḡ(1)/B ≤ Ḡ, èòîãäà s ≤ B/A, ò. å. ïðè A ≈ B âåëè÷èíà s íåâåëèêà (áëèçêà ê åäèíèöå) è ñîîòâåò-ñòâóþùèé àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ý��åêòèâíûì (ýêîíî-ìè÷íûì).Äëÿ óäîáñòâà âûêëàäîê â ðàâåíñòâå (20) âìåñòî ïëîòíîñòè f (1)(u) ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü ïðîïîðöèîíàëüíóþ åé �óíêöèþ g̃(1)(u) (îïóñêàÿ, ê ïðèìåðó, íîðìèðóþùóþ êîí-ñòàíòó).Ïðèìåð 4. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-÷èíû ξ, èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(u), ïðîïîðöèîíàëüíóþ �óíêöèè

g(u) =

(

2 +
arcsin u

5π

)

u3, 0 < u < 1.Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïëîòíîñòü f(u) íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Çàìåòèì,÷òî g(u) = Y (u) × g̃(1)(u), ãäå g̃(1)(u) = u3 è Y (u) = 2 + (arcsin u)/(5π), ïðè÷åì â ñèëóìîíîòîííîñòè �óíêöèè arcsin u íà èíòåðâàëå (0, 1) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî 2 < Y (u) <
2.1. Òîãäà g(u) < g(1)(u) = 2.1 u3. Ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ìàæîðàíòå g(1)(u),ðàâíà f (1)(u) = 4u3, 0 < u < 1; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëèðóþùàÿ �îðìóëà ξ(1)0 = 4

√
α0[2℄. Àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ ñîäåðæèò ñëåäóþùèå ïóíêòû.1. �åàëèçóþòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ(1)0 ïî �îðìóëå ξ(1)0 = 4

√
α1, à òàêæå âåëè÷èíà

η0 = α2 g
(1)(ξ

(1)
0 ) = 2.1α2 (ξ

(1)
0 )3. Òî÷êà (ξ

(1)
0 , η0) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â �ïîäãðà�èêå�ìàæîðàíòû g(1)(u).
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(1)
0 ) èëè

10.5 π α2 < 10π + arcsin 4
√
α1. (21)Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî òî÷êà (ξ(1)0 , η0) ïðèíàäëåæèò �ïîäãðà�èêó� �óíê-öèè g(u) è ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â äàííîì ìíîæåñòâå. Òîãäà â êà÷å-ñòâå âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áåðåòñÿ ξ0 = ξ

(1)
0 . Åñëè æå íåðà-âåíñòâî (21) íå âûïîëíåíî, òî ïîâòîðÿåòñÿ ï. 1, è ò. ä.Òðóäîåìêîñòü s (ñðåäíåå ÷èñëî ïîïûòîê ðîçûãðûøà ïàð (ξ

(1)
0 , η0) äî âûïîëíåíèÿíåðàâåíñòâà (21)) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé s < 2.1/2 = 1.05.5. Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòèè ìåòîäà ñóïåðïîçèöèèÎïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ òåõíîëîãèè ñâÿçàíû ñ ïðèìåíåíèåì �òåîðåòè÷åñêèòî÷íûõ� ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíè âåêòîðîâ. Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ìåòîäîâ íà ÝÂÌ ìîæåò áûòü ñîïðÿæåíà ñïîãðåøíîñòÿìè (êàê ïðàâèëî, íåçíà÷èòåëüíûìè), ñâÿçàííûìè ñ ïðèìåíåíèåì äàò÷èêîâïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë è ñ ìàøèííûìè îøèáêàìè [2℄.Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ñè-òóàöèåé, êîãäà ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ â îáëàñòè G ⊂ Rdçàäàåòñÿ �èçâíå� (çäåñü ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàçëè÷íûå âàðèàöèè ìåòîäàâûáîðêè ïî âàæíîñòè � ñì., íàïðèìåð, [2℄). Ïðè ýòîì ìîæíî, â òîì ÷èñëå, âûáðàòüðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê òðåáóåìîìó, èç �áàíêà� ïëîòíîñòåé, ñîçäàííîãî ñîãëàñíî òåõ-íîëîãèÿì 1�4.Îäíàêî â ðÿäå ïðèëîæåíèé (â òîì ÷èñëå â ïðåäñòàâëåííîì â ðàçäåëå 8 äèñêðåòíî-ñòî-õàñòè÷åñêîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê) áîëåå óíèâåðñàëüíûì âèäèòñÿñëåäóþùèé ïîäõîä. Âìåñòî âåêòîðà ξ áóäåì ìîäåëèðîâàòü âåêòîð ξ̃, ïëîòíîñòü ðàñïðå-äåëåíèÿ êîòîðîãî f̃(x) ïðîïîðöèîíàëüíà íåêîòîðîìó (êàê ïðàâèëî, ïîëèíîìèàëüíîìóèëè êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîìó) ïðèáëèæåíèþ �óíêöèè f(x) âèäà

f̃(x) = C LMf(x) = C
M
∑

i=1

wi(f)χi(x), C = 1/c, c =

∫

G

LMf(y) dy. (22)Àïïðîêñèìàöèÿ LMf(x) èç �îðìóëû (22) ñòðîèòñÿ íà ñåòêå X(M) = {x1, . . . ,xM}.Áàçèñíûå ïîëèíîìèàëüíûå �óíêöèè Ξ(M) = {χ1(x), . . . , χM(x)} è êîý��èöèåíòû
W (M) = {w1(f), . . . , wM(f)} îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñ óçëàìè ñåòêè X(M).Â ÷àñòíîñòè, êîý��èöèåíòû W (M) ÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé
f = (f(x1), . . . , f(xM)); ÷àùå âñåãî

wi(f) = f(xi), i = 1, . . . ,M. (23)Ñ ïîçèöèé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèé (ñì., íàïðèìåð, [5℄) �óíêöèÿ LMf(x) äîëæ-íà îáëàäàòü õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîéñòâàìè, ò. å. âåëè÷èíà ρB(f, LMf)äîëæíà áûòü ìàëà; çäåñü ρB(g1, g2) = ‖g1−g2‖B � ðàññòîÿíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì íîðìè-ðîâàííîì �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå B(G). Äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòà L1-òåîðèÿïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòåé [6℄, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå âîïðîñû ïðèáëèæåíèÿ



28 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåêâèäà (f̃ , h) ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ (f, h) =

∫

G

f(x)h(x) dx = Eh(ξ). Îäíàêî â öåëîìðÿäå ïðèëîæåíèé ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòüáîëåå ñèëüíûå (ïî ñðàâíåíèþ ñ ρL1
) ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâ Cp(G) è W p

2 (G) (ñì., íàïðè-ìåð, [2, 7℄).Â íàøåì ñëó÷àå ïðèáëèæåíèå LMf(x) äîëæíî îáëàäàòü ñâîéñòâîì ìîäåëèðóåìî-ñòè [2, 7℄, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿâåêòîðà ξ̃ ñîãëàñíî ïëîòíîñòè (22). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f̃(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåé-íóþ êîìáèíàöèþ çàäàííûõ áàçèñíûõ �óíêöèé, òî ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î ïðèìåíåíèèìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè (ñì., íàïðèìåð, [2℄, à òàêæå ðàçäåë 3). Ïåðåïèøåìïëîòíîñòü (22) â âèäå
f̃(x) =

M
∑

i=1

Pifi(x); fi(x) =
χi(x)

Yi
, Yi =

∫

χi(y) dy, Pi = Cwi(f)Yi. (24)Âûáåðåì �óíêöèîíàëüíûé áàçèñ Ξ(M) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íåîòðèöàòåëüíûå êîý��è-öèåíòû W (M) îáåñïå÷èâàëè ìàëîñòü âåëè÷èíû ρB(f, LMf) è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ
ξ(i), ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî ïëîòíîñòÿì fi(x) èç (24), èìåëèñü ý��åêòèâíûå àëãîðèò-ìû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äîëæíû áûòü âûïîëíåíûñîîòíîøåíèÿ

χi(x) ≥ 0 äëÿ x ∈ Rd, (25)

wi(f) ≥ 0, i = 1, . . . ,M. (26)Òîãäà ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì èç ðàçäåëà 3 ìîæíî âûáðàòü íîìåð m ñîãëàñíî âåðî-ÿòíîñòÿì {Pi} èç (24) è ðåàëèçîâàòü âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ̃0 ñîãëàñíî ïëîòíîñòè fm(x).Â ðàáîòå [7℄ ïðîâåäåí ïîäðîáíûé àíàëèç èçâåñòíûõ �óíêöèîíàëüíûõ áàçèñîâ ñ òî÷-êè çðåíèÿ îäíîâðåìåííîãî íàëè÷èÿ ó íèõ ñâîéñòâ àïïðîêñèìàöèè è ìîäåëèðóåìîñòè.Îêàçàëîñü, ÷òî äàëåêî íå âñå �êëàññè÷åñêèå� àïïðîêñèìàöèîííûå áàçèñû ÿâëÿþòñÿ ìî-äåëèðóåìûìè. Òàê, �óíêöèè áàçèñà Ëàãðàíæà (ñì., íàïðèìåð, [5℄)
χi(x) =

M
∏

j=1,j 6=i

(x− xj)/(xi − xj), x ∈ R,ÿâëÿþòñÿ çíàêîïåðåìåííûìè (ò. å. òðåáîâàíèå (25) íå âûïîëíåíî). Àíàëîãè÷íûå íåäî-ñòàòêè èìåþò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå áàçèñû [8℄. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ðÿäå ïðèêëàäíûõçàäà÷ êðîìå àïïðîêñèìàöèîííûõ ñâîéñòâ è ñâîéñòâ ìîäåëèðóåìîñòè òðåáóåòñÿ ñâîéñòâîóñòîé÷èâîñòè ïðèáëèæåíèÿ (22) (ñì., íàïðèìåð, [2, 5℄).Â ðàáîòå [7℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàèëó÷øèìè (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñî÷åòàíèÿ ñâîéñòâ àïïðîê-ñèìàöèè, ìîäåëèðóåìîñòè è óñòîé÷èâîñòè) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíûåïðèáëèæåíèÿ Ñòðåíãà�Ôèêñà [9, 10℄: êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ è ìóëüòèëèíåéíàÿ àïïðîêñè-ìàöèè. Çäåñü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî øàãó h ñåòêè X(M) îòíîñèòåëüíî íåâåëèê (äëÿ�óíêöèé èç C2(G) îí âòîðîé), îäíàêî îí îáåñïå÷èâàåò êîý��èöèåíòû âèäà (4), äëÿ êî-òîðûõ óñëîâèå (6) çàâåäîìî âûïîëíåíî. Ïîïûòêà óâåëè÷èòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè äî÷åòâåðòîãî ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [11℄, â êîòîðîé â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé èç Ξ(M)ðàññìîòðåíû êóáè÷åñêèå ñïëàéíû. Çäåñü îáíàðóæèëèñü ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè ïðèíàõîæäåíèè êîý��èöèåíòîâ W (M), îáåñïå÷èâàþùèõ îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñè-ìàöèè è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (26).



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 29Òàê æå, êàê â ðàáîòå [7℄, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòåéøèé âàðèàíò àïïðîêñèìàöèèÑòðåíãà�Ôèêñà � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ � äàåò íàèáîëåå óíèâåðñàëü-íûé è îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ðåàëèçóåìûé âàðèàíò îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ìåòîäàäèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè.Ïðè ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîé ìåòîäîëîãèè ïðèáëèæåíèå îáëàñòè G ïðîèñõîäèò ñëå-äóþùèì îáðàçîì. Â ïðîñòðàíñòâå Rd ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäè-íàò è â íåé � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà Z ñ øàãîì h, ñîñòîÿùàÿ èç óçëîâ zk = (j
(d)
k h, . . . , j

(d)
k h);çäåñü j(d)k � öåëûå ÷èñëà. Âûáèðàþòñÿ ýëåìåíòàðíûå êóáû (�âîêñåëè� [3℄)

Qi =
(

j
(1)
i h, (j

(1)
i + 1)h

)

× . . .×
(

j
(d)
i h, (j

(d)
i + 1)h

)

, i = 1, . . . ,M, (27)èìåþùèå íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ îáëàñòüþ G. Â êàæäîì êóáå (27) âûáèðàåòñÿ óçåë xiñåòêè X(M). Åñëè êóá Qi ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè G, òî xi � öåíòð ýòîãî êóáà:
xi =

(

(j
(1)
i + 1/2)h, . . . , (j

(d)
i + 1/2)h

)

. (28)Ñëîæíåå ñèòóàöèÿ ïðè íåïîëíîé ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâà Qi îáëàñòè G. Çäåñü âîç-ìîæíû âàðèàíòû. Åñëè øàã h ñåòêè Z ìàë, òî ìîæíî ëèáî ïðîäîëæèòü êàêèì-ëèáîîáðàçîì �óíêöèþ f(x) íà âñå ìíîæåñòâî Qi, ëèáî, íàîáîðîò, èñêëþ÷èòü ñîîòâåòñòâó-þùèé êóá èç ìíîæåñòâà (27); â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáëàñòü G çàìåíÿåòñÿ íà ïðèáëèæåíèå
G̃ = ∪M

i=1Qi, à ñåòêà X(M) �îðìèðóåòñÿ èç óçëîâ âèäà (28). Äëÿ òàêèõ ïîäõîäîâ ïðî-èñõîäèò íåêîòîðàÿ äå�îðìàöèÿ ãðàíèöû îáëàñòè G (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò íàðóøèòüñÿñâîéñòâî ãëàäêîñòè ýòîé ãðàíèöû). Åñëè ïîäîáíîå íàðóøåíèå íåäîïóñòèìî, òî ñëåäóåòîïðåäåëèòü ñïîñîá âûáîðà óçëà xi âíóòðè êóáà Qi.Äàëåå ïîëàãàåì
LMf(x) ≡ f(xi) ïðè x ∈ Qi, (29)÷òî îïðåäåëÿåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ àïïðîêñèìàöèþ (èíòåðïîëÿöèþ) �óíêöèè f(x).Ïðè ýòîì �óíêöèè χi(x) èç ïðåäñòàâëåíèÿ (22) òîæäåñòâåííî ðàâíû åäèíèöå ïðè x ∈ Qiè íóëþ èíà÷å. Â ñâîþ î÷åðåäü, âñå ïëîòíîñòè fi(x) èç �îðìóëû (24) òîæäåñòâåííî ðàâíû

1/hd ïðè x ∈ Qi è íóëþ èíà÷å. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà âòîðîì øàãå ìåòîäà äèñêðåòíîéñóïåðïîçèöèè âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ξ̃0 âåêòîðà ξ̃ ðåàëèçóåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì êóáå
Qm ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ

ξ̃0 =
(

j(1)m h + α1h, . . . , j
(d)
m h+ αdh

)

. (30)Åñëè âûáðàííûé íà ïåðâîì øàãå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè êóá Qm ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì,òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè âåêòîðà ξ̃ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðîñòîé �àêò (ñì.,íàïðèìåð, [2℄).Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè d-ìåðíàÿ òî÷êà α ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â îáëàñòè A1 ⊂
Rd êîíå÷íîãî îáúåìà Ā1 =

∫

G1

dx, òî îíà òàêæå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðîèçâîëü-íîé ïîäîáëàñòè A ⊆ A1 îáúåìà Ā ïðè óñëîâèè ïîïàäàíèÿ â ýòó ïîäîáëàñòü; ïðè ýòîì
P(α ∈ A) = Ā/Ā1.Äëÿ ãðàíè÷íîãî Qm ðåàëèçóåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå âåêòîðà ξ̃0 ïî �îðìóëå (30),è â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ξ̃0 ∈ G îíî ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåð-ïîçèöèè ðåàëèçóåòñÿ çàíîâî. Ïðè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ìåòîäà ñóïåðïî-çèöèè ìîæíî íå ðàçëè÷àòü ãðàíè÷íûå è �âíóòðåííèå� êóáû Qm, à ïðîâîäèòü ïðîâåðêóóñëîâèÿ ξ̃0 ∈ G äëÿ êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, ðåàëèçîâàííîãî ïî �îðìóëå (30)íà âòîðîì øàãå àëãîðèòìà.



30 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåê6. Ïðèìåíåíèå êâàíòèëüíîãî ìåòîäàÄëÿ òîãî ÷òîáû ïðèáëèæåíèå (22), (29) îáëàäàëî õîðîøèìè àïïðîêñèìàöèîííûìè ñâîé-ñòâàìè, ñëåäóåò âûáèðàòü h äîñòàòî÷íî ìàëûì. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðM ìîæåò áûòü âåñü-ìà áîëüøèì. Ýòî âåäåò ê îïðåäåëåííûì ïðîáëåìàì, ñâÿçàííûì ñ õðàíåíèåì çíà÷åíèé(29) â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ. Êðîìå òîãî, âîçíèêàþò òðóäíîñòè ðåàëèçàöèè íîìåðà
m â àëãîðèòìå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè.Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-âàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ m öåëî÷èñëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ñ ðàñïðåäåëåíèåì
P(η = i) = Pi (â íàøåì ñëó÷àå Pi = Cf(xi)h

d) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé.Àëãîðèòì 1. �åàëèçóåì çíà÷åíèå B := α0 è ïîëàãàåì i := 1. Ïðîèçâîäèì ïåðåïðè-ñâàèâàíèå
B := B − Pi. (31)Åñëè íîâîå çíà÷åíèå B íå ïîëîæèòåëüíî, òî ïîëàãàåì m = i, â ïðîòèâíîì ñëó÷àåïðîèçâîäèì ïåðåïðèñâàèâàíèÿ i := i + 1 è (31) è âíîâü ïðîèçâîäèì ïðîâåðêó B íàïîëîæèòåëüíîñòü è ò. ä.Ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü s àëãîðèòìà 1 ðàâíà s = a+

(

M
∑

i=1

iPi

)

× b; çäåñü a � çàòðàòûíà ìîäåëèðîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ñëó÷àéíîãî ÷èñëà α0, b � çàòðàòû íà îäíî ñðàâíåíèå
B ñ íóëåì. Ýòà âåëè÷èíà ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà M .Òðóäîåìêîñòü s ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü, åñëè ïðèìåíèòü òàê íàçûâàåìûéêâàíòèëüíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñì., íàïðèìåð,[2℄), êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Çàäàäèì öåëîå ÷èñëîK è ðàçîáüåì èíòåðâàë (0, 1) íàK ðàâíûõ ÷àñòåé [(j−1)/K, j/K),
j = 1, . . . , K. Äàëåå ïîñòðîèì ìàññèâ öåëûõ ÷èñåë {Xj}Kj=1 òàêîé, ÷òî

Xj = min{k : Rk = P1 + P2 + . . .+ Pk ≥ (j − 1)/K},íàçûâàåìûé ìàññèâîì íèæíèõ êâàíòèëåé. Ýòîò ìàññèâ çàäàåò íîìåð k ýëåìåíòà ìàñ-ñèâà {Ri; i = 1, 2, . . . ,M}, ñ êîòîðîãî ñëåäóåò íà÷èíàòü ïîèñê �ââåðõ� (ò. å. êàê è âàëãîðèòìå 1, âû÷èòàòü âåëè÷èíû Rq, q = k, k + 1, . . ., èç α0 ñ ïîìîùüþ ïåðåïðèñâàèâà-íèÿ (31) äî ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ) ïðè (j − 1)/K ≤ α < j/K.Îêîí÷àòåëüíî ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âûãëÿäèò ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì.Àëãîðèòì 2 (êâàíòèëüíûé ìåòîä).1. �åàëèçóåì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå α0 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â èíòåðâàëå (0, 1)ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû α.2. Âû÷èñëÿåì íîìåð n ïîëóèíòåðâàëà [(n− 1)/K, n/K), â êîòîðûé ïîïàäàåò α0, ïî�îðìóëå ìîäåëèðîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [1℄):
n = [Kα0] + 1, (32)çäåñü [T ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà T .3. �åàëèçóåì ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê �ñíèçó ââåðõ� íà÷èíàÿ ñ RXn

.Àëãîðèòì 2 òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé (ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì 1)îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâîâ íîìåðîâ {Xj} è ñóìì {RXj
}. Òåñòîâûåâû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ñëåäóåò âûáèðàòü ÷èñëî K êâàíòèëåé [(j − 1)/K, j/K) òàê,



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 31÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå M/K ≈ 2 (ïðè ýòîì òðóäîåìêîñòü s1 àëãîðèòìà 2ñ ðîñòîì M ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ).Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ý��åêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà 2 è â ñëó÷àå,êîãäà ÷èñëî M îòíîñèòåëüíî ìàëî è D0 > r = 1 + 1/mini=1,...,M Pi (çäåñü D0 � ìàê-ñèìàëüíî äîïóñòèìûé ðàçìåð ìàññèâà â âûáðàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Òîãäàìîæíî âçÿòü ÷èñëî êâàíòèëåé êàê öåëóþ ÷àñòü K = [r]; ïðè ýòîì â êàæäîì êâàíòèëå
[(j−1)/K, j/K) áóäåò íå áîëåå îäíîãî çíà÷åíèÿ Rk è â ïóíêòå 3 àëãîðèòìà 2 ïîòðåáóåòñÿíå áîëåå îäíîãî âû÷èòàíèÿ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â öåëîì ðÿäå ñèòóàöèé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî êâàí-òèëüíîãî ìåòîäà àëãîðèòì Óîëêåðà èëè äàæå áèíàðíûé ïîèñê, îäíàêî àëãîðèòì 2 ÿâ-ëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíûì è ïðîñòûì äëÿ ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ [2℄.7. Ñëó÷àé ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿÏðåäñòàâëåííûå âûøå àëãîðèòìû äîïóñêàþò ý��åêòèâíûå ìîäè�èêàöèè â ñëó÷àå, êî-ãäà f(x) ≡ 1/Ḡ ïðè x ∈ G è f(x) ≡ 0 ïðè x /∈ G (Ḡ � îáúåì êîìïàêòíîé îáëàñòè G),ò. å. ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â G. Çäåñü êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïðè-áëèæåíèå LMf(x), îïèñàííîå â ðàçäåëå 5, äàåò îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè Pi = hd/Ḡ1, i =
1, . . . ,M (â ýòîì ñëó÷àå G1 � îáëàñòü G, äîïîëíåííàÿ òåìè ÷àñòÿìè ãðàíè÷íûõ êóáîâ
Qm, êîòîðûå íå âõîäÿò â G). Ïîýòîìó ïðè âûáîðå íîìåðà m â àëãîðèòìå ìåòîäà ñó-ïåðïîçèöèè âìåñòî àëãîðèòìà 1 (èëè åãî ìîäè�èêàöèè � êâàíòèëüíîãî àëãîðèòìà 2)ìîæíî ïðèìåíèòü ïðîñòóþ �îðìóëó (òèïà (32)) ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîãî ðàâíîìåð-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2℄): m = [Mα0] + 1.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè ìàëîì øàãå h âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè Z ìîãóò âîçíèêíóòüïðîáëåìû ñ ñîõðàíåíèåì èí�îðìàöèè îá óçëàõ (28) è çíà÷åíèÿõ (29) â îïåðàòèâíîéïàìÿòè ÝÂÌ. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî îáõîäèòü ýòó òðóäíîñòü, ïîëü-çóÿñü, â ÷àñòíîñòè, òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ (29) îäèíàêîâû. Êðîìå òîãî,ìîæíî èñïîëüçîâàòü óòâåðæäåíèå 1, íàïðèìåð, èç ýëåìåíòàðíûõ êóáîâ Qi èç (27) ñ�îð-ìèðîâàòü ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä

Π = (a(1), b(1))× . . .× (a(d), b(d)) (33)ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà Π̄, ïîëíîñòüþ ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè G (áóäåì íàçûâàòü òàêîéïàðàëëåëåïèïåä âïèñàííûì â îáëàñòü G), è ñ âåðîÿòíîñòüþ Π̄/Ḡ ðàçûãðûâàòü �àêòïðèíàäëåæíîñòè âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ξ0 ýòîìó ïàðàëëåëåïèïåäó. Åñëè ξ0 ∈ Π, òîðåàëèçàöèÿ åãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðîèñõîäèò ïî �îðìóëàì òèïà (30):
ξ0 =

(

a(1) + (b(1) − a(1))α1, . . . , a
(d) + (b(d) − a(d))αd

)

, (34)èíà÷å â îáëàñòè G \ Π ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè.Ìîæíî (à ÷àùå âñåãî íóæíî) ñòðîèòü �âëîæåííóþ� ïðîöåäóðó âïèñûâàíèÿ ïàðàëëå-ëåïèïåäîâ ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà, äëÿ êîòîðîé î÷åðåäíîé ïàðàëëåëåïèïåä ñòðîèòñÿ âìíîæåñòâàõ òèïà G\Π. Â ïðåäåëå ïîëó÷àþòñÿ êîíñòðóêöèè, àíàëîãè÷íûå îïèñàííûì âðàçäåëå 5, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî òîëüêî ïîäìíîæåñòâà âèäà (27) è (33) ïîëó÷àþòñÿ ðàçíîé�îðìû è ðàçíîãî îáúåìà.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåäû (33) ìàëîãî îáúåìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìå-ñòî êóáîâ (27) â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè (âîêñåëåé) ñ çàìåíîé �îðìóëû



32 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåê(30) íà ñîîòíîøåíèå (34) â ñîîòâåòñòâóþùåì ìåòîäå ñóïåðïîçèöèè; ýòî ïðåäóñìîòðåíîâ ïðîãðàììíîì ìîäóëå AITri
ks GeomRandom (ñì. ðàçäåë 9 è ñàéò [1℄).Êðîìå òîãî ìîæíî ïûòàòüñÿ âïèñûâàòü â îáëàñòü G (è èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâåâîêñåëåé) äðóãèå ñòàíäàðòíûå �èãóðû, äëÿ êîòîðûõ èìåþòñÿ �îðìóëû ðåàëèçàöèèðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ òðèàíãóëÿ-öèè äâóìåðíîé îáëàñòè (èëè ïîâåðõíîñòè) òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ý��åêòèâíîãî àëãî-ðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ (äâóìåðíîãî èëè òðåõìåðíîãî), ðàâíîìåð-íî ðàñïðåäåëåííîãî â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè r1, r2, r3 (ñì., íàïðèìåð, [12℄). Èìååì
ξ = r1 + (r2 − r1)η

(1) + (r3 − r2)η
(2), ãäå âåêòîð (η(1), η(2)) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí â�ñòàíäàðòíîì� òðåóãîëüíèêå {(u, v) : 0 < u < 1, 0 < v < u}. Äëÿ ðåàëèçàöèè âû-áîðî÷íûõ çíà÷åíèé (η

(1)
0 , η

(2)
0 ) íàèáîëåå ý��åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

η
(1)
0 := α1, η

(2)
0 := α2; åñëè η

(1)
0 < η

(2)
0 , òî η(1)0 := 1 − η

(1)
0 , η

(2)
0 := 1 − η

(2)
0 (çäåñü �:=� �çíàê ïåðåïðèñâàèâàíèÿ). Ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûì, ÷åì �îðìóëû

η
(1)
0 :=

√
α1, η

(2)
0 := α2η

(1)
0 , ðåêîìåíäîâàííûå â [12℄.Èçâåñòíû òàêæå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-äåëåííûõ â äðóãèõ �ïðèìèòèâíûõ� �èãóðàõ (êðóã, ñ�åðà, óñå÷åííûé êîíóñ, òîð è äð.).Òàê, �îðìóëû
ξ
(1)
0 = R

√
α1 sin 2πα2, ξ

(2)
0 = R

√
α1 cos 2πα2 (35)äàþò ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ξ =

(

ξ(1), ξ(2)
), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â êðóãå ðàäèó-ñà R, à �îðìóëû

ξ
(1)
0 = rζ sin θζ cos φζ , ξ

(2)
0 = rζ sin θζ sin φζ , ξ

(3)
0 = rζ cos θζ , (36)ãäå cos θζ = 1 − 2α1, rζ = R(α2)

1/3, φζ = 2πα3, äàþò ðåàëèçàöèþ âåêòîðà ξ =
(

ξ(1), ξ(2), ξ(3)
), ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî â øàðå ðàäèóñà R (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Ñëå-äóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî äëÿ �èãóð H , îòëè÷íûõ îò ïàðàëëåëåïèïåäà (33), ãîðàçäîòðóäíåå ñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ äîïîëíåíèé G \ H è ðåàëèçîâûâàòü íà íèõ àëãîðèòììåòîäà ñóïåðïîçèöèè.Îòìåòèì åùå îäíó âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ âåêòîðà ξ, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-ëåííîãî â îáëàñòè G, � ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2℄, à òàêæå ðàçäåë 4). Çäåñüäëÿ îáëàñòè G ñòðîèòñÿ îïèñàííûé ïàðàëëåëåïèïåä âèäà (33) (ò. å. â äàííîì ñëó÷àå

G ⊂ Π) è ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ òî÷êà (34). Åñëè
ξ0 ∈ G, (37)òî ñîîòâåòñòâóþùåå âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ, èíà÷å ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ �îð-ìóëà (34) âïëîòü äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà áóäåò âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (37). Ñîãëàñíîóòâåðæäåíèþ 1, ðåàëèçîâàííîå òàêèì îáðàçîì âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàâ-íîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ â îáëàñòè G.Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ áóäåò òåì ý��åêòèâíåå, ÷åì ðàíüøå (â ñðåäíåì) áóäåò âûïîë-íåíî ñîîòíîøåíèå (37). Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [2℄), ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî îáðàùåíèé ê�îðìóëå (34) äî âûïîëíåíèÿ (37) ðàâíî îòíîøåíèþ îáúåìîâ s̃ = Π̄/Ḡ. Òàêèì îáðàçîì,íóæíî ñòàðàòüñÿ âûáèðàòü îïèñàííûé ïàðàëëåëåïèïåä Π ìèíèìàëüíîãî îáúåìà, ò. å.äîáèâàòüñÿ òîãî, ÷òîáû âåëè÷èíà s̃ áûëà áëèçêà ê åäèíèöå:

s̃ = Π̄/Ḡ & 1. (38)



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 33Â áîëüøîì ÷èñëå ñëó÷àåâ äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (38) íå óäàåòñÿ, è ïî-ýòîìó îïèñàííûå �ïðÿìûå� ìåòîäû, ñâÿçàííûå ñ �âîêñåëèçàöèåé� è ñ ïðèìåíåíèåì àë-ãîðèòìà ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè è åãî ìîäè�èêàöèé, îêàçûâàþòñÿ áîëåå ýêîíîìè÷íûìè(çäåñü, îäíàêî, ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ìîæåò ïðèãîäèòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè òî÷åê âáëèçèãðàíèöû îáëàñòè � ñì. ðàçäåë 5). Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ìîæíî ñäåëàòü è äëÿ ìåòî-äîâ èñêëþ÷åíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ �ïîãðóæåíèåì� îáëàñòè G â äðóãèå ñòàíäàðòíûå îáëàñòè(íàïðèìåð, â îêðóæíîñòü èëè êðóã ñ ïðèìåíåíèåì �îðìóë (35), (36)).8. Èòåðàöèîííûé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿàäàïòèâíûõ ñåòîêÎïèñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ òåõíîëîãèè êîíñòðóèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïëîò-íîñòåé, äîïóñêàþùèõ òî÷íóþ èëè ïðèáëèæåííóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ âûáîðî÷íûõçíà÷åíèé, íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâ-íûõ ñåòîê íà ñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ êîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ. Èñïîëüçîâàíèå àäàïòèâ-íûõ ñåòîê â çàäà÷àõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü òî÷íîñòü ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áåç ñóùåñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà óçëîâ (ñì., íàïðèìåð,[3, 13�17℄). �Ñãóùåíèÿ� óçëîâ (ò. å. èõ ðàñïðåäåëåíèå ñîãëàñíî çàäàííîé ïëîòíîñòè f(x))÷àñòî òðåáóþòñÿ â ïîäîáëàñòÿõ, ãäå ëèáî ñàìî ðåøåíèå, ëèáî åãî ãðàäèåíò ïðèíèìàþòáîëüøèå çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, âàæíûå ïðèëîæåíèÿ àäàïòèâíûõ ñåòîê (òàêèå, êàê îáðà-áîòêà èçîáðàæåíèé, âèçóàëèçàöèÿ äàííûõ è ò. ï.) ñâÿçàíû ñ ó÷åòîì ñëîæíîé ãåîìåòðèèîáúåìíûõ îáëàñòåé è èõ ïîâåðõíîñòåé.Ñðåäè âñåõ âèäîâ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñåòîê ìîæíî âûäåëèòü âàæíûé êëàññ, â êî-òîðîì àäàïòèâíûå ñåòêè ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ �âû÷èñëèòåëüíîé� îá-ëàñòè Q ⊂ Rk
Q íà ��èçè÷åñêóþ� îáëàñòü X . Êàê ïðàâèëî, k = d (äëÿ �îáúåìíûõ� ñåòîê)èëè k = d − 1 (äëÿ �ïîâåðõíîñòíûõ� ñåòîê). Ê óêàçàííîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìåòîä ýê-âèðàñïðåäåëåíèÿ [16℄, ìåòîä Òîìïñîíà [15℄, ýëëèïòè÷åñêèå ìåòîäû [17℄ è äð. Âñå îíè,à òàêæå àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû è ìåòîä êîí�îðìíûõ îòîáðàæåíèé [13, 14℄ òðåáóþòðåøåíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðî-èçâîäíûìè (ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü äîâîëüíî æåñòêèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòèíà ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, à òàêæå íà ñïîñîáû çàäàíèÿ îáëàñòè). Åùå îäèííåäîñòàòîê ïåðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ñâÿçàí ñ òðóäíîñòÿìè àâòîìàòèçàöèè è ðàñïàðàë-ëåëèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííûõ ñõåì.Ïðåîäîëåòü óêàçàííûå íåäîñòàòêè ïîçâîëÿåò ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [3℄ èïîäðàçóìåâàþùèé èñïîëüçîâàíèå ñòîõàñòè÷åñêèõ íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé ñàìîîðãàíèçà-öèè, òàêèõ êàê ñàìîîðãàíèçóþùèåñÿ êàðòû Ò.Êîõîíåíà (Self-Organizing Maps � SOM),ðàñòóùèé íåéðîííûé ãàç (Growing Neural Gas � GNG), ðàñòóùèå êëåòî÷íûå ñòðóêòóðû(Growing Cell Stru
tures � GCS) [18℄.Îïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Â ��èçè÷åñêîé� îáëàñòè X (èëè íàåå ïîâåðõíîñòè GX) òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñåòêó X(M) = {x1, . . . ,xM}, ðàñïðåäåëåíèåóçëîâ êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîé ïëîòíîñòè f(x), x ∈ Rd

X . Ñòðóêòóðà ýòîé ñåòêè(ïîðÿäîê è ñòðóêòóðà ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ) çàäàåòñÿ �êàðòîé� Q(M) = {q1, . . . ,qM} è ñè-ñòåìîé òàê íàçûâàåìûõ íåéðîíîâ E(M) = {e1, . . . , eM} (ãäå ei = (qi,xi)), îïðåäåëÿþùèõñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñåòêàìè X(M) è Q(M).Ïðèáëèæåíèå íåéðîíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ñàìîîáó÷åíèÿ, ïðåä-ñòàâëÿþùåé ñîáîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà ïîñëåäîâàòåëüíîì �îðìè-



34 Ì.Â. Áåññìåëüöåâ, À.Â. Âîéòèøåêðîâàíèè îáó÷àþùåãî ìíîæåñòâà Ξ(T ) = {ξ0(1), . . . , ξ0(T )} â âèäå âûáîðêè èç âåðîÿò-íîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, èìåþùåãî ïëîòíîñòü f(x); çäåñü T �êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, ξ0(t) ∈ X (èëè ξ0(t) ∈ GX ; t = 1, . . . , T ). Êðîìå òîãî, ñ ïîìî-ùüþ ñïåöèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ îáó÷åíèÿ θqj
(t,qi) ∈ [0, 1) íà êàæäîì øàãå èòåðàöèèóñòàíàâëèâàþòñÿ ëàòåðàëüíûå ñâÿçè ìåæäó íåéðîíàìè ei è ej . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê X(M)(t) = {x1(t), . . . ,xM(t)}; ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèåñîîòíîøåíèÿ

X(M) ≈ X̃(M) = lim
t→∞

X(M)(t) ≈ X(M)(T ). (39)Çíàêè ïðèáëèæåííûõ ðàâåíñòâ â (39) îçíà÷àþò íå òîëüêî ìàëîñòü ðàññòîÿíèé ρ(xi(∞),xi),
ρ(xi(∞),xi(T )) è ρ(xi(T ),xi), ãäå
ρ(x,y) =

√

(x(1) − y(1))2 + . . .+ (x(d) − y(d))2, x = (x(1), . . . , x(d)), y = (y(1), . . . , y(d)),íî è âîñïðîèçâåäåíèå (ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ) òðåáóåìûõ ñâîéñòâ ñåòêè X(M) (íàïðè-ìåð, ñâîéñòâ ïðÿìîóãîëüíîñòè, îòñóòñòâèÿ ãðàíè÷íîãî ý��åêòà è äð.) ïðè ðåàëèçàöèèñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.Àëãîðèòì 3 [3, 18℄. 1. Óñòàíàâëèâàþòñÿ íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ óçëîâ ñåòêè
X(M)(0) = {x1(0), . . . ,xM(0)}.2. Íà êàæäîé èòåðàöèè ñ íîìåðîì t = 1, . . . , T âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:à) âûáèðàåòñÿ î÷åðåäíîé ýëåìåíò ξ0(t) âûáîðêè Ξ(T );á) âû÷èñëÿþòñÿ ðàññòîÿíèÿ ρ(ξ0(t),xi(t−1)) îò òî÷êè ξ0(t) äî âñåõ óçëîâ xi(t−1)è âûáèðàåòñÿ áëèæàéøèé ê ξ0(t) óçåë xm(t− 1) â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì

m = arg min
i=1,...,M

ρ (ξ0(t),xi(t− 1)) ;òàêîé óçåë xm(t− 1) íàçûâàþò ïîáåäèòåëåì ;â) ïðîâîäèòñÿ êîððåêòèðîâêà ïîëîæåíèé âñåõ óçëîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé
xi(t) = xi(t− 1) + θqm

(t,qi) (ξ0(t)− xi(t− 1)) (40)äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,M .Íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà 3 óçëû ñåòêè ñäâèãàþòñÿ ê ñëó÷àéíîé òî÷êå ξ0(t).Ïîýòîìó â ìåñòàõ âûñîêîé êîíöåíòðàöèè ýëåìåíòîâ âûáîðêè ïîñòåïåííî ñêàïëèâàåòñÿâñå áîëüøå óçëîâ, çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàþòñÿ ñãóùåíèÿ ñåòêè. Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òîïðè T → ∞ àëãîðèòì 3 âåäåò ê âûïîëíåíèþ àíàëîãà ïðèíöèïà ýêâèðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å.ê ïîëó÷åíèþ òðåáóåìîé ïëîòíîñòè ñåòêè, îïðåäåëÿåìîé �óíêöèåé f(x). Âåñüìà íåòðè-âèàëüíîé (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 3) ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàâûáîðà êîý��èöèåíòà îáó÷åíèÿ θqm
(t,qi) èç �îðìóëû (40).9. Ïðîãðàììíûé ìîäóëü AITri
ks GeomRandomÏðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 3 îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïóíêò 2à,â êîòîðîì òðåáóåòñÿ ÷èñëåííî ìîäåëèðîâàòü ìíîãîìåðíóþ (÷àùå âñåãî äâóìåðíóþ èëèòðåõìåðíóþ) ñëó÷àéíóþ òî÷êó (ñëó÷àéíûé âåêòîð) ξ0, ðàñïðåäåëåííóþ ñîãëàñíî çàäàí-íîé ïëîòíîñòè f(x). Çäåñü íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì âèäèòñÿ ïðèìåíåíèå òåõíîëîãèéïðèáëèæåíèÿ ïëîòíîñòåé, îïèñàííûõ â ðàçäåëàõ 5�7. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåêîìåíäàöèèèñïîëüçîâàíû ïðè ñîçäàíèè ïðîãðàììíîãî ìîäóëÿ AITri
ks GeomRandom [1℄.



Ìîäè�èêàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðàììíûõ ìîäóëåé... 35GeomRandom ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðîññ-ïëàò�îðìåííóþ áèáëèîòåêó C++-êëàññîâ èøàáëîíîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷åê âíóòðè è íà ãðàíèöå îäíî-, äâóõ- è òðåõ-ìåðíûõ �èãóð. Áèáëèîòåêà ïîääåðæèâàåò ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíûõ òî÷åê êàê íà �èãó-ðàõ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ îïåðàöèé íàä ïðèìèòèâíûìè �èãóðàìè (êóá, ïà-ðàëëåëåïèïåä, êðóã, ñ�åðà, óñå÷åííûé êîíóñ, òîð è äð.), òàê è íà ñëîæíûõ îáúåêòàõ, çà-äàííûõ ïîâåðõíîñòíîé òðèàíãóëÿöèåé. Ó ïîëüçîâàòåëÿ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàãðóçèòü�àéë ñ CAD�ìîäåëüþ â îäíîì èç ñòàíäàðòíûõ �îðìàòîâ, òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàÿ ñîâìå-ñòèìîñòü ñ òàêèìè ðàñïðîñòðàíåííûìè CAD�ïàêåòàìè, êàê Autodesk AutoCAD/Inventorè äð. �åàëèçîâàíà ýêîíîìè÷íàÿ âåðñèÿ âîêñåëèçàöèè (ðàçáèåíèÿ îáëàñòè íà ïðîñòûåïîäîáëàñòè) ñ öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè. Â ñëó÷àåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé ðàçáèåíèÿ ïðåäóñìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå êâàíòèëü-íîãî ìåòîäà (ñì. ðàçäåë 6).Îñîáî îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé ïðîãðàììíûé ìîäóëü ñíà÷àëà ðàçðàáàòûâàëñÿ äëÿïðåèìóùåñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 3 è åãî ìîäè�èêàöèé. Ñëå-äóåò, îäíàêî, ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîò ìîäóëü ìîæåò áûòü ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàí ïðèðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëèðîâàíèåì ñëó÷àéíûõ òî÷åê. Çäåñü â ïåðâóþî÷åðåäü ñëåäóåò óïîìÿíóòü çàäà÷è, ðåøàåìûå ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãîìîäåëèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè GeomRandomòî÷êè ìîæíî ëèáî èñïîëüçîâàòü âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû, ëèáî ýêñïîðòè-ðîâàòü â îäèí èç óäîáíûõ �îðìàòîâ, â òîì ÷èñëå â ñòàíäàðòíûé �îðìàò PTS.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíû òåõíîëîãèè êîíñòðóèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñ-ïðåäåëåíèÿ, äîïóñêàþùèõ ý��åêòèâíóþ ÷èñëåííóþ ðåàëèçàöèþ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé:òåõíîëîãèÿ âëîæåííûõ çàìåí (äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ), òåõíîëîãèÿ âçâåøåííîãî ïàðàìåòðà (äëÿ ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ äâóìåðíîãî ñëó-÷àéíîãî âåêòîðà ñ çàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè), òåõíîëîãèÿ �îðìèðîâàíèÿ ñìåñè (äëÿìåòîäà äèñêðåòíîé ñóïåðïîçèöèè), òåõíîëîãèÿ �ïîð÷è� ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ(äëÿ ìàæîðàíòíîãî ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ).Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèé (â ÷àñòíîñòè, ïîëèíîìèàëüíûõ è êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ,à êîíêðåòíåå � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ) âåðîÿòíîñòíûõ ïëîòíîñòåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðàðàññìîòðåí èòåðàöèîííûé äèñêðåòíî-ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ ñå-òîê. Ïðåäñòàâëåí ïðîãðàììíûé ìîäóëü AITri
ks GeomRandom, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòüâûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ñîãëàñíî çàäàííîé ïëîòíî-ñòè â ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ îáëàñòÿõ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ http://aitri
ks.
om/produ
ts/geomrandom/[2℄ Ìèõàéëîâ �.À., Âîéòèøåê À.Â. ×èñëåííîå ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. ÌåòîäûÌîíòå-Êàðëî. Ì.: Èçä. öåíòð �Àêàäåìèÿ�, 2006.[3℄ Íå÷àåâà Î.È. Íåéðîñåòåâûå ìîäåëè, àëãîðèòìû è êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ïîñòðîåíèÿàäàïòèâíûõ ñåòîê. Äèññ. ... êàíä. �èç.-ìàò. íàóê. Íîâîñèáèðñê, Í�Ó, 2007.[4℄ Äåéâèä �. Ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè. Ì.: Íàóêà, 1979.
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