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2Èíñòèòóò ñèñòåì îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé �ÀÍ, Ñàìàðà, �îññèÿe-mail: tk�smr.ru, dimitriy�smr.ru�àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà �óíê-öèîíàëüíîé äåêîìïîçèöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîê ñ öèêëè÷åñêèìðàçáèåíèåì ñåòî÷íîé îáëàñòè. Äàííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðåøå-íèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñõåì ìåòîäîâ ðàñùåïëåíèÿ è ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèéâ ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè äåêîìïî-çèöèè îáëàñòè è öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì õàðàêòåðèçóåòñÿñîîòâåòñòâåííî ìåíüøèì îáúåìîì àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è ìåíüøèì îáúåìîìêîììóíèêàöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû, ìåòîä âñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðî-ãîíîê.ÂâåäåíèåÏðèìåíåíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè îòêðûâà-åò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèé �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, ïîçâîëÿÿ ðàññìàòðèâàòüèçó÷àåìûå ïðîöåññû íà áîëåå äëèòåëüíûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ ëèáî íà áîëåå îáøèð-íûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîÿâëåíèåì äîñòóïíûõ ìíîãîïðîöåññîðíûõñèñòåì ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé îïòèêè [1℄ ïîëó÷èëî íîâûé èìïóëüñ. Òàê, ñîâðåìåí-íûé ïåðåõîä ê íàíîîïòèêå îáóñëîâëèâàåò ïîïóëÿðíîñòü Finite-Di�eren
e Time-Domain(FDTD) ìåòîäà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â ðàì-êàõ ñòðîãîé òåîðèè äè�ðàêöèè. Èçâåñòíàÿ ìîíîãðà�èÿ Yu Wenhua è äð. [2℄ ïîäûòî-æèâàåò ìíîãîëåòíþþ ïðàêòèêó ñîñòàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ FDTD-ìåòîäà.Îäíàêî â íåé îñòàëèñü íå ðàññìîòðåííûìè âàæíûå ðàçíîñòíûå ñõåìû Zheng, Chen,Zhang [3℄ è ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ýòèõ ñõåì.Äëÿ âîñïîëíåíèÿ äàííîãî ïðîáåëà àâòîðû íàñòîÿùåé ðàáîòû ðàññìàòðèâàþò ïîñòðî-åíèå ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîêíà äâóìåðíûõ ñåòî÷íûõ îáëàñòÿõ. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñõåì ðàñùåïëåíèÿ è ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêè-ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (íàïðèìåð, èç [3℄). Â îïòèêå òàêèå óñëîâèÿ ñòàâÿòñÿ ïðèðàññìîòðåíèè çàäà÷è äè�ðàêöèè íà ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ � äè�ðàêöèîííûõ ðå-øåòêàõ è �îòîííûõ êðèñòàëëàõ.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû 10-07-00453-à è 10-07-00553-à).64



Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ... 65Êðîìå òîãî äàííûé àëãîðèòì ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè äðóãèõ çà-äà÷ âû÷èñëèòåëüíîé �èçèêè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðåøåíèå êîòîðûõïðèâîäèò ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ëåíòî÷íîãî âèäà.Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ìåòîäå öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîê [4℄ è ÿâëÿåòñÿðàçâèòèåì ïîäõîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ [5, 6℄ äëÿ ìåòîäà âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê.Èçâåñòíû è äðóãèå ïðÿìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ ÑËÀÓ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõñèñòåìàõ: äåêîìïîçèöèè îáëàñòè è öèêëè÷åñêîé ðåäóêöèè. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî â [7℄,îíè ìåíåå ý��åêòèâíû, ÷åì àëãîðèòì âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê, ëèáî ïî ÷èñëó àðè�ìåòè-÷åñêèõ îïåðàöèé (äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè), ëèáî ïî îáúåìó êîììóíèêàöèé (öèêëè÷åñêàÿðåäóêöèÿ).1. Ìåòîä âñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîêäëÿ äâóìåðíûõ ñåòî÷íûõ îáëàñòåéÏîëîæèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè (íàïðèìåð,òåïëîïðîâîäíîñòè èëè ýëåêòðîäèíàìèêè) èñïîëüçóåòñÿ äâóìåðíàÿ ñåòî÷íàÿ îáëàñòü
wh = w1

h1
× w2

h2
, ãäå w1

h1
= {x1(i) = ih1, i = 0, 1, ...,M − 1}, w2

h2
= {x2(j) = jh2, j =

0, 1, ..., N − 1}. Íà wh çàäàíà ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ gij = g(ih1, jh2). Ïîñëå ñîñòàâëåíèÿíåêîòîðîé ðàçíîñòíîé ñõåìû (ëèáî ðàñùåïëåíèÿ, ëèáî ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé [3, 8℄)íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå ñîâîêóïíîñòè ÑËÀÓ: êàæäîé ñòðîêå è ñòîëáöó ñåòî÷íîé îá-ëàñòè wh ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñèñòåìà ëåíòî÷íîãî âèäà. Ïðèìåð � ðàçíîñòíàÿ êðàåâàÿçàäà÷à èç [4℄
−a0yM−1 + c0y0 − b0y1 = f0, i = 0,

−aiyi−1 + ciyi − biyi+1 = fi, 1 ≤ i ≤M − 1,

yM = y0.Â öåëîì ðåøåíèå âñåõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñõåìû (íà îäíîì âðåìåííîì ñëîå, åñëèñõåìà íåñòàöèîíàðíàÿ) ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì M óðàâíåíèé (1) ïî N ñòðîêàì wh è Nóðàâíåíèé (2) ïî M ñòîëáöàì:
Akyk = bk, (1)ãäå Ak ∈ RM×M , yk, bk ∈ RM , yk = (gk,0, ..., gk,M−1), k = 0 : N − 1, aij 6= 0 äëÿ i ≤ j + 1,

j ≤ i+ 1, à òàêæå a1M 6= 0, aM1 6= 0,
Alyl = bl, (2)ãäå Al ∈ RN×N , yl, bl ∈ RN , yl = (g0,l, ..., gN−1,l)

T , l = 0 :M − 1, aij 6= 0 äëÿ i ≤ j + 1,
j ≤ i+ 1, à òàêæå a1N 6= 0, aN1 6= 0.Äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (1) çàïèøåì ìåòîä öèêëè÷åñêèõ âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê. Êàê èâ ìåòîäå öèêëè÷åñêîé ïðîãîíêè [4℄, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèèñåòî÷íûõ �óíêöèé

yi = ui + y0vi, 0 ≤ i ≤M − 1. (3)Äëÿ îòûñêàíèÿ ui, vi îáðàòèìñÿ ê ìåòîäó âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê [4℄. Òîãäà
α2 =

a23
a22

, β2 =
b1
a22

, γ2 =
a21
a22

, (4)
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αi+1 =

a(i+1)(i+2)

a(i+1)(i+1) − a(i+1)iαi

, βi+1 =
bi + a(i+1)iβi

a(i+1)(i+1) − a(i+1)iαi

,

γi+1 =
a(i+1)iγi

a(i+1)(i+1) − a(i+1)iαi

, i = 2, m− 1, (5)
ζM−1 =

aM(M−1)

aMM

, ηM−1 =
bM−1

aMM

, ψM−1 =
aM1

aMM

, (6)
ζi−1 =

ai(i−1)

aii − ai(i+1)ζi
, ηi−1 =

bi−1 + ai(i+1)ηi
aii − ai(i+1)ζi

,

ψi−1 =
ai(i+1)ψi

aii − ai(i+1)ζi
, i =M − 1, m (7)

ui = αi+1ui+1 + βi+1, vi = αi+1vi+1 + γi+1, i = m− 1, 1, (8)
ui+1 = ζi+1ui + ηi+1, vi+1 = ζi+1vi + ψi+1,

i = m,M − 2, vM = 1, uM = 0, u0 = 0, v0 = 1, (9)
y0 =

b0 + a1MuM−1 + a12u1
a11 − a1MvM−1 − a12v1

,ãäå α, β, γ, ζ, η, ψ � ïðîãîíî÷íûå êîý��èöèåíòû, v, u� ïðîìåæóòî÷íûå ñåòî÷íûå �óíê-öèè. Çíà÷åíèÿ èñêîìîé ñåòî÷íîé �óíêöèè yi íàéäåì ïî �îðìóëå (3).ÑËÀÓ (2) ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî.2. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ÷åòûðåõïðîöåññîðíîéâû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìûÏðèñòóïàÿ ê ñèíòåçó ÷åòûðåõïðîöåññîðíîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, ïðîâåäåìäâóìåðíîå ðàçáèåíèå ñåòî÷íîé îáëàñòè wh íà ÷åòûðå ïîäîáëàñòè (ðèñ. 1) w1
h, w

2
h, w

3
h, w

4
h(ãäå wi

h ïðèíàäëåæèò i-ìó ïðîöåññîðó). Íà ïåðâîì ýòàïå àëãîðèòìà ïðîöåññîðû 1, 3âûïîëíÿþò âñòðå÷íûå ïðîãîíêè äëÿ ñòðîê ñ 1 ïî N/2, ïðîöåññîðû 2, 4 � äëÿ ñòðîê ñ
N/2+1 ïî N , ïðîèçâîäÿ âû÷èñëåíèÿ ïî (4)�(7) è îáìåíèâàÿñü ìåæäó ñîáîé ïðîãîíî÷íû-ìè êîý��èöèåíòàìè (ðèñ. 1, à) (íàïðèìåð, ïðîöåññîð 1 ïðîèçâîäèò îáìåí ñ ïðîöåññîðîì3, ïðîöåññîð 2 � ñ ïðîöåññîðîì 4). Îáðàòíûé õîä ñîïðîâîæäàåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïðîìå-æóòî÷íûõ çíà÷åíèé ñåòî÷íûõ �óíêöèé äëÿ òåõ æå ñòðîê ïî �îðìóëàì (8), (9) è îáìå-íàìè ýòèìè çíà÷åíèÿìè (ðèñ. 1, á). Â çàâåðøåíèå ïðîöåññîðû 1 è 2, ïîëó÷èâ ãðàíè÷íûåçíà÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé îò ïðîöåññîðîâ 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî, âû-÷èñëÿþò y0 è ïåðåñûëàþò åãî çíà÷åíèå ïðîöåññîðàì 3, 4. Íàõîæäåíèå çíà÷åíèé èñêîìûõñåòî÷íûõ �óíêöèé ñîãëàñíî (3) âûïîëíÿþò âñå ïðîöåññîðû îäíîâðåìåííî (ðèñ. 1, â). Íàâòîðîì ýòàïå ïðîöåññîðû 1, 2 è 3, 4 îñóùåñòâëÿþò âñòðå÷íûå ïðîãîíêè äëÿ ñòîëáöîâ ñ1 ïîM/2 è ñM/2+1 ïîM , âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ïî (4)�(7)è îáìåíèâàÿñü èìè (ðèñ. 1, ã). Íàïðèìåð, ïðîöåññîð 1 ïðîèçâîäèò îáìåí ñ ïðîöåññîðîì2, ïðîöåññîð 3 � ñ ïðîöåññîðîì 4. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî õîäà îïðåäåëÿþòçíà÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ñåòî÷íûõ �óíêöèé ñîãëàñíî (8), (9) äëÿ òåõ æå ñòîëáöîâ(ðèñ. 1, ä). Ïîñëå ýòîãî ïðîöåññîðû 1, 3, ïîëó÷èâ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõñåòî÷íûõ �óíêöèé îò ïðîöåññîðîâ 2, 4 ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿþò y0 è ïåðåñûëàþò åãîçíà÷åíèå ïðîöåññîðàì 2, 4. Âûïîëíÿÿ ïðÿìîé õîä, ñîãëàñíî (3) ïðîöåññîðû îïðåäåëÿþòðåøåíèå (2) (ðèñ. 1, å).



Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ... 67

�èñ. 1. Ýòàïû âû÷èñëåíèé ïî ïàðàëëåëüíîìó àëãîðèòìó, ðåàëèçóþùåìó ìåòîä âñòðå÷íûõ öèê-ëè÷åñêèõ ïðîãîíîê íà äâóìåðíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè äëÿ ÷åòûðåõ ïðîöåññîðîâ: à � ïðÿìîé õîäïî ñòðîêàì, á � îáðàòíûé õîä ïî ñòðîêàì, â � îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ñåòî÷íûõ �óíê-öèé, ã � ïðÿìîé õîä ïî ñòîëáöàì, ä � îáðàòíûé õîä ïî ñòîëáöàì, å � îïðåäåëåíèå çíà÷åíèéèñêîìûõ ñåòî÷íûõ �óíêöèéÏîñêîëüêó âñå ïðîöåññîðû ïðîèçâîäÿò âû÷èñëåíèÿ îäíîâðåìåííî, óäàåòñÿ èçáåæàòüïðîñòîåâ, ñâÿçàííûõ ñ îæèäàíèåì çàâåðøåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äðóãèìè ïðî-öåññîðàìè, íåèçáåæíûõ ïðè ëèíåéíîé äåêîìïîçèöèè [9℄. Çäåñü è äàëåå íå ðàññìàòðè-âàþòñÿ âðåìåííûå çàòðàòû íà îðãàíèçàöèþ êîììóíèêàöèé (âðåìÿ ëàòåíöèè, äëèòåëü-íîñòü ïåðåñûëêè ñîîáùåíèé), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåòíûõ âû÷èñ-ëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ è íå õàðàêòåðèçóþò ñîáñòâåííî àëãîðèòì.3. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ñ öèêëè÷åñêèì ðàçáèåíèåì�àñïðîñòðàíèì èäåþ àëãîðèòìà ñ ÷åòûðåõ ïðîöåññîðîâ íà P . Îïèñàíèå àëãîðèò-ìà áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ èçëîæåíèåì îáùåãî ñëó÷àÿ (P ïðîöåññîðîâ) è ïðèìåðîì äëÿ16 ïðîöåññîðîâ. Âûïîëíèì öèêëè÷åñêîå ðàçáèåíèå äâóìåðíîé îáëàñòè wh íà P 2/4 ïîä-îáëàñòè (64 äëÿ 16 ïðîöåññîðîâ), ãäå P = 2q, q ∈ N (ðèñ. 2). Ïðîöåññîð p (0 ≤ p ≤ P )íà i-ì øàãå áóäåò ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïîäîáëàñòåé wp

h(i).
w0
h(1) w3

h(2) w2
h(3) w1

h(4) w9
h(4) w10

h (3) w11
h (2) w8

h(1)

w1
h(1) w0

h(2) w3
h(3) w2

h(4) w10
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h(1) w1
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h(3) w3
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h (1)
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h(1) w2

h(2) w1
h(3) w0

h(4) w8
h(4) w9

h(3) w10
h (2) w11

h (1)

w4
h(1) w5

h(2) w6
h(3) w7

h(4) w15
h (4) w14

h (3) w13
h (2) w12

h (1)

w5
h(1) w6

h(2) w7
h(3) w4

h(4) w12
h (4) w15

h (3) w14
h (2) w13

h (1)

w6
h(1) w7

h(2) w4
h(3) w5

h(4) w13
h (4) w12

h (3) w15
h (2) w14

h (1)

w7
h(1) w4

h(2) w5
h(3) w6

h(4) w14
h (4) w13

h (3) w12
h (2) w15

h (1)�èñ. 2. Öèêëè÷åñêîå ðàçáèåíèå äâóìåðíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè äëÿ øåñòíàäöàòèïðîöåññîðíîãîïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä âñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîê



68 Ë.Â. Ëîãàíîâà, Ä.Ë. �îëîâàøêèíËþáîé ïðîöåññîð áóäåò âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèÿ äëÿ P/4 ïðÿìîóãîëüíûõ ïîäîáëà-ñòåé, è íèêàêèå äâå ïîäîáëàñòè, âû÷èñëåíèÿ äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íà îäíîì ïðî-öåññîðå, íå ñîäåðæàò îäíó è òó æå ñòðîêó èëè ñòîëáåö ñåòî÷íîé îáëàñòè. Äàííàÿ îñî-áåííîñòü ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü àðè�ìåòè÷åñêèå äåéñòâèÿ âñåì ïðîöåññîðàì îäíîâðå-ìåííî.Øàãè ïåðâîãî ýòàïà àëãîðèòìà, ñâÿçàííîãî ñ öèêëè÷åñêèìè ïðîãîíêàìè ïî ñòðîêàìñåòî÷íîé îáëàñòè, ïðèâåäåíû â òàáë. 1.Íà i-ì øàãå (ñì. òàáë. 1) ïðîöåññîðû (ñ íîìåðàìè èç ñòîëáöà 2) ïðîèçâîäÿò âû÷èñ-ëåíèÿ ïî àëãîðèòìó (ñòîëáåö 4) íàä ïîäîáëàñòüþ, óêàçàííîé â ñòîëáöå 3. Â ñòîëáöå 5îïðåäåëåíû êîììóíèêàöèè, êîòîðûå îñóùåñòâëÿåò êàæäûé ïðîöåññîð. Îïèñàíèå êîì-ìóíèêàöèé âûïîëíåíî â íîòàöèè Äæ. �îëóáà, ïðåäëîæåííîé â �óíäàìåíòàëüíîé ðàáî-òå [10℄. Òàê, çàïèñü âèäà if p = 0 then send (α, β, γ, P/4− 1) (ñòîëáåö 5, øàã 1, ïðîöåññîð
0 ≤ p ≤ P/4 − 1) îçíà÷àåò, ÷òî 0-é ïðîöåññîð ïîñûëàåò çíà÷åíèÿ α, β, γ, îïðåäåëåííûåÒ à á ë è ö à 1. Øàãè ïåðâîãî ýòàïà àëãîðèòìàØàã (i) Ïîäîá- Âû÷èñ-Ïðîöåññîðû ëàñòü ëÿåìûå Êîììóíèêàöèèâåëè÷èíû1 2 3 4 51 0 ≤ p ≤ P/4− 1 wp

h
(1) α, β, γ if p = 0 then send (α, β, γ, P/4 − 1)else send (α, β, γ, p − 1)

P/4 ≤ p ≤ P/2− 1 wp
h(1) α, β, γ if p = P/2− 1 then send (α, β, γ, P/4)else send (α, β, γ, p + 1)

P/2 ≤ p ≤ 3 · P/4− 1 wp
h(1) ζ, ξ, ϕ if p = P/2 then send (ζ, ξ, ϕ, 3 · P/4− 1)else send (ζ, ξ, ϕ, p − 1)

3 · P/4 ≤ p ≤ P − 1 wp
h(1) ζ, ξ, ϕ if p = P − 1 then send (ζ, ξ, ϕ, 3 · P/4)else send (ζ, ξ, ϕ, p + 1)Ñ 2 ïî 0 ≤ p ≤ P/4− 1 wp
h(i) α, β, γ if p = P/4− 1 then re
v (α, β, γ, 0)

P/4− 1 else re
v (α, β, γ, p + 1)
wp
h(i) α, β, γ if p = 0 then send (α, β, γ, P/4 − 1)else send (α, β, γ, p − 1)

P/4 ≤ p ≤ P/2− 1 wp
h(i) α, β, γ if p = P/4 then re
v (α, β, γ, P/2 − 1)else re
v (α, β, γ, p − 1)

wp
h(i) α, β, γ if p = P/2− 1 then send (α, β, γ, P/4)else send (α, β, γ, p + 1)

P/2 ≤ p ≤ 3 · P/4− 1 wp
h(i) α, β, γ if p = 3 · P/4− 1 then re
v (ζ, ξ, ϕ, P/2)else re
v (ζ, ξ, ϕ, p + 1)

wp
h(i) ζ, ξ, ϕ if p = P/2 then send (ζ, ξ, ϕ, 3 · P/4− 1)else send (ζ, ξ, ϕ, p − 1)

3 · P/4 ≤ p ≤ P − 1 wp
h(i) ζ, ξ, ϕ if p = 3 · P/4 then re
v (ζ, ξ, ϕ, P − 1)else re
v (ζ, ξ, ϕ, p − 1)

wp
h(i) ζ, ξ, ϕ if p = P − 1 then send (ζ, ξ, ϕ, 3 · P/4)else send (ζ, ξ, ϕ, p + 1)

P/4 0 ≤ p ≤ P/2− 1 wp
h(P/4) α, β, γ send (α, β, γ, p + P/2)re
v (ζ, ξ, ϕ, p + P/2)

P/2 ≤ p ≤ P − 1 wp
h
(P/4) ζ, ξ, ϕ send (ζ, ξ, ϕ, p − P/2)re
v (α, β, γ, p − P/2)



Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ... 691 2 3 4 5Ñ P/4 + 1 0 ≤ p ≤ P/4− 1 wp
h(i) u, v if p = 0 then re
v (u, v, P/4 − 1)ïî P/2− 1 re
v (u, v, p − 1)

wp
h
(i) u, v if p = P/4− 1 then send (u, v, 0)else send (u, v, p + 1)

P/4 ≤ p ≤ P/2 − 1 wp
h(i) u, v if p = P/2− 1 then re
v (u, v, P/4)else re
v (u, v, p + 1)

wp
h
(i) u, v if p = P/4 then send (u, v, P/2 − 1)else send (u, v, p − 1)

P/2 ≤ p ≤ 3 · P/4− 1 wp
h(i) u, v if p = P/2 then re
v (u, v, 3 · P/4 − 1)else re
v (u, v, p − 1)

wp
h(i) u, v if p = 3 · P/4− 1 then send (u, v, P/2)else send (u, v, p + 1)

3 · P/4 ≤ p ≤ P − 1 wp
h(i) u, v if p = P − 1 then send (u, v, 3 · P/4)else send (u, v, p + 1)

wp
h(i) u, v if p = 3 · P/4 then send (u, v, P − 1)else send (u, v, p − 1)

P/2 0 ≤ p ≤ P/2− 1 wp
h
(P/2) u, v re
v (u, v, p + P/2)

y0 send (y0, p+ P/2)
P/2 ≤ p ≤ P − 1 wp

h
(P/2) u, v send (u, v, p − P/2)re
v (y0, v, p − P/2)C P/2 + 1 0 ≤ p ≤ P − 1 wp
h(i) yïî 3 · P/4ïî �îðìóëàì (4), (5), ïðîöåññîðó P/4− 1, îñòàëüíûå ïðîöåññîðû óêàçàííîãî äèàïàçîíàïîñûëàþò çíà÷åíèÿ α, β, γ ïðîöåññîðàì ñ íîìåðàìè íà åäèíèöó ìåíüøå ñâîèõ íîìåðîâ.Íà âòîðîì ýòàïå àíàëîãè÷íî âûïîëíÿþòñÿ âñòðå÷íûå öèêëè÷åñêèå ïðîãîíêè ïî ñòîëá-öàì.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî P êàæäûé ïðîöåññîð ïðîâîäèò îáìåíû íå áîëåå ÷åì ñ ÷åòûðüìÿñîñåäÿìè. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïðîöåññîð 0 âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãîíîê ïî ñòðîêàìñîâåðøàåò îáìåíû ñ ïðîöåññîðàìè 2 è 8, à ïðîãîíêè ïî ñòîëáöàì ñîïðîâîæäàþòñÿ îá-ìåíàìè ñ ïðîöåññîðàìè 1 è 4. Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ êîììóíèêàöèé ïðåäëîæåííîãîàëãîðèòìà � òîð.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîââñòðå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîê ñ ëèíåéíûì [9℄ è öèêëè÷åñêèì (èç íàñòîÿùåé ðà-áîòû) ðàçáèåíèåì ñåòî÷íîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèéïî ëèíåéíîìó àëãîðèòìó ñîñòàâëÿåò C1 ·M , äëèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ àðè�ìåòè÷åñêîéîïåðàöèè � τa, äëèòåëüíîñòü îäíîé êîììóíèêàöèè ìåæäó ïðîöåññîðàìè � τk. Ïðèâåäåí-Ò à á ë è ö à 2. Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâÂèä ðàçáèåíèÿ Ëèíåéíîå Öèêëè÷åñêîåñåòî÷íîé îáëàñòèÏðîñòîè C1 ·M · τa

P
·

(

P

2
− 1

)

·N ÎòñóòñòâóþòÊîììóíèêàöèè 2 · P ·N · τk 2 ·

(

1−
2

P

)

· (N +M) · τk +
3

2
· P · τk − 2 · τk



70 Ë.Â. Ëîãàíîâà, Ä.Ë. �îëîâàøêèííûå õàðàêòåðèñòèêè óêàçûâàþò íà ïðåèìóùåñòâî àëãîðèòìà ñ öèêëè÷åñêèì ðàçáèåíèåìíà êâàäðàòíûõ ñåòî÷íûõ îáëàñòÿõ.4. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâÄëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ïðîâåäåíû âû÷èñëè-òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Òàê, ïðè ðåøåíèè êëàññè÷åñêîé íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû [4℄äâóìåðíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ðàñùåïëåíèÿ ðàññìàò-ðèâàëàñü êâàäðàòíàÿ ñåòî÷íàÿ îáëàñòü wh ðàçìåðîì íà÷èíàÿ ñ 4000 è çàêàí÷èâàÿ 120 000ïî êàæäîìó èçìåðåíèþ. Ïåðåõîä îò ñëîÿ k ê ñëîþ k+1 ïî âðåìåíè îñóùåñòâëÿëñÿ ñëå-äóþùèì îáðàçîì:
Un,m − Uk

n,m

τ
− Λ1Un,m =

1

2
fk
n,m, n = 1, 2, ..., N − 1, m = 1, 2, ...,M − 1ñ öèêëè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè n = 0, N ,

Uk+1
n,m − Un,m

τ
− Λ2U

k+1
n,m =

1

2
fk+1
n,m , n = 1, 2, ..., N − 1, m = 1, 2, ...,M − 1ñ öèêëè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïðè m = 0,M . Çäåñü Uk

n,m � ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿâ óçëå (nh1, mh2) íà k-îì âðåìåííîì ñëîå, Un,m � èçìåíåíèå U íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
τ çà ñ÷åò òåïëîïðîâîäíîñòè òîëüêî ïî íàïðàâëåíèþ x. Ïðè ýòîì

Λ1U
k
n,m = µ1

Uk
n+1,m − 2Un

n,m + Un
n−1,m

h2x
, Λ2U

k
n,m = µ2

Uk
n,m+1 − 2Uk

n,m + Uk
n,m−1

h2y
.Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà êëàñòåðå ëàáîðàòîðèè �Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû äè-�ðàêöèîííîé îïòèêè è îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé� Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àýðî-êîñìè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. àêàä. Ñ.Ï. Êîðîëåâà. Èñïîëüçîâàëèñü ÷åòûðå ÝÂÌAMD Sempron(tm) Pro
essor 3000+ (1.8 ��ö), ÎÇÓ 1 �á, ñâÿçàííûå ëîêàëüíîé ñåòüþEthernet 100 Ìá. Íà êîìïüþòåðàõ óñòàíîâëåíà îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà Fedora. Àëãîðèò-ìû ðåàëèçîâàíû íà ÿçûêå Fortran ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè MPI.

�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü óñêîðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïîðîæäåííîãî ÷åòûðåõïðîöåññîð-íûì àëãîðèòìîì, îò ðàçìåðíîñòè ñåòî÷íîé îáëàñòè



Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ìåòîäà âñòðå÷íûõ... 71�åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü îá ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî àë-ãîðèòìà. Èç ãðà�èêà íà ðèñ. 3 âèäíà òåíäåíöèÿ ê óâåëè÷åíèþ âåëè÷èíû óñêîðåíèÿ,äîñòèãàþùåãî ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû 3.8. Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå ñ ïàêåòîì Pardisoáèáëèîòåêè Intel R©MKL [11℄ ïîêàçàëî çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ðàçðàáîòàííîãî ïîä-õîäà, êîòîðîå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ çà ñ÷åò ó÷åòà ëåíòî÷íîé ñòðóêòóðûìàòðèöû.Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíåíèå �óíêöèîíàëü-íîé äåêîìïîçèöèè ê ñèíòåçó ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà ìåòîäå âñòðå÷-íûõ öèêëè÷åñêèõ ïðîãîíîê, äëÿ ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé òðåõäèàãîíàëüíîãî âèäàíà äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ ïðèâîäèò ê àëãîðèòìàì, èìåþùèì âûñîêèåóñêîðåíèå è ý��åêòèâíîñòü. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ðàçâèòèå äàííîãî ïîäõîäàäëÿ ñèíòåçà âåêòîðíî-ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà ðåàëèçàöèè ìåòîäà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ñîé�åð Â.À. Äè�ðàêöèîííàÿ êîìïüþòåðíàÿ îïòèêà. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007. 736 
.[2℄ Parallel Finite-Di�eren
e Time-Domain Method / Yu Wenhua, Mittra Raj, Su Tao, LiuYongjun, Y. Xiaoling. Arte
h House Publ., 2006. 274 p.[3℄ Taflove A., Hagness S. Computational Ele
trodynami
s: The Finite-Di�eren
e Time-Domain Method: 3nd. ed. Arte
h House Publ., 2005. 832 p.[4℄ Ñàìàðñêèé À.À., Íèêîëàåâ Å.Ñ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà,1978. 561 ñ.[5℄ Ìèðåíêîâ Í.Í. Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà îäíîðîäíûõ âû÷èñëè-òåëüíûõ ñèñòåìàõ // Âû÷èñë. ñèñòåìû. 1973. � 57. Ñ. 3�32.[6℄ Áèðþêîâà Ë.Í., ×åòâåðóøêèí Á.Í. Î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè êâàçèãèäðîäèíàìè-÷åñêîé ìîäåëè ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïëàçìû íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñè-ñòåìàõ // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 1991. Ò. 3, � 6. Ñ. 61�71.[7℄ �îëîâàøêèí Ä.Ë. Ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé òðåõäèàãî-íàëüíîãî âèäà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå âñòðå÷íûõ ïðîãîíîê // Òàì æå. 2005. Ò. 17, � 11.Ñ. 118�128.[8℄ Ñàìàðñêèé À.À., Âàáèùåâè÷ Ï.Í. Âû÷èñëèòåëüíàÿ òåïëîïåðåäà÷à. Ì.: ÅäèòîðèàëÓ�ÑÑ, 2003. 784 ñ.[9℄ Åëèçàðîâà Ò.�., ×åòâåðóøêèí Á.Í. Ïðèìåíåíèå ìíîãîïðîöåññîðíûõ òðàíñïüþòåð-íûõ ñèñòåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè // Ìàòåì. ìîäåëèðîâàíèå. 1992.Ò. 4, � 11. Ñ. 75�100.[10℄ �îëóá Äæ., Âàí Ëîóí ×. Ìàòðè÷íûå âû÷èñëåíèÿ Ì.: Ìèð, 1999. 548 ñ.[11℄ Êîìïèëÿòîð Intel R© Visual Fortran Compiler Professional Edition äëÿ ÎÑ Windows[ýëåêòðîííûé ðåñóðñ℄ // Öåíòð îçíàêîìèòåëüíîãî ÏÎ Intel. http://software.intel.
om/ru-ru/arti
les/intel-software-evaluation-
enter/ (äàòà îáðàùåíèÿ 14.04.10).Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 ìàÿ 2009 ã.,ñ äîðàáîòêè � 11 �åâðàëÿ 2011 ã.


