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×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿêàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè∗Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûéÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: panovleonid62007�yandex.ruÏðåäëîæåíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíûõ òðåõìåðíûõ êà-âèòàöèîííûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè, áàçèðóþùèåñÿ íà áàðîòðîïíîé ìîäåëè èíà ìîäåëÿõ ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà �àçû. Ñ�îðìóëèðîâàíû ïðàâèëà ÿâíî-íåÿâíîéàïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâûõ ÷ëåíîâ, óëó÷øàþùèå ñõîäèìîñòü. Ïðî-âåäåíî ñðàâíåíèå ïîñòðîåííûõ àëãîðèòìîâ ñ ýêñïåðèìåíòîì íà ìîäåëüíîé çàäà÷å,êîòîðîå äàëî õîðîøèå ðåçóëüòàòû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïëîòíîñòè ïàðà íà òî÷-íîñòü ðåøåíèÿ, �îðìó è ðàçìåðû êàâåðíû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, êàâèòàöèîííûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè,áàðîòðîïíàÿ ìîäåëü.ÂâåäåíèåÏðè ðàáîòå ìíîãèõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, òàêèõ êàê íàñîñû, ãèäðîòóðáèíû,ãðåáíûå âèíòû, íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå êàâèòàöèè � îáðàçîâàíèå ïàðà â ïîòîêå æèäêî-ñòè â îáëàñòÿõ, ãäå äàâëåíèå ìåíüøå äàâëåíèÿ íàñûùåííûõ ïàðîâ ïðè äàííîé òåìïå-ðàòóðå p < pV . Êàâèòàöèÿ ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ìîùíîñòè è ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî
òèóñòàíîâêè, âûçûâàåò ïîâûøåííóþ âèáðàöèþ è ýðîçèþ îáòåêàåìûõ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿèçó÷åíèÿ ìåõàíèçìîâ óñòðàíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ àêòóàëüíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ êà-âèòàöèîííûõ òå÷åíèé. Âûäåëÿþòñÿ äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ïîäõîäà ê ÷èñëåííîìóìîäåëèðîâàíèþ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.Ïåðâûé ïîäõîä áóäåì íàçûâàòü ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ãðàíèöû æèäêîñòü�ïàð. Ìå-òîä ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ãðàíèöû, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè æèäêîñòè è ïàðà è â ðåøå-íèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè, çàíÿòîé æèäêîñòüþ [1, 2℄.Ìåòîä âûäåëåíèÿ ãðàíèöû æèäêîñòü�ïàð íåïëîõî ïîäõîäèò äëÿ îïèñàíèÿ ïëåíî÷íîéêàâèòàöèè âáëèçè òåëà, îäíàêî èìååò ðÿä íåäîñòàòêîâ, ñðåäè êîòîðûõ � íåîáõîäèìîñòüïåðåñòðîåíèÿ ñåòêè íà êàæäîì øàãå, ñëîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà çàäà÷è ìîäåëèðî-âàíèÿ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé [2℄ è òå÷åíèé ñ îòðûâîì ïàðîâûõ êàâåðí.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ÷àùå èñïîëüçóþò âòîðîé ïîäõîä � ìåòîä ðàçðåøåíèÿ ãðàíèöûæèäêîñòü�ïàð. Äàííûé ìåòîä ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé ñìå-ñè, ñîñòîÿùåé èç æèäêîé è ïàðîâîé �àç. Ïðè ýòîì âî âñåé îáëàñòè òå÷åíèÿ ðåøàþòñÿóðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äèíàìèêè ñæèìàåìîé ñìåñè, êîòîðûå çàìûêàþòñÿ äîïîëíè-òåëüíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñìåñè ρ, â çàâèñèìîñòè îò êîòî-ðîãî âûäåëÿþò äâå ãðóïïû ìîäåëåé � áàðîòðîïíûå è ìîäåëè ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà
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×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 97îáúåìíîé (èëè ìàññîâîé) äîëè îäíîé èç �àç. Â áàðîòðîïíûõ ìîäåëÿõ [3 � 5℄ ñèñòåìàÍàâüå�Ñòîêñà ñæèìàåìîé ñìåñè çàìûêàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ρ = ρ(p). (1)Òàêèå ìîäåëè â öåëîì íåïëîõî îïèñûâàþò äèíàìèêó ñìåñè, îäíàêî èìåþò ðÿä íåäîñòàò-êîâ. Òàê, â íèõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (à) ìåæäó èñïàðåíèåì è êîíäåíñàöèåé ðàâíîâåñèåóñòàíàâëèâàåòñÿ ìãíîâåííî, (á) ïëîòíîñòü ñìåñè çàâèñèò òîëüêî îò äàâëåíèÿ; êðîìåòîãî, äëÿ íèõ îòñóòñòâóåò ñòðîãî îáîñíîâàííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ.Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè 
 óðàâíåíèåì ïåðåíîñà �à-çû (ÓÏÔ). Â íèõ äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîåóðàâíåíèå ïåðåíîñà îáúåìíîé (èëè ìàññîâîé) äîëè æèäêîé (èëè ïàðîâîé) �àçû, à ïëîò-íîñòü ñìåñè âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî �îðìóëå

ρ = αLρL + (1− αL)ρV , (2)ãäå αL � îáúåìíàÿ äîëÿ æèäêîé �àçû, ρL � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, ρV � ïëîòíîñòü ïàðà.Óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìååò âèä
∂αL

∂t
+

∂αLuj

∂xj

=
1

ρL
(m+ +m−), (3)ãäå èñòî÷íèêè m+, m− îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðîöåññ êîíäåíñàöèè ïàðà è èñïàðå-íèÿ æèäêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè ñ ÓÏÔ ó÷èòûâàþò íåðàâíîâåñíîñòü ïðîöåññîâèñïàðåíèÿ è êîíäåíñàöèè è âëèÿíèå èíåðöèîííûõ ñèë íà äèíàìèêó ïàðîâîé êàâåðíû. Âëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïîäîáíûõ ìîäåëåé [6 � 9℄, ðàçëè÷àþùèõñÿ ëèøü âè-äîì èñòî÷íèêîâûõ ñëàãàåìûõ m+ è m−. Â [10℄ ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíûé ñðàâíèòåëüíûéàíàëèç ìîäåëåé ñ ÓÏÔ è äåëàåòñÿ âûâîä, ÷òî âñå ìîäåëè äàþò êà÷åñòâåííî ñõîæèå ðå-çóëüòàòû. Íåäîñòàòêè ìîäåëåé ñ ÓÏÔ � íàëè÷èå ýìïèðè÷åñêèõ êîíñòàíò â âûðàæåíèÿõäëÿ m+ è m− è ñóùåñòâåííîå âîçðàñòàíèå èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà ïðè ρV /ρL << 1, ÷òîÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåóñòîé÷èâîñòè ðàñ÷åòîâ.Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îáëàñòü êàâèòàöèè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåéðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòüþ òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé êàâèòà-öèîííûõ òå÷åíèé àäàïòèðóþò ÷èñëåííûå ìåòîäû, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèå ñåáÿ ïðèðàñ÷åòå òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, òàêèå êàê SIMPLE [6, 8, 9℄, ëèáî îñíîâàííûåíà ìåòîäå èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [7℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà èç [11℄, áàçèðóþùåãîñÿ íà íåÿâ-íîì ìåòîäå èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè, ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòàïðîñòðàíñòâåííûõ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè è äëÿ ìîäåëè ñÓÏÔ. Çà ñ÷åò ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ÓÏÔ, ñïåöèàëüíîé ÿâíî-íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà, à òàêæå ââåäåíèÿ ðåëàêñàöèè óäàëîñü÷àñòè÷íî ðåøèòü ïðîáëåìó ñõîäèìîñòè ïðè ìàëîé ρV . Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ïîñòðî-åííûõ àëãîðèòìîâ íà çàäà÷å îáòåêàíèÿ çàòóïëåííîãî ïî ñ�åðå öèëèíäðà. ×èñëåííûéàëãîðèòì ïîñòðîåí äëÿ òðåõìåðíûõ òå÷åíèé â òóðáîìàøèíàõ, îäíàêî åãî òåñòèðîâà-íèå áûëî ïðîâåäåíî íà ìîäåëüíîé çàäà÷å îáòåêàíèÿ çàòóïëåííîãî öèëèíäðà, è â ðàáîòåèçëîæåíû èìåííî ýòè ðåçóëüòàòû.



98 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûé1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ1.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿÄëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñìåñè, ñîñòîÿùåé èç æèäêîé è ïàðîâîé �àç, áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü îñðåäíåííûå ïî Ôàâðó óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà äëÿ èçîòåðìè÷åñêîé ãî-ìîãåííîé ñðåäû ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ:
∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (4)

∂ρv

∂t
+ div(ρv ⊗ v) +∇p̂ = div(τ) + ρf . (5)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ñìåñè, êã/ì3; v � ñêîðîñòü, ì/ñ; t � âðåìÿ, ñ; p̂ = p +

2

3
ρk, p �äàâëåíèå, Ïà; k � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé, ì2/ñ2; f � âåêòîðìàññîâûõ ñèë; τ = τij � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé

τij = (µ+ µT )

[(

∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)

−
2

3
δij

∂uk

∂xk

]

,ãäå µT � êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè ñìåñè, µ � äèíàìè÷åñêèé êîý��èöèåíòâÿçêîñòè ñìåñè, âû÷èñëÿåìûé ïî �îðìóëå
µ = αLµL + (1− αL)µV ,â êîòîðîé µL, µV � äèíàìè÷åñêèå êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè æèäêîñòè è íàñûùåííîãîïàðà ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè T = 17 ◦C äëÿ âîäû µL = 10−3 Ïà · ñ; äëÿ íàñûùåííîãî ïàðà

µV = 10−5 Ïà · ñ.Êîý��èöèåíò òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå µT = Cµρk
2/ε, ãäåïàðàìåòðû k è ε ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé k − ε-ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè ñ ëîãà-ðè�ìè÷åñêèìè ïðèñòåíî÷íûìè �óíêöèÿìè.1.2. Ìîäåëü êàâèòàöèèÄëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) � (5) íåîáõîäèìî çàäàòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ ïëîòíîñòè ñìåñè ρ.1.2.1. Áàðîòðîïíàÿ ìîäåëüÂ áàðîòðîïíûõ ìîäåëÿõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü ñìåñè ìîæåò áûòü íàéäåíà ïîäàâëåíèþ ÷åðåç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (1). Â [5℄ â êà÷åñòâå çàâèñèìîñòè ρ(p) ïðåäëàãàåòñÿèñïîëüçîâàòü �óíêöèþ, èìåþùóþ S-îáðàçíûé ãðà�èê ñ ìàêñèìàëüíûì íàêëîíîì âòî÷êå p = pV :

∂ρ

∂p
|p=pV =

1

C2
min

,ãäå Cmin � ñêîðîñòü çâóêà ñìåñè. Â [5℄ ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü Cmin = 1÷ 2 ì/ñ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé áàðîòðîïíûé çàêîí:
ρ(p) =







ρV , φ < −π/2,
(ρL − ρV )/2 sinφ+ (ρL + ρV )/2, −π/2 ≤ φ ≤ π/2,
ρL, φ > π/2.

φ =
p− pV

C2
min(ρL − ρV )/2

. (6)Êîíêðåòíûé âèä ýòîãî çàêîíà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì Cmin (ðèñ. 1).
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü áàðîòðîïíîãî çàêîíà (6) îò Cmin1.2.2. Ìîäåëè ñ ÓÏÔÁîëåå ïîëíûìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, îñíîâàííûå íà óðàâíåíèè ïåðåíîñà ìàññîâîé èëèîáúåìíîé äîëè îäíîé èç �àç. Â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñÿ îêîëî 10 ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé,çàïèñàííûõ äëÿ ìàññîâîé èëè îáúåìíîé äîëè æèäêîñòè èëè ïàðà [6�10℄. Äëÿ âñåõ ýòèõìîäåëåé ïëîòíîñòü ñìåñè ρ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî îäíîé èç �îðìóë:
ρ = ρLαL + ρV αV , αL + αV = 1 (7)èëè
1

ρ
=

fL
ρL

+
fV
ρV

, fL + fV = 1, (8)ãäå αL � îáúåìíàÿ äîëÿ æèäêîñòè; αV � îáúåìíàÿ äîëÿ ïàðà; fL � ìàññîâàÿ äîëÿæèäêîñòè; fV � ìàññîâàÿ äîëÿ ïàðà. Îáúåìíûå è ìàññîâûå äîëè, êàê ëåãêî âèäåòü,ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
αL = fL

ρ

ρL
, αV = fV

ρ

ρV
.Ýòè ìîäåëè ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â óíèâåðñàëü-íîé �îðìå (3) äëÿ αL è ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî âèäîì èñòî÷íèêîâûõ ÷ëåíîâ m+ è m−,îòâå÷àþùèõ çà êîíäåíñàöèþ è èñïàðåíèå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðåíàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûå ìîäåëè, èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû m+ è m− êîòîðûõ ïðåäñòàâ-ëåíû â òàáëèöå (çäåñü t∞ =

Lxap
U∞

� õàðàêòåðíûé âðåìåííîé ìàñøòàá, Lxap � õàðàêòåð-íàÿ äëèíà, U∞ � õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü íà áîëüøîì óäàëåíèè îò òåëà). Çàìåòèì, ÷òîâî âñåõ ìîäåëÿõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
m+ = m+(p, αL) ≥ 0, m− = m−(p, αL) ≤ 0.Ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû Cprod è Cdest èìåþò ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ïðîäóöè-ðîâàíèÿ æèäêîñòè (êîíäåíñàöèè) è ñêîðîñòè ðàçðóøåíèÿ æèäêîñòè (èñïàðåíèÿ).



100 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûéÈñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû äëÿ ìîäåëåé ñ ÓÏÔÌîäåëü m+ m− ÊîíñòàíòûÌîäåëü 1[6℄ Cprodmax[p− pV , 0](1 − αL)ρL
t∞(ρLU2

∞/2)

Cdestmin[0, p − pV ]ρ
2
LαL

ρV t∞(ρLU2
∞/2)

Cprod=80
Cdest=1Ìîäåëü 2[7℄ Cprod(1− αL)α

2
LρV

t∞ρL

CdestαLmin[0, p − pV ]ρV
(ρLU2

∞/2)t∞ρL
Cprod=100
Cdest=100Ìîäåëü 3[8℄ CprodU∞ρ2L

[

2

3

p− pV
ρL

] 1

2 (1− αL)ρV
ρ

−CdestU∞ρLρV

[

2

3

p− pV
ρL

] 1

2 αLρL
ρ

Cprod=0.137
Cdest=0.274Ìîäåëü 4[9℄ ρLmax[p− pV , 0](1 − αL)

t∞(ρL − ρV )(VI,n − VV,n)2
ρ2Lmin[0, p − pV ]αL

ρV t∞(ρL − ρV )(VI,n − VV,n)2
�Â ìîäåëè 4 [9℄ VI,n � ñêîðîñòü èíòåð�åéñà, VV,n � ñêîðîñòü ïàðîâîé �àçû ïî íîð-ìàëè ê èíòåð�åéñó, VV,n = u · n, n =

∇αL

|∇αL|
. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîé êàâèòàöèè ñêîðîñòüèíòåð�åéñà âû÷èñëÿåòñÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà, äëÿ ñòàöèîíàðíîé ïîñòàíîâêè â ðàáîòå [9℄ïðåäëàãàåòñÿ �îðìóëà VI,n =

VV,n −
ρL
ρV

VL,n

1−
ρL
ρV

, ãäå VL,n � ñêîðîñòü æèäêîé �àçû â íàïðàâ-ëåíèè íîðìàëè ê èíòåð�åéñó. Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ �îðìóëà VL,n = f · VV,n,ãäå f = 0.9. Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü 1 [6℄ ïåðåõîäèò â ìîäåëü 4 [9℄, åñëè ïðîèçâåñòè çàìåíó
Cprod

ρLU2
∞
/2

→
1

(ρL − ρV )(VI,n − VV,n)2
,

Cdest
ρLU2

∞
/2

→
1

(ρL − ρV )(VI,n − VV,n)2
.2. ×èñëåííûé ìåòîäÂ ýòîì ðàçäåëå âíà÷àëå ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ(4) � (5) è ìîäåëè êàâèòàöèè ñ ÓÏÔ (3), à çàòåì ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ áàðîòðîïíîéìîäåëè (4) � (5) è (1).2.1. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ ìîäåëåé ñ ÓÏÔ2.1.1. Ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòèÈñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ïåðåíîñà (3) è ñîîòíîøåíèå (2), óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (4) ïðå-îáðàçóåì ê âèäó div(v) = (m+ +m−)

(

1

ρL
−

1

ρV

)

. (9)�åøåíèå óðàâíåíèé (9), (5) è (3) îñíîâàíî íà ìåòîäå èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè, ñî-ãëàñíî êîòîðîìó â êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé äîáàâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ íåèçâåñòíîé�óíêöèè (p̂, ui èëè αL) ïî ïñåâäîâðåìåíè τ è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ìåòîäîìóñòàíîâëåíèÿ ïî τ :
1

ρ

∂p̂

∂τ
+

∂βuj

∂xj

= β(m+ +m−)

(

1

ρL
−

1

ρV

)

, (10)
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∂ρui

∂τ
+

∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj
+

∂p̂

∂xi
=

∂τij
∂xj

+ ρfi, i = 1, 2, 3, (11)
(

αL

ρβ

)

∂p̂

∂τ
+

∂αL

∂τ
+

∂αL

∂t
+

∂αLuj

∂xj

=
1

ρL
(m+ +m−). (12)Çàìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî íà êàæäîé èòåðàöèè ñîâìåñòíî ðåøàëèñü ÷åòûðå óðàâ-íåíèÿ (10) � (11), à çàòåì ðåøàëîñü óðàâíåíèå (12) (áåç ñëàãàåìîãî (αL

ρβ

)

∂p̂

∂τ
). Îäíàêîòàêîé ÷èñëåííûé àëãîðèòì èìåë íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Ñóùåñòâåííî óëó÷øèòüñõîäèìîñòü ïîçâîëèëî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå (10) � (12). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè ïå-ðåíîñà αL (12) ãàðàíòèðóåò ñîâìåñòíîñòü (íåïðîòèâîðå÷èâîñòü) óðàâíåíèé (10) è (12)ïðè ðàñ÷åòå ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ òå÷åíèÿ æèäêîñòè (αL = 1, m+ = 0, m− = 0), ïðèêîòîðîì (10) è (12) ñîâïàäàþò [7℄.Ñèñòåìó óðàâíåíèé (10) � (12) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîé �îðìå

M
∂Q̄

∂τ
+Rt∂Q̄

∂t
+

3∑

i=1

∂Fi

∂xi
= H, (13)

M =












1/ρ
1

1
1

αL

ρβ
1












, Q̄ =











p̂
ρu1

ρu2

ρu3

αL











,

Fi =











βui

ρu1ui + δ1ip̂− τ1i
ρu2ui + δ2ip̂− τ2i
ρu3ui + δ3ip̂− τ3i

αLui











, H =















β

(

1

ρL
−

1

ρV

)

(m+ +m−)

ρf1
ρf2
ρf3

1

ρL
(m+ +m−)















,

Rt = diag (0, 1, 1, 1, 1).Â (13) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðîñòåéøèì ïåðåìåííûì Q = (p̂, u1, u2, u3, αL)
T

P−1
∂Q

∂τ
+Rt∂Q̄

∂t
+

3∑

i=1

∂Fi

∂xi

= H, (14)
P−1 = M

∂Q̄

∂Q
=














1

ρ
ρ (ρL − ρV )u1

ρ (ρL − ρV )u2

ρ (ρL − ρV )u3
αL

ρβ
1














.



102 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûé2.1.2. Äèñêðåòèçàöèÿ íåÿâíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâÄèñêðåòèçàöèÿ (14) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîãëàñíî ìåòîäèêå, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [11℄.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ñèñòåìà (14) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â �îðìåèíòåãðàëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
P−1

∂

∂τ

∫

V

QdV +Rt ∂

∂t

∫

V

Q̄dV +
∮

∂V

K · dS =
∫

V

HdV, (15)ãäå K = (F1,F2,F3), ∂V � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü ïðîèçâîëüíîãî �èêñèðîâàííîãî îáú-åìà V , dS = n · dS = (dS1, dS2, dS3) � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè S, óìíîæåííûé íà åäèíè÷-íóþ âíåøíþþ íîðìàëü n ê íåé. Âåêòîð ïîòîêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà íåâÿçêîãî èâÿçêîãî ïîòîêîâ
K · dS = (Kin +Kvis) · dS, (16)

Kin =











βu1 βu2 βu3

ρu1
2 + p̂ ρu1u2 ρu1u3

ρu2u1 ρu2
2 + p̂ ρu2u3

ρu3u1 ρu3u2 ρu3
2 + p̂

αLu1 αLu2 αLu3











, Kvis = −











0 0 0
τ11 τ12 τ13
τ21 τ22 τ23
τ31 τ32 τ33
0 0 0











. (17)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåêòîðîâ Q, Q̄ è H, óñðåäíåííûõ ïî ÿ÷åéêå
(i, j, k) ñ îáúåìîì Vijk:

Qijk =
1

Vijk

∫

Vijk

QdV, Q̄ijk =
1

Vijk

∫

Vijk

Q̄dV, Hijk =
1

Vijk

∫

Vijk

HdV,è îòíåñåì èõ ê öåíòðó ÿ÷åéêè.Ïóñòü n, s � íîìåðà ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî ïî âðåìåíè è ïñåâäîâðåìåíè. Àïïðîêñè-ìèðóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (15) ïîëíîñòüþ íåÿâíîé ïî ïñåâäîâðåìåíè ðàçíîñòíîéñõåìîé [

P−1((Qn+1)s)
(Qn+1)s+1 − (Qn+1)s

△τ
+

+Rt3(Q̄
n+1)s+1 − 4Q̄n + Q̄n−1

2△t

]

Vijk = (RHSn+1)s+1, (18)ãäå △τ � øàã ïî ïñåâäîâðåìåíè, △t � øàã ïî âðåìåíè. Ïðè ñõîäèìîñòè èòåðàöèéïî ïñåâäîâðåìåíè ïîëó÷èì ïîëíîñòüþ íåÿâíóþ ñõåìó, àïïðîêñèìèðóþùóþ èñõîäíûåóðàâíåíèÿ (9), (5) è (3) ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïî âðåìåíè t. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïîïðîñòðàíñòâó îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ ïðàâîé ÷àñòè RHS, êîòîðàÿèìååò âèä
RHS=−((K·S)i+1/2−(K·S)i−1/2+(K·S)j+1/2−(K·S)j−1/2+(K·S)k+1/2−(K·S)k−1/2)+HV, (19)ãäå (K·S)i+1/2, (K·S)j+1/2, (K·S)k+1/2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíîñòíûå ïîòîêè (íåâÿçêèåè âÿçêèå) ÷åðåç ãðàíè (i+1/2, j, k), (i, j+1/2, k), (i, j, k+1/2) ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì (i, j, k)è îáúåìîì Vijk. Ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè è àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âÿçêèõ ïîòîêîâ îïèñàíâ [11℄ è çàèìñòâîâàí èç ýòîé ðàáîòû. �àññìîòðèì ïîäðîáíî àïïðîêñèìàöèþ íåâÿçêèõïîòîêîâ.



×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 1032.1.3. Àïïðîêñèìàöèÿ íåâÿçêèõ ïîòîêîâÄëÿ âû÷èñëåíèÿ íåâÿçêèõ ïîòîêîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìó MUSCL. Â [12℄ ïîêàçàíî,÷òî ïðè ðåøåíèè ïðåäîáóñëîâëåííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ðåøåíèÿ ñëå-äóåò ìîäè�èöèðîâàòü äèññèïàòèâíûé ÷ëåí. Ìîäè�èêàöèÿ ñîñòîèò â çàìåíå ìàòðèöû
|A| íà ìàòðèöó P−1|PA|

(Kin · S)m+1/2 =
1

2

[(

Kin(QL) +Kin(QL)
)

Sm+1/2 −P−1

m+1/2|PA|m+1/2(QR −QL)
]

, (20)ãäå PA � ìîäè�èöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ßêîáè íåâÿçêîãî ïîòîêà
PA(Q) = P

∂(Kin(Q) · S)

∂Q
=



















0 βρSx βρSy βρSz 0

Sx

ρ
U + u1Sx u1Sy u1Sz 0

Sy

ρ
u2Sx U + u2Sy u2Sz 0

Sz

ρ
u3Sx u3Sy U + u3Sz 0

0 0 0 0 U



















,

U = v · S = u1Sx + u2Sy + u3Sz.Ïðè íàõîæäåíèè |PA| = (PA)+− (PA)− ïðèìåíÿåòñÿ ðàñùåïëåíèå ïî çíàêàì ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé
(PA)± = RD±L, D± = diag(λ±

1 , λ
±

2 , λ
±

3 , λ
±

4 , λ
±

5 ), λ±

i =
1

2
(λi ± |λi|).Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû PA

λ1,2 = U, λ3,4 = U ±
√

U2 + β|S|2, λ5 = U.Ìàòðèöû ïðàâûõ è ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû PA ïðè Sx 6= 0 èìåþò âèä
R =











0 0 βρc βρc 0
−Sz −Sy u(U + c) + βSx u(U − c) + βSx 0
0 Sx v(U + c) + βSy v(U − c) + βSy 0
Sx 0 w(U + c) + βSz w(U − c) + βSz 0
0 0 0 0 1











,

L =
























SzU−|S|2w

ρSxc2
−
Uw+βSz

c2
−
Sy(Uw+βSz)

Sxc2
(Sxu+Syv)U+(Sx

2+Sy
2)β

Sxc2
0

SyU−|S|2v

ρSxc2
−
Uv+βSy

c2
(Sxu+Szw)U+(Sx

2+Sz
2)β

Sxc2
−
Sz(Uv+βSy)

Sxc2
0

−
U − c

2βρc2
Sx

2c2
Sy

2c2
Sz

2c2
0

−
U + c

2βρc2
Sx

2c2
Sy

2c2
Sz

2c2
0

0 0 0 0 1
























.



104 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûéÏðè Sx = 0 íåîáõîäèìî ìîäè�èöèðîâàòü ïåðâûå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû R è ïåðâûåäâå ñòðîêè ìàòðèöû L. Îäíàêî â îêîí÷àòåëüíîì àëãîðèòìå R è L â ÿâíîì âèäå íåèñïîëüçóþòñÿ, âìåñòî íèõ ïðèìåíÿþòñÿ �îðìóëû ðàöèîíàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ,î ÷åì áóäåò ñêàçàíî íèæå.Â �îðìóëå (20) (PA)m+1/2 = PA((QL +QR)/2), à âåêòîðû QR è QL îïðåäåëÿþòñÿïðè ïîìîùè èíòåðïîëÿöèè ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà
QL = Qm +

[

(1− θ)△m−1/2Q+ (1 + θ)△m+1/2Q,
]

/4,

QR = Qm+1 −
[

(1− θ)△m+1/2Q + (1 + θ)△m+3/2Q,
]

/4,÷òî ïðè θ = 1/3 äàåò òðåòèé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè íåâÿçêèõ ïîòîêîâ íà ãëàäêèõðåøåíèÿõ.Ïðè âû÷èñëåíèè ïîòîêîâ ïî �îðìóëå (20) òðåáóåòñÿ ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö R, D±,
L, îòíèìàþùåå çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü âðåìåíè ñ÷åòà. Â ðàáîòå [11℄ ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìûäëÿ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîëó÷åíû �îðìóëû ðàöèîíàëü-íîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ ÷åðåç ãðàíè ÿ÷åéêè, íå òðåáóþùèå äîðîãîñòîÿùèõ ïåðåìíî-æåíèé ìàòðèö. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ �îðìóë ïîçâîëèëî ñîêðàòèòü âðåìÿ ñ÷åòà íà 30%è óïðîñòèòü ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ. Îêàçûâàåòñÿ, â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîéïëîòíîñòüþ òàêæå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü �îðìóëû ðàöèîíàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïîòîêîâ â(20). Òàê, â ñëó÷àå U ≥ 0 ïîòîê (20) ðàâåí

(Kin · S)m+1/2 =











βUL

ρLuLUL + p̂LSx + b(uR − uL)
ρLvLUL + p̂LSy + b(vR − vL)
ρLwLUL + p̂LSz + b(wR − wL)

(αL)L UL











+ a











−βc
ρ (u(U − c) + βSx)
ρ (v(U − c) + βSy)
ρ (w(U − c) + βSz)

−αLc











,

b =
1

8
(p̂R − p̂L)(UR − UL), a =

1

2c2

(

S2(p̂R − p̂L)

ρ
+ (U − c)(UR − UL)

)

.Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ èíäåêñû R èëè L íå óêàçàíû, âû÷èñëÿþòñÿ êàê ñðåä-íåå àðè�ìåòè÷åñêîå ϕ = (ϕL + ϕR)/2.2.1.4. ßâíî-íåÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíàÏðåäñòàâèì èñòî÷íèêîâûé ÷ëåí H ñèñòåìû (14) â âèäå
H =











h1

ρf1
ρf2
ρf3
hα











=











h+
1

0
0
0
h+
α











︸ ︷︷ ︸

H+

+











h−

1

0
0
0
h−

α











︸ ︷︷ ︸

H−

+











0
ρf1
ρf2
ρf3
0











︸ ︷︷ ︸

Hf

,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ
h±

α =
1

ρL
m±, h±

1 = β

(

1

ρL
−

1

ρV

)

m±.



×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 105Èñòî÷íèê Hs+1 ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïî-ðàçíîìó, â îáùåì ñëó÷àå â âèäå
Hs+1 = Hs +Gs(Qs+1 −Qs), (21)ãäå ïîëíîñòüþ ÿâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò G = 0, à ïîëíîñòüþ íåÿâíàÿ �âûáîðó

G =
∂(H+ +H−)

∂Q
=
















∂(h+
1 + h−

1 )

∂p

∂(h+
1 + h−

1 )

∂αL

0
0

0

∂(h+
α + h−

α )

∂p

∂(h+
α + h−

α )

∂αL
















. (22)
Èçâåñòíî [11℄, ÷òî äëÿ óâåëè÷åíèÿ çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà âñå ñëà-ãàåìûå â èñòî÷íèêå, èìåþùèå îòðèöàòåëüíûå êîý��èöèåíòû ïðè èñêîìûõ ïåðåìåííûõ,íóæíî àïïðîêñèìèðîâàòü íåÿâíî. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà íåîáõîäè-ìî àíàëèçèðîâàòü çíàê ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ ìîäåëÿìè 1 [6℄è 2 [7℄ ïîêàçàëè, ÷òî ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåöè�èêå íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâûõ ÷ëåíîâìîäåëåé êàâèòàöèè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà ïðàâèëà ÿâíî-íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèèèñòî÷íèêà, ïîçâîëÿþùèå çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà(ñì. íèæå ðèñ. 6):1) îòðèöàòåëüíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå èñòî÷íèêà, íàõîäÿùèåñÿ íà ãëàâíîé äèàãî-íàëè ìàòðèöû G, íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü íåÿâíî;2) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùèåñÿ íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè ìàòðèöû
G, ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ÿâíî èëè íåÿâíî, ïîñêîëüêó îíè íà ñõîäèìîñòü íå âëèÿþò.Ïðèìåíÿÿ ýòè ïðàâèëà ïðè àïïðîêñèìàöèè èñòî÷íèêà ìîäåëè 1 [6℄ ñ ó÷åòîì òîãî,÷òî äëÿ íåå

∂h+
1

∂p
≤ 0,

∂h−

1

∂p
≤ 0,

∂h+
α

∂αL
≤ 0,

∂h−

α

∂αL
≤ 0,ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ äàííîé ìîäåëè â (21) â êà÷åñòâå ìàòðèöû Gs äîñòàòî÷íî âçÿòü

G = diag(∂(h+
1 + h−

1 )

∂p
, 0, 0, 0,

∂(h+
α + h−

α )

∂αL

)

.Ïî ýòèì æå ïðàâèëàì àïïðîêñèìèðóþòñÿ èñòî÷íèêîâûå ÷ëåíû äëÿ îñòàëüíûõ ìîäåëåéñ ÓÏÔ.2.1.5. �åàëèçàöèÿÑ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ [11℄ ñõåìà (18) ëèíåàðèçóåòñÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà, çàòåìïðîèçâîäèòñÿ LU-�àêòîðèçàöèÿ íåÿâíîãî îïåðàòîðà è ñõåìà ðàçðåøàåòñÿ çà äâà äðîá-íûõ øàãà áåãóùèì ñ÷åòîì.×èñëåííûé àëãîðèòì ìîäåëè ñ ÓÏÔ ïëîõî ñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòèïàðà ρV . Äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè ïðîâîäèòñÿ ðåëàêñàöèÿ èñòî÷íèêîâîãî÷ëåíà H+ è íåèçâåñòíîé ïåðåìåííîé αL ïî �îðìóëàì
(H̃+)s = γ1 · (H

+)s + (1− γ1) · (H̃
+)s−1,

α̃s
L = γ2 · αL

s + (1− γ2) · α̃
s−1

Lñ êîý��èöèåíòàìè γ1 = 0.001, γ2 = 0.2.



106 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûé2.2. ×èñëåííûé ìåòîä äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëèÏðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ òå æåìåòîäû è ïîäõîäû, ÷òî è äëÿ ìîäåëè ñ ÓÏÔ. Îòìåòèì îñíîâíûå îñîáåííîñòè, èìåþùèåìåñòî â ýòîì ñëó÷àå.2.2.1. Ìåòîä èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè. ÄèñêðåòèçàöèÿÑîãëàñíî ìåòîäó èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (4), (5) è áàðîòðîï-íîé ìîäåëè (1) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
∂p̂

∂τ
+

∂ρ

∂t
+

∂βρuj

∂xj
= 0, (23)

∂ρui

∂τ
+

∂ρui

∂t
+

∂ρuiuj

∂xj
+

∂p̂

∂xi
=

∂τij
∂xj

+ ρfi, i = 1, 2, 3, (24)
ρ = ρ(p). (25)Ñèñòåìó óðàâíåíèé (23) � (25) ïåðåïèøåì â âåêòîðíîé �îðìå è ïåðåéäåì ê ïðîñòåéøèìïåðåìåííûì Q = (p̂, u, v, w)T

P−1
∂Q

∂τ
+

∂Q̄

∂t
+

3∑

i=1

∂Fi

∂xi
= H, (26)

P−1 =








1
ρ

ρ
ρ







, Q̄ =








p̂
ρu1

ρu2

ρu3







, Fi =








βρui

ρu1ui + δ1ip̂− τ1i
ρu2ui + δ2ip̂− τ2i
ρu3ui + δ3ip̂− τ3i







, H =








0
ρf1
ρf2
ρf3







.Äèñêðåòèçóåì ñèñòåìó (26) íåÿâíûì ìåòîäîì êîíå÷íûõ îáúåìîâ. Ôîðìóëû (15), (18)ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà ñëó÷àé áàðîòðîïíîé ìîäåëè ñ çàìåíîé ìàòðèöû Rt íà åäèíè÷íóþìàòðèöó:

P−1
∂

∂τ

∫

V

QdV +
∂

∂t

∫

V

Q̄dV +
∮

∂V

K · dS =
∫

V

HdV,

[

P−1((Qn+1)s)
(Qn+1)s+1 − (Qn+1)s

△τ
+

3(Q̄n+1)s+1 − 4Q̄n + Q̄n−1

2△t

]

Vijk = (RHSn+1)s+1.Îáùèé âèä ïðàâîé ÷àñòè (19) íå èçìåíèòñÿ. Íåâÿçêèé ïîòîê â äàííîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿîò íåâÿçêîãî ïîòîêà (17) òîëüêî â ïåðâîì ñòîëáöå:
Kin =








βρu1 βρu2 βρu3

ρu1
2 + p̂ ρu1u2 ρu1u3

ρu2u1 ρu2
2 + p̂ ρu2u3

ρu3u1 ρu3u2 ρu3
2 + p̂







. (27)



×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 1072.2.2. Àïïðîêñèìàöèÿ íåâÿçêèõ ïîòîêîâÄëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè íåâÿçêèå ïîòîêè òàêæå áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïî ñõåìåMUSCL (20). Çàìåòèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ßêîáè PA ïîòîêà Kin ·S, ãäå Kinèìååò âèä (27), ó÷òåíà çàâèñèìîñòü ρ = ρ(p) áàðîòðîïíîãî çàêîíà. Ïðåäâàðèòåëüíûåðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ýòî ïîçâîëèëî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü óñòîé÷èâîñòü è òî÷íîñòü÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ âàðèàíòîì, ãäå ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè Kin · Sïëîòíîñòü ρ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Èòàê, ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è âûïèøåì ìîäè�èöèðîâàííóþìàòðèöó ßêîáè PA:
PA =















βCU βρSx βρSy βρSz

CUu+ Sx

ρ
U + uSx uSy uSz

CUv + Sy

ρ
vSx U + vSy vSz

CUw + Sz

ρ
wSx wSy U + wSz















.

Ýòà ìàòðèöà îáëàäàåò äåéñòâèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè
λ1,2 = U, λ3,4 = U + Uρ ± d, d =

√

U2 + U2
ρ + βS2, Uρ = βCU/2, C =

∂ρ

∂p
.Áûëè ïîëó÷åíû ìàòðèöû ïðàâûõ è ëåâûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè

ρ = ρ(p) áàðîòðîïíîãî çàêîíà
R =








0 0 βρ(Uρ − d) βρ(Uρ + d)
−Sz −Sy u(Uρ + U + d) + βSx u(Uρ + U − d) + βSx

0 −Sy v(Uρ + U + d) + βSy v(Uρ + U − d) + βSy

−Sx 0 w(Uρ + U + d) + βSz w(Uρ + U − d) + βSz







,

L=



















SzU−|S|2w

ρSxc2
−
Uw+βSz

c2
−
Sy(Uw+βSz)

Sxc2
(Sxu+Syv)U+(Sx

2+Sy
2)β

Sxc2

SyU−|S|2v

ρSxc2
−
Uv+βSy

c2
(Sxu+Szw)U+(Sx

2+Sz
2)β

Sxc2
−
Sz(Uv+βSy)

Sxc2

−
U(d−Uρ)−c2

2βdρc2
Sx(d− Uρ)

2dc2
Sy(d− Uρ)

2dc2
Sz(d− Uρ)

2dc2

−
U(d + Uρ) + c2

2βdρc2
Sx(d+ Uρ)

2dc2
Sy(d+ Uρ)

2dc2
Sz(d+ Uρ)

2dc2



















.

Ïðè ðàñ÷åòå íåâÿçêèõ ïîòîêîâ ïî ñõåìå (20) íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü êîìïëåêñû
P−1RD−L, P−1RD+L ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö. Îäíàêî ÿâíîå ïåðåìíîæåíèå ìàò-ðèö óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü, ðàññìîòðåâ ÷åòûðå ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿ:

U ≥ 0, βS2 ≥ 2UUρ; U ≥ 0, βS2 < 2UUρ;

U < 0, βS2 ≥ 2UUρ; U < 0, βS2 < 2UUρ.Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åíû �îðìóëû ïåðåìíîæåíèÿ íå ñàìèõ ìàòðèö, à òîëüêîêîìïîíåíò ïîñëåäíèõ äâóõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû R è ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû L.Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ �îðìóë óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è óïðî-ùàåò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ.



108 Ë.Â. Ïàíîâ, Ä.Â. ×èðêîâ, Ñ.�. ×¼ðíûé3. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâÈçëîæåííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíû äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ êàâèòà-öèîííûõ òå÷åíèé â òóðáîìàøèíàõ, íî â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ èõ òåñòèðîâàíèå íàìîäåëüíîé çàäà÷å ñòàöèîíàðíîãî îáòåêàíèÿ çàòóïëåííîãî ñ�åðîé öèëèíäðà òóðáóëåíò-íûì ïîòîêîì âÿçêîé æèäêîñòè ñ Re = 1.36 · 105. Äëÿ ýòîé çàäà÷è èçâåñòíû ýêñïåðèìåí-òàëüíûå äàííûå ïî ðàñïðåäåëåíèþ êîý��èöèåíòà Cp âäîëü ïîâåðõíîñòè îáòåêàåìîãîöèëèíäðà [13℄
Cp =

p− p∞
ρLU∞

2/2
. (28)Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü, ïîñòðîåííàÿ ñåòêà ðàçìåðîì 120 × 60 èãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òâåðäîé ñòåíêå, íà áîëüøîì óäàëåíèè îò öèëèíäðà è íà âûõîäå.Äàâëåíèå íà âûõîäíîé ãðàíèöå p∞ îïðåäåëÿëîñü ÷åðåç êàâèòàöèîííîå ÷èñëî

σ =
p∞ − pV
ρLU2

∞
/2

, (29)êîòîðîå â ýêñïåðèìåíòå âàðüèðîâàëîñü îò 0.5 (ñëàáàÿ êàâèòàöèÿ) äî 0.3 (èíòåíñèâíàÿêàâèòàöèÿ).Åñëè äîïîëíèòåëüíî íå óêàçàíî, òî ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ íà ñåòêå 120 × 60 ñ ïàðà-ìåòðàìè σ = 0.4, ρV = 10, △τ = 0.001 è â êà÷åñòâå ìîäåëè òðàíñïîðòíîãî óðàâíåíèÿèñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü 1 [6℄; â áàðîòðîïíîé ìîäåëè ïðèíèìàëîñü Cmin = 0.2. �àñ÷åòûïðîâîäèëèñü â äâà ýòàïà: ïåðâûé ñîñòîÿë èç 1000 èòåðàöèé ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ íåñæè-ìàåìîé æèäêîñòè è íåîáõîäèì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîëÿ ãèäðî-äèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, âòîðîé � ðàñ÷åò òå÷åíèÿ ñæèìàåìîé ñìåñè � ïðîâîäèëñÿ äîñõîäèìîñòè èòåðàöèé.

�èñ. 2. �àñ÷åòíàÿ îáëàñòü, ñåòêà è ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ �èñ. 3. Âëèÿíèå ïàðàìåòðà Cmin â áàðîòðîï-íîé ìîäåëè íà ðàñïðåäåëåíèå Cp âäîëü ïî-âåðõíîñòè öèëèíäðà



×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 1093.1. Âûáîð ïàðàìåòðà â áàðîòðîïíîé ìîäåëèÏðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü, êàê âëèÿåò ïàðàìåòð Cmin áàðîòðîïíîãî çàêîíà (6) íàòî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [5℄ ïðåäëàãàåòñÿ çàäàâàòü Cmin = 1÷2. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíûðàñïðåäåëåíèÿ Cp âäîëü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â çàâèñèìîñòè îò Cmin áàðîòðîïíîãîçàêîíà (6). Âèäíî, ÷òî áîëüøèå çíà÷åíèÿ Cmin (â ÷àñòíîñòè Cmin = 1) äàþò íåïðàâèëüíîåðàñïðåäåëåíèå Cp; ïðè Cmin ≈ 0.2 ÷ 0.3 ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óæå äîñòàòî÷íî áëèçêè êýêñïåðèìåíòó, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðèíÿòü Cmin ≈ 0.2÷ 0.3.3.2. Âëèÿíèå ñïîñîáà ÿâíî-íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè èñòî÷íèêà íà ñõîäèìîñòüÄëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâèë ÿâíî-íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè íåëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâûõ÷ëåíîâ (ñì. ðàçäåë 2.1.4) ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìàöèé èñòî÷íèêàäëÿ ìîäåëè 1 [6℄. Äàííûå ðèñ. 4 ïîäâåðæäàþò ïåðâîå ïðàâèëî î òîì, ÷òî îòðèöàòåëüíûå÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò èñòî÷íèêà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöûG ñëåäóåò àïïðîêñè-ìèðîâàòü íåÿâíî. �èñóíîê 5 ïîäòâåðæäàåò âòîðîå ïðàâèëî � ïðîèçâîäíûå íà ïîáî÷íîéäèàãîíàëè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïðîèçâîëüíî, ñõîäèìîñòü ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ.3.3. Ñðàâíåíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâÂ àëãîðèòìàõ äëÿ ìîäåëåé ñ ÓÏÔ èñïîëüçóåòñÿ ðåëàêñàöèÿ ïîëÿ èñòî÷íèêà è ïîëÿ
αL (ñì. ðàçäåë 2.1.5). Âëèÿíèå ðåëàêñàöèè íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñèëüíîé íèæíåé ðåëàêñàöèè ñ êîý��èöèåíòàìè
γ1 = 0.001, γ2 = 0.2 çàìåäëÿåò ñõîäèìîñòü. Îäíàêî áåç ðåëàêñàöèè íå óäàåòñÿ ïðîâîäèòüðàñ÷åòû ñ ìàëûìè ïëîòíîñòÿìè ïàðà ρV ≤ 50, à åå ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ñíèçèòü ýòîòïàðàìåòð äî ρV = 3.Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ áàðîòðîï-íîé ìîäåëè è ìîäåëåé ñ ÓÏÔ. Âèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà äëÿ áàðîòðîï-

�èñ. 4. Ó÷åò êîìïîíåíò ìàòðèöû G: 1 � ñî-äåðæèò äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, 2 � íóëåâàÿ �èñ. 5. Ó÷åò êîìïîíåíò ìàòðèöû G, ñîäåðæà-ùåé äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû: ÷ëåíû íà ïîáî÷íîéäèàãîíàëè ìàòðèöû ïðèñóòñòâóþò (1), íóëå-âûå (2)
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�èñ. 6. Ñðàâíåíèå èñòîðèé ñõîäèìîñòåé ÷èñ-ëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ìîäåëè 1 ñ ÓÏÔ ñðåëàêñàöèåé èñòî÷íèêà è ïîëÿ αL (1) è áåçíåå (2) (ρV = 50)

�èñ. 7. Ñðàâíåíèå èñòîðèé ñõîäèìîñòåé ÷èñ-ëåííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëèè ìîäåëåé ñ ÓÏÔ: 1 � ìîäåëü 1 [6℄, 2 � ìî-äåëü 2 [7℄, 3 � ìîäåëü 3 [8℄, 4 � ìîäåëü 4 [9℄,5 � áàðîòðîïíàÿ ìîäåëüíîé ìîäåëè âûøå òàêîâîé äëÿ ìîäåëåé 1, 3, 4 [6, 8, 9℄, òàê êàê â ïîñëåäíèõ èñïîëüçóåòñÿðåëàêñàöèÿ. Ìîäåëü 2 [7℄ ñõîäèòñÿ è áåç ðåëàêñàöèè, ïîýòîìó åå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèáëèçêà ê òàêîâîé äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìîäåëü 4 [9℄ â ñòðîãîìñìûñëå íå ñõîäèòñÿ, îäíàêî íåâÿçêà óñòàíàâëèâàåòñÿ íà óðîâíå 10−3, à ýòîé òî÷íîñòèâïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ.3.4. Ñðàâíåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîìÍà ðèñ. 8 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ Cp, ïîëó÷åííîé ýêñïåðèìåíòàëüíî è ñïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå áàðîòðîïíîé ìîäåëè è ìîäåëè 1 ñ ÓÏÔ.Âèäíî, ÷òî ÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ ìîäåëè ñ ÓÏÔ èìååò î÷åíü áëèçêèé ê ýêñïåðèìåí-òó ïðî�èëü Cp, ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû íà îñíîâå áàðîòðîïíîé ìîäåëè íåìíîãî õóæå.Èç ðèñóíêà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè îáúåìà ïàðà (ò. å.
 óìåíüøåíèåì σ) òî÷íîñòü àëãîðèòìîâ ñíèæàåòñÿ.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòðîåííûé àëãîðèòì íåóñòîé÷èâ ïðè ρV < 1 è òåìñàìûì íå ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðàñ÷åò ñ ðåàëüíîé ïëîòíîñòüþ ïàðà ρV ≈ 0.01 êã/ì3.Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíèòü, êàê âëèÿåò âûáîð ýòîé êîíñòàíòû íà ðåøåíèå.Èç ðèñ. 9, ãäå èçîáðàæåíû ïîëÿ αL (à) è äàâëåíèÿ p (á), âèäíî, ÷òî �îðìà êàâåðíû èðàçìåðû âèõðÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ρV . Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïàðàìåòðû ïðè ρV =
100 êà÷åñòâåííî ïîõîæè íà ïîëó÷åííûå â [9℄, à ïðè ìàëîé ïëîòíîñòè ïàðà (ρV = 10)�îðìà êàâåðíû ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ. Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå Cp äëÿ ðàçíûõïëîòíîñòåé ïàðà. Âèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ρV , òåì ðåøåíèå òî÷íåå. Òàê, ðàñïðåäåëåíèå
Cp ïðè ρV = 10 ñóùåñòâåííî áëèæå ê ýêñïåðèìåíòó, ÷åì ïðè ρV = 100. Äàëüíåéøååóìåíüøåíèå ρV â ìîäåëè ñ òðàíñïîðòíûì óðàâíåíèåì (äî ρV = 3) íå äàåò çàìåòíîãîóëó÷øåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð ρV ≤ 10 â ïðèëîæåíèè ê äàííîé çàäà÷å îïðàâäàí.
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�èñ. 8. Ñðàâíåíèå âåëè÷èí Cp, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî è ñ ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõàëãîðèòìîâ, äëÿ áàðîòðîïíîé ìîäåëè (à) è äëÿ ìîäåëè 1 [6℄ (á) ïðè ðàçíûõ σà á

�èñ. 9. Âëèÿíèå êîíñòàíòû ρV â ìîäåëè 1 ñ ÓÏÔ [6℄ íà ðàñïðåäåëåíèå αL (à) è äàâëåíèÿ p (á)â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè (ñâåðõó âíèç � ρV = 100, 50, 10)3.5. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ñ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà �àçûÍà ðèñ. 11 ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Cp, ïîëó÷åííîå ïî êàæäîé èç ìîäåëåéòàáëèöû (ñì. ñ. 100). Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî ìîäåëÿì 1 è 4, î÷åíü áëèçêèê ýêñïåðèìåíòó, ïî ìîäåëè 3 � íåñêîëüêî õóæå, à ìîäåëü 2 äàåò íåïðàâèëüíîå ðàñïðå-äåëåíèå. Âàæíî çàìåòèòü: äëÿ âñåõ ìîäåëåé ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå êîíñòàíòû Cprodè Cdest, ÷òî ïðî�èëü Cp áóäåò î÷åíü áëèçîê ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì. Íàïðèìåð,äëÿ ìîäåëè 2 òàêèìè êîíñòàíòàìè ÿâëÿþòñÿ Cprod = 5, Cdest = 200. Èç ðèñ. 12, ãäå
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�èñ. 10. Âëèÿíèå êîíñòàíòû ρV â ìîäåëè 1 ñÓÏÔ [6℄ íà Cp

�èñ. 11. Âëèÿíèå ìîäåëåé ñ ÓÏÔ íà ðàñïðå-äåëåíèå Cp ïî ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà

�èñ. 12. Âëèÿíèå ìîäåëåé òðàíñïîðòíîãî óðàâíåíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ïåðåìåííîé αL â ðàñ-÷åòíîé îáëàñòèïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå αL â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, âèäíî, ÷òî â öåëîì �îðìû è ðàç-ìåðû êàâåðíû è âèõðÿ äëÿ ìîäåëåé 1, 3 è 4 ïîõîæè, à â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñ÷åòàìè ïîìîäåëè 2 êàâåðíà âîîáùå íå îáðàçîâàëàñü, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ íåâåðíûì â äàííîì ñëó÷àåâûáîðîì êîíñòàíò Cprod è Cdest. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî âñå ìîäåëè (â òîì ÷èñëå ìîäåëü 2ñ ïîäîáðàííûìè êîíñòàíòàìè) äàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ýêñïåðèìåíòîì.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåíû ýêîíîìè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà òðåõìåðíûõ êàâèòàöè-îííûõ òå÷åíèé âÿçêîé æèäêîñòè íà îñíîâå áàðîòðîïíîé ìîäåëè è ìîäåëåé ñ óðàâíåíèåìïåðåíîñà îáúåìíîé äîëè æèäêîé �àçû. Ïîñòðîåííûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåììåòîäà èñêóññòâåííîé ñæèìàåìîñòè [11℄, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøåãî ñåáÿ ïðè ìîäåëè-ðîâàíèè òðåõìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïðåäëîæåí ñïî-ñîá ðàöèîíàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ íåâÿçêèõ ïîòîêîâ ïî MUSCL-ñõåìå, ïîçâîëÿþùèé íà25% ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà. Â àëãîðèòìå äëÿ ìîäåëåé ñ ÓÏÔ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ



×èñëåííûå àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé ... 113ðåëàêñàöèè è ÿâíî-íåÿâíîé àïïðîêñèìàöèè èñòî÷íèêîâîãî ÷ëåíà ÷àñòè÷íî ðåøåíà ïðî-áëåìà ñõîäèìîñòè ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ ïàðà ρV . Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ñõîäèòñÿ ïðè
ρV /ρL ≥ 0.003. Íà ìîäåëüíîé çàäà÷å ïîêàçàíî, ÷òî áëèçêèå ê ýêñïåðèìåíòó ðåçóëüòàòûïîëó÷àþòñÿ óæå ïðè ρV = 0.01ρL, äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè ïàðà íà ðåøåíèåíå âëèÿåò. Èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ íà ðåøåíèå âèäà çàâèñèìîñòè ρ = ρ(p) â áàðîòðîï-íîé ìîäåëè ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Cmin = 0.2. Íà ïðèìåðå çàäà÷èîáòåêàíèÿ çàòóïëåííîãî öèëèíäðà ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå áàðîòðîïíîé ìîäåëè è ÷åòûðåõìîäåëåé ñ ÓÏÔ. Âûÿâëåíî, ÷òî âñå ìîäåëè ñ ÓÏÔ äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòà-òû è â öåëîì íåñêîëüêî òî÷íåå áàðîòðîïíîé ìîäåëè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëè ñ ÓÏÔïðèìåíÿþòñÿ àâòîðàìè äëÿ èçó÷åíèÿ êàâèòàöèîííûõ òå÷åíèé âîäû â ðàáî÷åì êîëåñå èâ îòñàñûâàþùåé òðóáå ãèäðàâëè÷åñêîé òóðáèíû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �îæäåñòâåíñêèé Â.Â. Êàâèòàöèÿ. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1977. 247 
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