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���� ��	��� ����	
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�� ���	�
��
� �	�
� ��	
������ ��	���
��	
���� ����
������� ������ ���������� ��������
�� #��	 �
��

�	
��
�� ���

�� ���
 
� ������
�� ���
���� ����� ���������  ���!"�
� #
���
����� $�#%& 
� ��#��& �������
�
& �����
�#
� � #�
����'�!� () * +,-% .  �����
�� ����
#! 
�����/0�� �
����� �������������� ��	�����  ��
��
�� 
���
��
����� �����

��
#�����% . ������ (1,  �������
 
����  ����� ��! #���������
�! ��	#
"�
��  ������

����  ����
����/
�  ���!"���! 
���
����� ��������& �� ��/	
�"�� ��
��
�� ���
����
���� �	����
�� #������ � � �� �� ���#! ������
�� �� 
�������� �� 
��������
���% 2�

��  ����� 	���������! � ������ ��
��� 
���
��
����� �����

��� 
���
�
�!
��! �
"�����

� ����#��
��� ��	#
"�
�!  �����
���� �������� � 
�����/���  ���
���� ��
��
�� �� �#������/
�� 
���
�
��& � �����!�"�� ������� �������� ������
�����& ������� ����!� ��0/ � ���
� �������  ��!��� #������ ����
��� 
���
�
�!%
. ����/� ()3, 4��� #���� ����"�
 
� ��
��� �

���

�� ���
 � �����#�� �� ������#
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�
�� 
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�� ���
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� �����
���������& ����
���
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���/
�#� ���0��� � �
�#&  �� 
������ ������
���

�� ����
�� � ���������
�� ���!
�! 
���
����0���!  ������ 
� ���
�'��#���� ���

�  �#�"/� �����

�� ��0�
�� �!�� ��������
�� �������
�#������� 	����%
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8 ���� �����	
� ��
� 
����	
�� ���� ���������


�� �������	
� ����
� � 	�	�� ������� ��������� ���	�����

9
��#  ��� ������/& ���& ��� �����& ����	�
���/
�� ���0�� � �
� ��
��� 
� ������

� � 
���'��#��
�#�& ���������& 
����#��#�� � 
��!	��� �������� 
� �#�0������!&
������/��& �

��� ������� ���! 
��	#�

�  ���
���/ �������� ρ � ������ ��������
������
��
���  ����� U& �����������& :���
� ���
�; λ �
"�����

� ���/0�& � �# ���
�
�� ��	#
"�
�! ηa 	
������/
� #�
/0� ���
����
�� ��
��
 ����� hl $hl/λ ∼ ε1/2&
ηa/hl ∼ ε& ��� ε 6 #����  ���#���& �
���� l = 1, 2 6 �����������

� ��!  ���#�����
����
�� � 
��
�� ��������-& �� !���& �� ���!�
�� 4''���� 
������� $#���'������
��

�� ����� 9�
�� <= = (ρ2−ρ1)gh1h2/σ > 1& 	���/ g 6 
�����
�� ������
���  ���
�!&
σ 6  �����
���
�� 
��!��
��-& � 
���
��& ��0�����& ����
�! � ���!�  ���
����/
�%
>���� �����

� �����#
 
���
�
�� �������
�#��� ��! ������ �������� #��
� 	� ��
���/ � ����

Dul

Dlt
+∇

(
u2
l

2
+

pl
ρl

)
= 0, $)-

Dwl

Dlt
+

1

ρl

∂pl
∂z

+ g = 0, $?-

∇ · ul +
∂wl

∂z
= 0, $7-

��� ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y)& D/Dlt = ∂/∂t + (Ul · ∇)& x � y 6 ����	�
���/
�� ������
���
$���% )-& u 6 ����	�
���/
�! ��# �
�
�� ������� ��	#
"�
�! �������� ��������& w 6
��� ��������/
�! �������!�"�!& z 6 ��������/
�! ������
���& t 6 ���#!& p6 �����
��
� ����%

@������# ���
����
�� ��
�#��������� � ��
�#������� ������� 
�����! $
�����!

� ������
�! �������� ����	 
� �����
�� ���0�
 � �
�& ��
�#��������� 
�����! 
�
���
��� ��	���� � 
������ �� ���!�
��� ������ �����
�! 
� 4���  �����
����-�

wl = 0  �� z = −(−1)lhl(x, y),

wli = Dη/Dlt+ uli ·∇η, p1i = p2i + σ∇2η  �� z = η(t, x, y),

��� η 6 �����
�
�� ���
��� ��	����& �
�����# i  �#���
� 	
���
�! ������
& ��
��!�
"���! � 4���  �����
����%

>� ��/  ������	
�# �����#
 $)-6$7-% .
����� 
����# �������
��� ����	�
���/�

�� 
���
�
�� �����
�! $)-% >���� �  ����� ������#�� ����� ������ 4��� 
���
��

�� �������
��� ��������� ∇ ·ul ������
� 
���
�
�!# 
���	���
���� #��
� 	�#�
��/

�
�� $� %�	�� �� ����
�� �����	� 
 ���"
	
 ��������� ����
�������� 
 ������������ �����
�
� ���	�
���� �����	����� �
�����
 ����� ������
����
 ���&��� 
 ����



�	�����	
���� ���������� 
	�� �� ������� �
�� ������ �	�	�	
��� A


� −∂wl/∂z% B���#  ���
������
�#  ��
��

�� 
���
�
�! � 
���
�
�! $7-  � z �� −h2

�� η  �� l = 2 � �� η �� h1  �� l = 1% . ��	
�/����  ��
��# ����
�"�� ������
�!�

η∫
(−1)l+1hl

[
D

Dlt

∂wl

∂z
− 1

2
∇2(u2

l )−
1

ρl
∇2pl

]
dz = 0, $8-

Dη

Dlt
+∇ ·

(
〈ul〉

[
η + (−1)lhl

])
= 0. $A-

B���/ � ����� 
�����#� ������#� ���	
���
� 	
���
�! ������
& 
����
�

��  � ��
�
��
�# �����% @�� �����

��  ��� �����
�!� $���

�� ���
� #���� �# ���
��-  ���
'��� ��������/
�� ��������� ��
��
�  � z�

wl = wli

(
1 + (−1)l

z

hl

)
=
(
1 + (−1)l

z

hl

)(
Dη

Dlt
+ uli ·∇η

)
. $C-

D��� 	���
� �����
�
�! #���� � ���!� $A- � '��#
�� ��! ��������/
�� ���������
��������� $C- ��
����	����/& �� �� #��
� 	� ����/ � ����

Dη

Dlt
= −(−1)lhl(∇ · 〈ul〉), $E-

wl =
(
1 + (−1)l

z

hl

)
Dη

Dlt
. $+-

F�� '��#
��  �
����!��! ��! 	�#�
 � ���
�� �������  ��!��� #������ ��
��
���

���
�
�!%

@����� ���
� �
�������� � $8- #��
� ����� ���
�'��#������/ �  �#�"/�  ������
G���
��� � ��''���
������
��  �  ���#���
& ��
�#��������� ������� 
������ 
�
���
��� �����& 
 ��"�

�� '��#
� ��! ��������/
�� ��������� $+- � 
���
�
�� $E-�

η∫
(−1)l+1hl

D

Dlt

∂wl

∂z
dz =

Dwli

Dlt
− Dη

Dlt

∂wl

∂z

∣∣∣∣
z=η

=
D2η

Dlt2
+

D

Dlt
[(uli ·∇)η]−

−(−1)l

hl

(
Dη

Dlt

)2

=
D2η

Dlt2
+

Duli

Dlt
·∇η − (−1)lhl[(uli ·∇)(∇ · 〈ul〉) + (∇ · 〈ul〉)2].

@�� �����

�� �� 
"�
�!� �� ������ ���
�� �
�������� $8- #��
� 	�#�
��/ ����
��
 ������ 
� 3 � ��
����  ���	���
�� 	� 	
��� �
���������

η∫
(−1)l+1hl

1

2
∇2(u2

l )dz =

0∫
(−1)l+1hl

1

2
∇2(u2

l )dz = (−1)l
hl

2
∇2〈u2

l 〉.

H���
��& ��! ���
�� �������  ��!��� #������ ��� ��/	
�#�! �����  �������

�#�
����
����#� uli = 〈ul〉 � 〈u2

l 〉 = 〈ul〉2%
2�! 
������
�! �����
�� � ���!�  ���
������
�# 
���
�
�! $?-  � z �� z �� η%

�� ��/	
! ��
�#������� ������� 
������ 
� ���
��� ��	����& �#��#

pl
ρl

=
pli
ρl

+ g(η − z) +

η∫
z

Dwl

Dlt
dz.



C ���� �����	
� ��
� 
����	
�� ���� ���������


I������!& ��� ��������/
�� �������� ����!� ��0/ � ���
� �������  ��!��� #�����
��&  �������# � 4�� '��#
�� ��
����	���

��  ��'��� ��������/
�� �������� $+-�

pl
ρl

=
pli
ρl

+ g(η − z)− z
(
1 + (−1)l

z

2hl

)
D2η

Dlt2
.

J  �#�"/� ��

�� ������
�� 
�����# ����/� ���
� �
�������� � 
���
�
�!� $8-�

1

ρl

η∫
(−1)l+1hl

∇2pldz =
[
(−1)lhl + η

]
∇2

(
pli
ρl

+ gη

)
− h2

l

3
∇2D

2η

Dlt2
.

D"� ��	 	�#���#& ���  �� �������
�� �
�������� � 
���
�
�!� $8-  � �����
�� ���
�
����/��� � ����� �������  ��!���� #������& ��� ������& � 
"�
�%

. �����  ������

��  ������	���
�! ��
��
��& 
���
��
�� � ��� �����

�� ����

��  �	���!��  ��� ����/ 
���
�
�! $8- � ����
�"�# �����

D2η

Dlt2
+

Duli

Dlt
·∇η − (−1)lhl∇2(〈ul〉2)− (−1)l

hl

ρl
∇2pli−

−(−1)lghl∇2η − η∇2

(
pli
ρl

+ gη

)
− h2

l

3
∇2D

2η

Dlt2
= 0. $1-

K���� ��������/ ������
� �� �����
�� �����
�� 
� ���
��� ��	���� ����� �	 ��
���

�� ���
�� 
���
�
�� $1-& 
#
���# 4�� 
���
�
�! 
� h2/ρ2  �� l = 1 � 
� h1/ρ1  ��
l = 2% J����� #���'�������

�� ����# ����	�# 
���
�
�!&  ��
���#

h2

ρ2

D2η

D1t2
+

h1

ρ1

D2η

D2t2
+

(
h2

ρ2

Du1i

D1t
+

h1

ρ1

Du2i

D2t

)
·∇η +

h1h2

ρ1ρ2
∇2

(
ρ1〈u1〉2 − ρ2〈u2〉2

)
−

+σ
h1h2

ρ1ρ2
∇4η + gh1h2

(
1

ρ2
− 1

ρ1

)
∇2η − η

ρ1ρ2
∇2(h2p1i + h1p2i)−

−g

(
h2

ρ2
+

h1

ρ1

)
η∇2η − h1h2

3
∇2

(
h2

ρ2

D2η

D1t2
+

h1

ρ1

D2η

D2t2

)
= 0. $)3-

.�����
� Duli/Dlt ����!� ��0/ � ���
 �������  ��!��� #������ �  �4��#
 � �� ��/�
	���
��# ��
����	���

�� 
���
�
�� $)- #��
� ���/ 	�#�
�
� 
� −∇pli/ρl% F�� ���
����
�! #��
� ���
  ������/ �  �����
�# ���
�# �� ������ ������ 
���
�
�! $)3-&
�������"�# pli% . �����  ��
���# ���
 −∇[η · (h2∇p1i + h1∇p2i)]/(ρ1ρ2)& �#��"��
������  ��!��� #������%

J���������/
�& ∇pli #��
� ���/ 
����
� �	  ������  �������
�!& 
� ����� pli = pi&
� � 
���
�
�!� $1- 

�
� � 
����/ 
���
��
�� � ��� �����

�� ���
��

D2η

Dlt2
− (−1)l

hl

ρl
∇2pi − (−1)lghl∇2η = 0. $))-

D��� ������/ 
���
�
�� $))-  �� l = 2 �	 
���
�
�! $))-  �� l = 1& ��  ��
��#  ���
�����


� '��#
�
 ��! �� �����
� �����
�! 
� ���
��� ��	���� �����

∇2pi = ∇2pf − ρ1ρ2gH∇2η/χ,



�	�����	
���� ���������� 
	�� �� ������� �
�� ������ �	�	�	
��� E

��� pf 6 ����/ �����
�! pi& � �����!�#�! �������!#� ������
��
�� ����
��

∇2pf =
ρ1ρ2
χ

(
2(U2 −U1)∇∂η

∂t
+ [(U2 ·∇)2 − (U1 ·∇)2]η

)
, $)?-

H = h1 + h2& χ = ρ1h2 + ρ2h1% �� ��/	
! 4�� ������
�! � 
#
���! ��� ���
� $)3- 
�
ρ1ρ2/χ& ��
��
�� 
���
�
�� #��
�  ��� ����/ � ����
�"�# �����

∂2η

∂t2
− c20∇2η + 2(U12 +U21) ·∇∂η

∂t
+∇2

fη −
α

2
∇2η2 − h1h2

χ
∇2

(
ρ2〈u2〉2 − ρ1〈u1〉2

)
−

−H

χ
∇ · (η∇pf )− β∇2∂

2η

∂t2
− 2fβ ·∇∇2∂η

∂t
−∇2

fβ∇2η + σ
h1h2

χ
∇2∇2η = 0. $)7-

B���/ c20 = g(ρ2 − ρ1)h1h2/χ& U12 = ρ1h2U1/χ& U21 = ρ2h1U2/χ& ∇2
f = [ρ1h2(U1 ·

∇)2 + ρ2h1(U2 · ∇)2]/χ& α = c20(ρ2h
2
1 − ρ1h

2
2)/(h1h2χ)& β = h1h2(ρ1h1 + ρ2h2)/(3χ)& fβ =

h1h2(ρ1h1U1 + ρ2h2U2)/(3χ)& ∇2
fβ = h1h2[ρ1h1(U1 ·∇)2 + ρ2h2(U2 ·∇)2]/(3χ)%

. 
���
�
�� $)7- ��	#
"�
�! ��������� ��������� �������/ ���/�� � ���������
��
���
��&  �4��#
 ��! �� � ������
�! ��������
�  ������ 
���
�
��  ������  ������
��
�!& �% �% ��
����	���

�� 
���
�
�� ����	�
���/
��� �����
�! $)-% D��� ��! 4���
��������� ������  ���
����� ϕl& �� ��! 
�� � ��������� 
���
�
�! @
����
�

∇2ϕl =
(−1)l+l

hl

Dη

Dlt
, 〈ul〉 = ∇ϕl. $)8-

>���# ����	�#&  ��
��

�! �����#� #����/
�� 
���
�
�� ������� �	 ��
��� ����
���

���
�
�! $)7- � 
�����/���  ������ ��
��
�� �� �#������/
�� 
���
�
�� $)?- � $)8-%
@�� ���
������ 
���
����0���! ����
�� � ����� ���!� �����#� 
���
�
�� $)7- � $)8-
������
���! � �����#��&  ��
��

�� � ()3,%

�� ������������� ������ � ���������� ������� ������

. ��"�# ��
��� ��� �����

�� ����
�0�
�� $	�����#���/ ����������� ������� ω ��
���
����� ����� k- ��! ��
��
��� #����/
��� 
���
�
�! $)7- ����  ���� ��� ��
��
���	���� ���/#� ���#�	���% @�4��#
 ����#����#  ����
� ���
����& ����� �������
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��� y ���
� 

��-% @���
�����!! � $)7- ��0�
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ω = k
U21 + fβk
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1 + βk2
±

±k

√
(U21 + fβk2)2 + c20 − U2U21 − (1 + βk2)k2(U2U21h2

2/3− σh1h2/χ)

1 + βk2
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� � ����% J���� �� ����
��� 6 ������� 
�����������& � ���� 6 
�
�����������% H� ���% 7  ���������
� 	����
��#���� ���	��	#���
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�� 
������/
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����

��
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 �*

 σ = 34 �+,� )��
��� �
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 �
′*� � �����

H = 31.5 ��� h1/h2 = 2.7 )��
��� � 
 �
′*
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��� � 
 �
′*

�
�� -� .��
�
����
 ��
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η = ηaP�QR
2
(
x− Ust

Ls

)
. $)C-

B���/ �������/ ���
� Us 
�������! �	 ��0�
�! �������
��� 
���
�
�!

U2
s

(
3− 2αηa

c20

)
− 2Us

(
3(U12 + U21)− 2ηa

[
U21

h2

− U12

h1

+
ρ1ρ2H

2χ2
(U2 − U1)

])
−

−3(c20 − U1U12 − U2U21)− 2ηa

[
α

2
+

U2U21

h2
− U1U12

h1
+

ρ1ρ2H

2χ2
(U2

2 − U2
1 )

]
= 0,

�� 0���
� Ls = 2
√
B/A& ��� A = U2

s − c20 − 2Us(U12 + U21) + U1U12 + U2U21& B = βU2
s −

σh1h2/χ− [2Us(h
2
1U12 + h2

2U21) + h2
1U1U12 + h2

2U2U21]/3%
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���� �������/ ����
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����������
�"�#  ���#�
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� ���������
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�
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Λttη − (Λxx + Λyy)η + 2Λt[(U12 + U21)Λx + (V12 + V21)Λy]η+

+[(rρU
2
1 + rhU

2
2 )Λxx + 2(rρU1V1 + rhU2V2)ΛxΛy + (rρV

2
1 + rhV

2
2 )Λyy]η/χ−

−α(Λxx + Λyy)η
2/2 + h1(Λxx + Λyy)[rρ(u

2
1 + v21)− u2

2 − v22]−
−[Λx(ηΛxpf) + Λy(ηΛypf)]/χ− βΛtt(Λxx + Λyy)η−

−2h1[(rρrhU1 + U2)Λx + (rρrhV1 + V2)Λy](Λxx + Λyy)Λtη/(3χ)−
−h1h2[(rρrhU

2
1 + U2

2 )Λxx + 2(rρrhU1V1 + U2V2)ΛxΛy + (rρrhV
2
1 + V 2

2 )Λyy]×
×(Λxx + Λyy)η/(3χ) + h1h2(Λxx + Λyy)(Λxx + Λyy)η/Bo = 0,

��� rρ = ρ1/ρ2& rh = h1/h2 � ��� ������
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��  ��
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(Δt)2 ≤ 4β + (Δl)2

1 + ηaα + 4h1h2/[(Δl)2Bo]
, (Δl)2 =

(Δx)2(Δy)2

(Δx)2 + (Δy)2
.
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(Δt)2 ≤ 4β + (Δx)2

1 + ηaα− 1

χ

[
rhU

2
2 + 2u1arhU2 +

ηarρU
2
2

h2
2χ

+
4h1h2

(Δx)2

(
U2
2

3
− χ
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� ���������� �������3 ρ1/ρ2 = 0.8� h1/h2 = 2.7� U2 = 0.5� 45 = 11*
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 ρ1/ρ2 = 0.8� h1/h2 = 2.7� U2 = −0.5� 45 = 113 
 9 t = 0: � 9 t = 80: � 9
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�� �����	� ��
 y = 0 � ������ ������� ������
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 ρ1/ρ2 = 0.8�
h1/h2 = 2.7� U2 = −0.3� V2 = −0.4� 45 = 113 
 9 t = 0: � 9 t = 20: � 9 t = 40
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 ρ1/ρ2 = 0.8� h1/h2 =
1.26� U2 = −0.5� V2 = −0.1� 45 = 513 
 9 t = 0: � 9 t = 49.4: � 9 t = 100
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