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��
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�
���
 ��
�
��� ���� � 	��������� ������� ��
�
�
 �!
"
#�
! ����$ %�	
�
 �	��
�&'��& ! �	
��
����$ 	���
��$ ������� � 
"
�
�
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�
���
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 ! ���
��!
 ���
!�$ �
��!
����$ �	
��!
#��$ �
��
�
�� !
��
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�
�
/
��& �	�!
#�� � ��	�%
��' �
!�
���
��� ����
���$ ����
�� �	
��!
#��$ !
��
	�
�
	
�
/
��& �� �	���0�$ �
�
#��$ ��
�
��
!-

1 ()2 3, "
� �	�!
#
��& ����
���$ 	
�������
! ������� !
��
4�
��� 
"
��
�
��&
�
!�
���
��� ����
�� �	
��!
#��$ �
	�����
�
 �
	
�
/
��& �� �	���0�$ �	
��
���
��$ ��- 5�& 	
%
��& ��
 ��#��� �	��
�&'��& �
�
# �
		
���	�'/�$ ��
4��
�
 
6��	��4� � �
�
# %�	�7� (),- 1 �
	!
� �����
 � 7���0�
���� 6��	��4� #
"�!�
��
�����
��
2 �	
#���!�&'/�
 ���
�	��� 
� �	
��!
#
��& 7���0�� 6��	��4� �� 	���
�
��� ���
"	���
���$ !�	�4
�� �	
��!
#��$ �	
��"
! �
�
#��$ ��
�
��
! �
 �$ �	��
��0��- 8
�
# %�	�7� �	
#�
����
� �	��
�
��
 ! 7���0�
���
 6��	��4� %�	�7�
�

�����
�
�
 � 
#���� ��
4��
�
�2 	
����	�'/�� �
!�
���
��� #
7
	��	
!���& ��
�	���0�$ �
�
#��$ ��
�
��
! (),-

1 ����
&/
 	�"
�
 �	� ���
���
!���� �	
��
���
�
 �� � ���
!��� �
��!
������
! !�#
 �
	
�
/
�� � �$ �	
��!
#��$ 	����
�	
�� 	�������
 !�	����� ���
	���
!
	
�����0�� �
�
#� �
		
���	�'/�$ ��
4��
�
 6��	��4�2 �� �
�
	�$ 
�	
#
�
� !��
	����2 ��/
��!
��
 �
!�%�'/� �
��
��� �
�
��
���
�
����$ 	���
�
!-

�
�
��� ��
�
�� !�"�	�
��& ! !�#
 �	�!
���
 �
�
 �	
��
���
�
 7	���
��� �	
�
#���
 �
!
	$�
��� 
"
�
��� !	�/
��& � ������ i, j, k- 9�
�"
0 ���
!�$ !�	��	�
��$
��	��
�	
! 	������	�!�
�
�
 �	
��
���
�
 ��
�
��� #���	
����0�� ! ��
"����
 ���
��
�
 �

	#���� �
#
	4�� �
��
�
��� !
��
	� �
	
�
/
��& � �$ �
	!�
 �	
��!
#��


:;



����������	 �

�	������	 �

���������� ������	�	� ����������� :<

�
 �	�!
���
 ��� �

	#������ S �#���� #��� �
	�#����� � θ ���
�2 
������!�
�� 

� 
"	���'/
 �	
��! $
#� ���
!
 ��	
���� (;,

{U �
�}

1×27

T =

{
{u�

�}
1×9

T{v��}
1×9

T{w�
�}

1×9

T

}
, (1)

�#
 u � v = ����
�0������
2 � w = �
	������& �
��
�
��� !
��
	� �
	
�
/
��&-
1$
#&/�
 ! �	�!�' ����� �)� �
#���	�0����	
�� ��
'� ��
#�'/� !�#�

{q��}
1×9

T = {qi qj qk q,is q,js q,ks q,iθ q,jθ q,kθ }, (2)

�#
 �
# q �
����
��& �
��
�
��� !
��
	� �
	
�
/
��& u2 v ��� w-
>������	�!�
�� �	
��
���� �� &!�&
��& �
!�
����� �
 �
��
�
���� !
��
	�

�
	
�
/
��&2 �
 �
�
!�
����� �
 �$ �	
��!
#���2 ! ���� �
�
 �	� ���
���
!���� #���
�
�
 ���� ��
�
��
! #���	
����0�� !
�����
� �
�	
%�
��� �
�
��
���
�
����$ 	
%
�
�� -

?� �	���0�$ �
4#� ��
4���� ��
�
����� #
�4�
 !��
��&���& 	�!
���!
 �
4#�
�	
��!
#���� �
	�����
 �
��
�
��� !
��
	� �
	
�
/
��& ! ���	�!�
��� !�
%�
 
�
	���� � ��
	
�
 ��
�
��� �	��- )�2 �
�
	

 ! ���� �	
��!
���	�!�
��
��� 
	�
! �j−k

� �j′−k′ �
4
� "��� �������
 ! !�#


∂w���

∂Sj−k
n

+
∂w����

∂Sj′−k′
n

= 0, (3)

�#
 !
	$��
 ��#
��� @2 @@ �����!�'� �� �
�
	� ��
4��$ ��
�
��
! #���	
����0��-
A#���
 	�!
���!
 �+� ! ���� �
�
!�
���
��� �
 �	
��!
#��� �
��
�
�� !
��
	�

�
	
�
/
��& �
 !��
��&
��&2 �
��
�� #�& 
�
 �
		
���
�
 �
"�'#
��& 	����
�	��
���
�	����

 	�!
���!
 ∫

lj−k

λj−k

(
∂w���

∂Sj−k
n

+
∂w����

∂Sj′−k′
n

)
dlj−k = 0. (4)

B#
�� lj−k = #���� #��� j−k #���	
��
�
 ��
�
���C λj−k =7���0�& ��
4��
�& 6��	���
4� ! �	
��!
���
 �
��
 #��� j − kC dlj−k = #�77
	
�0��� #��� j − k-

%��� &� '���
�� ���
��	�
�� �	���
�� ����
���������� � �	� �	�
�� ������� ������
��

%��� (� )��
��	�
�� ��
��
�� �	���
� � 	��
��	�
�� ������� ������
��
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5�& 
�#
���
�
 �	
��
���
�
 �
�
��
�
 ��
�
��� 	�!
���!
 �;� �
4
� "��� �	����
7
	��	
!��
 � !�#�∫

li−j

λi−j ∂w

∂Si−j
n

dli−j +

∫
lj−k

λj−k ∂w

∂Sj−k
n

dlj−k +

∫
lk−i

λk−i ∂w

∂Sk−i
n

dlk−i = 0, (5)

�#
 λi−j 2 λj−k � λk−i = 7���0�� ��
4��
�
 6��	��4� ! �	
��!
����$ �
���$ �

��
!
���!�'/�$ ��
	
� #���	
��
�
 ��
�
���-

>����
�	�� �	
��
���� ��
�
�� #���	
����0�� ! �
�����
 ����
�
 �

	#����
0 ≤ ξ + η ≤ 1 �	��- 3�- 9!&�� �
4#� ��
"������� S, θ � �
�������� ξ, η �

	#�������

��/
��!�&
��& � �
�
/�' �

��
%
�� 

S = (1− ξ − η)Si + ξSj + ηSk, θ = (1− ξ − η)θi + ξθj + ηθk. (6)

8�
4��
�� 6��	��4� �� �	���0�$ �	
��
���
�
 �� � ��
�
� (6) �
��� "��� !�	�4
��
�
	
� �$ ���
!�
 ����
��&

λi−j(η = 0) = (1− ξ)λi + ξλj,

λj−k(ξ = 1− η) = (1− η)λj + ηλk,

λk−i(ξ = 0) = (1− η)λi + ηλk. �E�

9

��
%
��& �E� �
��� "��� �	
#���!�
�� ! ���	���
� !�#


{λm−n}
3×1

T
= [γ(ξ, η)]

3×3

{λ�}
3×1

, (8)

�#


{λm−n}
1×3

T
= {λi−jλj−kλk−i}, {λ�}

1×3

T = {λiλjλk}, [γ(ξ, η)]
3×3

=

⎛
⎝ 1− ξ ξ 0

0 1− η η
1− η 0 η

⎞
⎠ .

F	
��!
#��
 �
	�����
 �
��
�
��� !
��
	� �
	
�
/
��& ! ���	�!�
��� �
	���
�
 � ��
	
��� �	
��
���
�
 �� �
��� "��� !�	�4
�� �
	
� ����#�	��� ��"
	 ���
�
!�$ !�	��	�
��$ ��	��
�	
! ! �
�����
 ����
�
 �

	#����

∂w

∂Si−j
n

= f1(ξ){U�
� },

∂w

∂Sj−k
n

= f2(η){U�
� },

∂w

∂Sk−i
n

= f3(η){U�
� }, (9)

�#
 f1(ξ), f2(η), f3(η) = 7���0��2 ��!��&/�
 
� �

	#���� �� �

�!
���!�'/�$ ��
	
��$
�
�����
�
 �	
��
������- 1$
#&/� ! (9) ��
�"
0 ���
!�$ �
��!
����$ ! �
�����
 
����
�
 �

	#���� ��

� ��
#�'/�' ��	����	��

{U�
� }

1×27

T =

{
{u�

�}
1×9

T{v��}
1×9

T{w�
�}

1×9

T

}
, (10)

�#
 {q��}
1×9

T = {qi qj qk q,iξ q,jξ q,kξ q,iη q,jη q,kη }.
9

��
%
��
 (5) � ��
�
� (8) � (9) �
4
� "��� �	
#���!�
�
 ! ���	���
� !�#


{λ�}
1×3

T [γ(ξ, η)]
3×3

T {fn}
3×27

{U�
� }

27×1

= 0, (11)



����������	 �

�	������	 �

���������� ������	�	� ����������� :E

�#


{fn}
3×27

=

⎧⎨
⎩

f1(ξ)
f2(η)
f3(η)

⎫⎬
⎭ .

9�
�"0� {λ�} � {U�
� } �	
#���!�&'� �
"
 ��"
	 ���
!�$ �
������ #�& ��4#
�


�	
��
���
�
 ��
�
��� #���	
����0��- 8��	���

 �	
��!
#
��
 [γ(ξ, η)]T{fn} ��!����

� �
������$ �

	#���� �ξ ��� η� �
�
� �� ��
	
��$ �	
��
���
�
 ��2 !�"	����$ !
���
��!
 �
�
� ���
�	�	
!���&-

.��
�	�	
!���
 #���
�
 ���	���
�
 �	
��!
#
��& �#
"�

 !��
��&�� �
 �	
� ��	
�
����

1 =

∫
li−j

(1− ξ)f1(ξ) dl
i−j +

∫
lk−i

(1− η)f3(η) dl
k−i,

2 =

∫
li−j

ξf1(ξ) dl
i−j +

∫
lj−k

(1− η)f2(η) dl
j−k,

3 =

∫
lj−k

ηf2(η) dl
j−k +

∫
lk−i

ηf3(η) dl
k−i. (12)

5�& 
	������0�� ����
��
�
 ���
�	�	
!���& (12) !�����
 �

"$
#��
 !��
����� ���
�
�� �
	
�
���$ ξ � η �
	
� ��	��
�	 −1 ≤ t ≤ 1 �
 7
	�����

ξ =
1

2
t+

1

2
, η =

1

2
t+

1

2
, dξ =

1

2
dt, dη =

1

2
dt, (13)

� ���
� !
��
���
!����& �!�#	���	
 G�����

1∫
−1

f(t) dt =

n∑
i=1

f(ti) · wi, (14)

�#
 ti, wi = �

	#����� � !
�� �!�#	���	� G�����2 n = �
���
��!
 �
�
� ���
�	�	
!��
��&-

5�77
	
�0��� #���2 ���	��
	2 ��
	
�� i − j #���	
��
�
 ��
�
��� 
�	
#
�&
��&
!�	�4
��
� (;,

dli−j =

√(
dS

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

dt, (15)

�#

dS

dt
=

1

2
(Sj − Si),

dθ

dt
=

1

2
(θj − θi).

>�!
���!
 (11) � ��
�
� (12) � (13) �
4�
 �	
#���!��� ! !�#


{λ�}
1×3

T [F ]
3×27

{U�
� }

27×1

= 0, (16)

�#


[F ]
3×27

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

{T1}
1×27

{T2}
1×27

{T3}
1×27

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

.



:H ���� �������� ���� ������	�� ���� �� ����

1$
#&/�
 ! (16) �
#���	�0����	
�� {Tn}
1×27

(n = 1, 2, 3) 
�	
#
�&'��& �
�����
 (13)2 (14)-

>�!
���!
 �)D� �
4
� "��� �������
 ! ��
#�'/
� !�#
�

{λ�}
1×3

T [F ]
3×27

[PR]
27×27

{U �
�}

27×1

= {λ�}
1×3

T [Z]
3×27

{U �
�}

27×1

= 0, (17)

�#
 [PR]
27×27

= ���	�0� �	

"	��
!���&2 7
	��	�
��& �� 
��
!
 �

��
%
�� 2 �
����
��$

#�77
	
�0�	
!���
� (6) �
 �
������� �

	#������ ξ � η�

∂S/∂ξ = Sj − Si, ∂S/∂η = Sk − Si,

∂θ/∂ξ = θj − θi, ∂θ/∂η = θk − θi. (18)

1 
�����
 
� ����#�	��
 �
�
��
���
�
���
 �	
0
#�	� �	� 	
�����0�� 
������
�
�
 !�%
 ���
	���� ! ��4#
� ���
 �
��� #���	
����0�� �
&!�&
��& #
�
����
���


���
!

 �
��!
���

 λ�-

I��� ! �

��
%
��� (5) !�
��
 7���0� �
		
���	�'/�$ ��
4��
�
 6��	��4�
λi−j2 λj−k2 λk−i ���
���
!��� �$ ����
��& λ12 λ22 λ3 ! #
�
����
����$ ����$ 12 22 32
	���
�
4
���$ ! �
	
#���$ ��
	
� �	
��
���
�
 ��
�
��� #���	
����0�� �	��- +�2 �

�
����� !�	�4
��


λ1

∫
li−j

∂w

∂Si−j
n

dli−j + λ2

∫
lj−k

∂w

∂Sj−k
n

dlj−k + λ3

∫
lk−i

∂w

∂Sk−i
n

dlk−i = 0. (19)

1�����
��
 ���
�	��
!2 !$
#&/�$ ! (19)2 �
4�
 !��
����� �
 7
	�����2 ����
����
��� �)3�*�);�2 � ��
�
� �
�
2 ��
 �� �
#���
�	�����$ !�	�4
�� (12) �

"$
#��

����'���� �
��
4��
�� !�#� (1 − ξ)2 (1 − η)2 ξ2 η- 5�& 	
�����0�� #���
�
 !�	����
�� ���
����
��& �
��� #���	
����0�� � ������2 	���
�
4
����� ! �
	
#���$ ��
	
�
�	
��
����$ ��
�
��
! #���	
����0�� �	��- ;�-

1 ��4#
� �� 
��
!��$ ���
! �
��� #���	
����0��2 
��
�
���$ �� 	��- ; �	�4����2
��

��& #
 #
!&�� �! ��!����
��� 
� ��#����$ �	������$ ���
!� � ���
!�$ �
��!
���
��$ �3�- 1 #
�
����
����$ ����$2 	���
�
4
���$ ! �
	
#���$ ��
	
� �	
��
����$ ��
�
��
�
���$ �!�#	������2 ! ���
��!
 ���
!�$ !�	��	�
��$ ��	��
�	
! �	�����'��&
�
		
���	�'/�
 ��
4��
�� 6��	��4� λ12 λ22 λ3-

%��� *� )��
��	�
�� �	���
� �������������
� �
�����	��� �����
�� � ������
�� �����


%��� +� '���� �������������



����������	 �

�	������	 �

���������� ������	�	� ����������� ::

��� ����
	����!�� 	����
�	
���� !�%
 ���
	����� �
4�
 	����
�	
�� !�	��
���2 �	� �
�
	
� ! �	�!�
��� �<� ���
����'��& �
 7���0�� �	
��!
#��$ �
	�����
�

�
	
�
/
��&2 � �$ ���
"	���
���
 ����
��& #�& ���
!2 	���
�
4
���$ ! �
	
#���$
��
	
� �	
��
���
�
 ��
�
��� #���	
����0�� ���- 	��- +��

λ1 ∂w1

∂Sn1

+ λ2 ∂w2

∂Sn2

+ λ3 ∂w3

∂Sn3

= 0. (20)
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∂wm

∂Snm

=

[(
{ϕ,ξ }T ∂ξ

∂S
+ {ϕ,η }T ∂η

∂S

)
cosαm+

+

(
{ϕ,ξ }T ∂ξ

∂θ
+ {ϕ,η }T ∂η

∂θ

)
cos βm

]
{U�

� }, (21)
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{λc}
1×3

T [Φ]
3×27

[PR]
27×27

{U �
�}

27×1

= {λc}
1×3

T [Y ]
3×27

{U �
�}

27×1

, (22)
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{λc}T = {λ1, λ2, λ3}, [Φ]
3×27

=

⎧⎨
⎩

{t1}
{t2}
{t3}

⎫⎬
⎭ .
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Φ ≡ {U �
�}

27×1

T [K]
27×27

{U �
�}

27×1

−{U �
�}

1×27

T {R}
27×1

+{λc}
1×3

T [Y ]
3×27

{U �
�}

27×1

= 0. (23)
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����� ����
�� �	�!�
�� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂Φ

∂{U �
�}T

= [K]
27×27

{U �
�}

27×1

−{R}
27×1

+[Y ]T

27×3

{λc}
3×1

= 0,

∂Φ

∂{λc}T = [Y ]
3×27

{U �
�}

27×1

= 0.
(24)
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�� (24) "�#
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��
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[K�]
30×30

{U �
��}

30×1

= {R�}
30×1

, (25)



)JJ ���� �������� ���� ������	�� ���� �� ����

�#
 [K�]
30×30

=

⎡
⎣ [K]

27×27

[Y ]
27×3

T

[Y ]
3×27

[0]
3×3

⎤
⎦2 {U �

��}
1×30

T =

{
{U �

�}
1×27

T{λc}
1×3

T

}
2 {R�}

1×30

T =

{
{R}
1×27

T{0}
1×3

T

}
= 	��%��
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�

� = x�+ r sin θ�+ r cos θ�, (26)

�#
 x = 
�
!�& �

	#�����2 r = r(x) = 	�#��� !	�/
��&- 5�77
	
�0�	
!���
� (26)
�
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	#������ S2 θ 
�	
#
�&'��& !
��
	� �
�����
�
 "����� �12 �2 � �
	����' � =
�1 × �2/ |�1 × �2|-

9!&�� �
4#� ��
"������� �

	#������� S2 θ � �
�������� �

	#������� ξ � η
��
�
��� �	
��
���
 7
	�� ��#��� ! !�#
 (6)-
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	#���� ��
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η = 1− ξ. (27)
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!�� (27) ! (6) �
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���!�

S = ξ
(
Sj − Sk

)
+Sk, θ = ξ

(
θj − θk

)
+ θk. (28)
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	#����
�� θ 
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	�#���� S �� �	���0
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��
���
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 ���

θ =

(
S − Sk

) (
θj − θk

)
+ θk

(
Sj − Sk

)
Sj − Sk

. (29)
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 ����� θ = f(S)

� = �,S =
∂�

∂S
+

∂�

∂θ

∂θ

∂S
= x,S �+ r,S sin θ�+

+r,S cos θ� + (r cos θ�− r sin θ�) θ,S , (30)

�#
 θ,S =
θj − θk

Sj − Sk
.
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n = �× �. (31)
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cosα =
�1 · �2

n

|�1| · |�2
n|
, cos β =

�2 · �2
n

|�2| · |�2
n|
. (32)
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∂w

∂S2
n

=
∂w

∂S
cosα +

∂w

∂θ
cos β. (33)
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{t2}
1×27

T
=

{
{0}
1×9

T{0}
1×9

T

(
{ϕ,S }T cosα + {ϕ,θ }T cos β}

1×9

)}
. (34)
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{ϕ,θ }T = {ϕ,ξ }T ∂ξ
∂θ

+ {ϕ,η }T ∂η
∂θ

, {ϕ,S }T = {ϕ,ξ }T ∂ξ

∂S
+ {ϕ,η }T ∂η

∂S
. (35)
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