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.ruÂ ðàìêàõ óðàâíåíèé äâóõòåìïåðàòóðíîé ãèäðîäèíàìèêè èññëåäîâàíî âëèÿíèåêîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè íà ïîäàâëåíèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöàâ ðàçâèâàþùåìñÿ âî âðåìåíè ñäâèãîâîì ñëîå êîëåáàòåëüíî íåðàâíîâåñíîãî äâóõ-àòîìíîãî ãàçà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåóñòîé÷èâîñòü Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà, êîëåáàòåëüíàÿ ðå-ëàêñàöèÿ, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âîçìóùåíèé, äèññèïàöèÿ.ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå [1℄ ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå óìåðåííîãî âîçáóæäåíèÿ âíóòðåííèõ ñòåïåíåéñâîáîäû ìîëåêóë íà ðàçâèòèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà âñâîáîäíîì ñëîå ñäâèãà â ìîëåêóëÿðíîì ãàçå. �àñ÷åòû áûëè âûïîëíåíû íà îñíîâå ïîë-íûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñæèìàåìîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà, â êîòîðûõ ñ ïîìî-ùüþ êîý��èöèåíòà îáúåìíîé âÿçêîñòè ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî âîçáóæäåíèå âðàùàòåëü-íûõ ìîä, à êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðåäïîëàãàþòñÿ �çàìîðîæåííûìè�. Íåñìîò-ðÿ íà èíåðöèîííûé õàðàêòåð âîçáóæäåíèÿ âîëí Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì îáúåìíîé âÿçêîñòè óñèëèâàåòñÿ äèññèïàöèÿ êè-íåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïóëüñàöèé, à ñêîðîñòü åå ïðîèçâîäñòâà óìåíüøàåòñÿ. Âìåñòå ñ òåìáûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì âîçáóæäåíèè êîëåáàòåëüíûõóðîâíåé ìîëåêóë äàííûå ý��åêòû äîëæíû âîçðàñòàòü. Â ýòîì ñëó÷àå ðåëàêñàöèîííûéïðîöåññ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ óïðàâëåíèÿ òå÷åíèåì, íàïðèìåð, äëÿ çàòÿãèâà-íèÿ ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà, òàê êàê êîëåáàòåëüíàÿ íåðàâíîâåñíîñòü ëåãêîñîçäàåòñÿ èñêóññòâåííûì ïóòåì.Â äàííîé ðàáîòå íåëèíåéíîå ðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ óðàâíåíèé äâóõòåìïåðàòóðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè. Â íèõ ïðåä-ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòóïàòåëüíûå è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû îáðàçóþò êâàçèðàâ-íîâåñíûé òåðìîñòàò, õàðàêòåðèçóåìûé ñòàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé ïîòîêà, à ðåëàêñàöèÿêîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ê ðàâíîâåñèþ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíäàó�Òåëëåðà äëÿ

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò � 08-01-00116).42



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè... 43êîëåáàòåëüíîé òåìïåðàòóðû ãàçà [2, 3℄. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé èñïîëüçî-âàëèñü íåâÿçêèå âèõðåâûå ìîäû ñ ìàêñèìàëüíûì èíêðåìåíòîì íàðàñòàíèÿ. Ïîñëåäíèåïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷èòûâàëèñü íà îñíîâå ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íåâÿç-êîé äâóõòåìïåðàòóðíîé ãàçîâîé äèíàìèêè.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è1.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿÂ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x1, x2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîå ñäâèãîâîå òå-÷åíèå äâóõàòîìíîãî ãàçà, â êîòîðîì ñòàöèîíàðíûé (íåñóùèé) ïîòîê ðàâíîìåðíîé ïëîò-íîñòè ρ0 íàïðàâëåí âäîëü îñè àáñöèññ x1 è àíàëîãè÷íî [1℄ èìååò ïðî�èëü ñêîðîñòè 
òî÷êîé ïåðåãèáà ïðè x2 = 0
Us(x2) = U0 · th(x2/δ0).Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â íåâîçìóùåííîì òå÷åíèè âñå âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû ìîëåêóë íàõî-äÿòñÿ â ðàâíîâåñèè è îïèñûâàþòñÿ åäèíîé ñòàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé ïîòîêà T0 = 
onst.Â îòñóòñòâèè âíåøíåé íàêà÷êè ýíåðãèè â êîëåáàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ýòî åäèíñòâåí-íî âîçìîæíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû.Õàðàêòåðíàÿ äëèíà äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ îïðåäåëÿëàñü ïàðàìåòðîì δ0, îïèñûâàþùèììàêñèìàëüíûé íàêëîí ïðî�èëÿ ñêîðîñòè
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.Â êà÷åñòâå äðóãèõ ìàñøòàáèðóþùèõ âåëè÷èí áûëè âûáðàíû àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷å-íèå ñêîðîñòè U0, ïîñòîÿííûå ïëîòíîñòü ρ0 è òåìïåðàòóðà T0 è îáðàçîâàííûå èç íèõõàðàêòåðíûå âðåìÿ τ0 = δ0/U0 è äàâëåíèå p0 = ρ0U
2
0 . Â îïðåäåëåííûõ íà èõ îñíî-âå áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé äâóõòåìïåðàòóðíîé ãèäðîäèíàìèêèèìååò âèä
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γM2p = ρT, i, j = 1, 2. (1)Çäåñü è äàëåå â çàïèñè óðàâíåíèé â êîîðäèíàòíîé �îðìå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàìïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå.Ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1), îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì: α1 = ηb/η � îòíîøåíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè ηb ê ñäâèãîâîé âÿçêîñòè η; α2 =
λvib/(λtr + λrot), ãäå λtr, λrot, λvib � êîý��èöèåíòû òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùèå



44 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. Çûðÿíîâñîîòâåòñòâåííî óïðóãèå ýíåðãîîáìåíû ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èíåóïðóãèå ýíåðãîîáìåíû âðàùàòåëüíûõ è êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñ ïîñòóïà-òåëüíûìè; τvib � õàðàêòåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè êîëåáàòåëüíûõ ìîä ìîëåêóë ê ðàâíî-âåñíîìó ñîñòîÿíèþ; êîý��èöèåíò γ = cp/cv � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ãäå cv = cv, tr+cv, rot,
cp = cv +R � ñîîòâåòñòâåííî óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ îáúåìå è äàâëå-íèè, ñâÿçàííûå ñ ïîñòóïàòåëüíûì è âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì ìîëåêóë, R � ãàçîâàÿïîñòîÿííàÿ; êîý��èöèåíò γvib = cv, vib/(cv + cv, vib) õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü íåðàâíîâåñ-íîñòè êîëåáàòåëüíûõ ìîä, cv, vib � ïàðöèàëüíàÿ óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîìîáúåìå, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàïàñ ýíåðãèè â ñèñòåìå âîçáóæäåííûõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä;ïàðàìåòðû Re = U0δ0ρ0/η è M0 = U0/

√
γRT0 � ÷èñëà �åéíîëüäñà è Ìàõà íåñóùåãîïîòîêà; Pr = ηcp/λ0 � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â (1) âñå êîý��èöèåíòûïåðåíîñà è óäåëüíûå òåïëîåìêîñòè ïîñòîÿííû. Èç ñîîòíîøåíèé Ýéêåíà [2℄
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.Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ñòàöèîíàðíûé íåñóùèé ïîòîê çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Us(x2) = th x2, Ts = Tvib, s = ρs = 1, ps =

1

γM2
. (2)Èñõîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñòàâèòñÿ â áåñêîíå÷íîé ïîëîñå, öåíòð êîòîðîé ñîâïàäàåò ñíà÷àëîì êîîðäèíàò: x1 ∈ [−x1, 0, x1, 0], x2 ∈ (−∞, ∞). Øèðèíà ïîëîñû ïî êîîðäèíàòå

x1 âûáèðàëàñü ðàâíîé äëèíå âîëíû âîçìóùåíèÿ λ = 2π/β. Ïðè ýòîì x1, 0 = π/β, çäåñü
β � âîëíîâîå ÷èñëî. Â ðàñ÷åòàõ àñèìïòîòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðè x2 → ±∞ ïåðåíîñèëèñüíà x2 = ±x2, 0, ãäå îðäèíàòà x2, 0 îïðåäåëÿëàñü èç óñëîâèÿ ∣

∣ th x2, 0 − 1
∣

∣ ≤ 10−12. Â èòîãåáûëî ïðèíÿòî çíà÷åíèå x2, 0 = 20.Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà îñíîâíîé ïîòîê íàêëàäûâàëîñü äâóìåðíîå âîçìóùåíèå ñäëèíîé âîëíû λ è âîëíîâûì âåêòîðîì k = (β, 0). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ ñêîðîñòèè òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí, âêëþ÷àþùèå âîçìóùåíèÿ, îïðåäåëÿëèñü â âèäå
u1(0, x1, x2) = thx2 + u′

1(0, x1, x2), u2(0, x1, x2) = u′

2(0, x1, x2),

T (0, x1, x2) = 1 + T ′(0, x1, x2), Tvib(0, x1, x2) = 1 + T ′

vib(0, x1, x2),

ρ(0, x1, x2) = 1 + ρ ′(0, x1, x2), p(0, x1, x2) =
1

γM2
+ p ′(0, x1, x2). (3)Â êà÷åñòâå ââîäèìûõ â îñíîâíîé ïîòîê íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé êîìïîíåíò âåêòîðàñêîðîñòè u′

1, u′

2 è òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ρ ′, T ′, T ′

vib, p ′ èñïîëüçîâàëèñü ñîáñòâåí-íûå ëèíåéíûå íåâÿçêèå êîëåáàíèÿ ñ íàèáîëüøèìè èíêðåìåíòàìè íàðàñòàíèÿ.Ïðè t > 0 íà ãðàíèöàõ x1 = ±x1,0, x2 ∈ [−x2,0, x2,0] ñòàâèëèñü ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ
u1(t, x1, 0, x2) = u1(t, −x1, 0, x2), u2(t, x1, 0, x2) = u2(t, −x1, 0, x2),

T (t, x1, 0, x2) = T (t, −x1, 0, x2), Tvib(t, x1, 0, x2) = Tvib(t, −x1, 0, x2),
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ρ(t, x1, 0, x2) = ρ(t, −x1, 0, x2), p(t, x1, 0, x2) = p(t, −x1, 0, x2),à ïðè x2 = ±x2, 0, x1 ∈ [−x1, 0, x1, 0] ïðèíèìàëèñü óñëîâèÿ íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà

u1(t, x1, x2, 0) = −u1(t, x1, −x2, 0) = 1, u2(t, x1, x2, 0) = u2(t, x1, −x2, 0) = 0,

T (t, x1, x2, 0) = T (t, x1, −x2, 0) = 1, Tvib(t, x1, x2, 0) = Tvib(t, x1, −x2, 0) = 1,

ρ(t, x1, x2, 0) = ρ(t, x1, −x2, 0) = 1, p(t, x1, x2, 0) = p(t, x1, −x2, 0) =
1

γM2
.1.2. �àñ÷åò íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèéÏàðàìåòðû ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ íåâÿçêèõ êîëåáàíèé ñ íàèáîëüøèìè êîý��èöèåíòà-ìè íàðàñòàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóõòåìïåðàòóðíîé ãà-çîâîé äèíàìèêè, ëèíåàðèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî îñíîâíîãî òå÷åíèÿ (2):
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= 0, γM2 p ′ = ρ ′ + T ′, i, j = 1, 2. (4)Â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ èäåàëüíîãî ãàçà [4℄ è èäåàëüíîé æèäêîñòè [5℄ ñîîòâåòñòâóþùèåðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ðàíåå íå ðàññìàòðèâàëèñü. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé ñõåìû[4, 5℄ èñêîìûå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïëîñêèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âíàïðàâëåíèè îñíîâíîãî ïîòîêà:
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]

, (5)ãäå u, v, ρ̂, θ, θvib, p̂ � àìïëèòóäíûå �óíêöèè âîçìóùåíèé, i � ìíèìàÿ åäèíèöà, c =
cr + ici � êîìïëåêñíàÿ �àçîâàÿ ñêîðîñòü âîëíû.Ïîäñòàíîâêà (5) â ñèñòåìó (4) ïðèâîäèò ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ïðè cr = 0áûëà ïðåîáðàçîâàíà ê ñêàëÿðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ àìïëèòóäû ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ p̂:

d 2p̂

dx2
2

− 2 sech2x2

(th x2 − ici)

dp̂

dx2
− β2

[

1−m2
(

th x2 − ici
)2
]

p̂ = 0,

p̂
∣

∣

x2=−∞
= p̂

∣

∣

x2=+∞
= 0, p̂(x2) = p̂r(x2) + ip̂i(x2),

m = M ·
√

1 + γv + iβτvib (thx2 − ici)

1 + (γv/γ) + iβτvib (th x2 − ici)
, γv =

γvib
1− γvib

, (6)ãäå p̂r, p̂i � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíîé ñîáñòâåííîé �óíêöèè äàâëå-íèÿ p̂, à ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (6) ÿâëÿþòñÿ ci. Ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ñëóæàòâîëíîâûå ÷èñëà β, ÷èñëà Ìàõà M, êîý��èöèåíò γvib, õàðàêòåðèçóþùèé ñòåïåíü âîçìó-ùåíèÿ êîëåáàòåëüíîé ìîäû, è âðåìÿ êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè τvib.Ïðè äàííîì ïðî�èëå ñêîðîñòè Us

∣

∣

x2→±∞
= ±1 è U ′

s

∣

∣

x2→±∞
= 0 è àñèìïòîòèêà óðàâ-íåíèÿ (6) ïðè x2 → ±∞ èìååò âèä

p̂ ′′ − β2
[

1−m2
(±)M

2
0(1∓ ci)

2
]

p̂ = 0.



46 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. ÇûðÿíîâÎòñþäà àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê
p̂ ∼ exp

(

∓βx2

√

1−m2
(±)M

2
0(1∓ ci)2

)

. (7)Çäåñü m2
(±) =

1 + γv ± iβτvib(1∓ ci)

1 + (γv/γ)± iβτvib(1∓ ci)
.Äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåóñòîé÷èâûõ íåâÿçêèõ ìîä èñïîëü-çîâàëàñü ìåòîäîëîãèÿ ðàáîò [4, 5℄. Ââîäèëèñü íîâûå ïåðåìåííàÿ z = thx2 è �óíêöèÿ

Π(x2) =
d ln p̂

dx2

= Πr + iΠi,â êîòîðûõ óðàâíåíèå (6) ïðèíèìàåò âèä
dΠ

dz
=

β2[1−m2(z − ici)
2]− Π2

(1− z2)
+

2Π

(z − ici)
,

Π
∣

∣

z=±1
= ∓β ·

√

1−m2
(±) (1∓ ici)2, −1 ≤ z ≤ 1. (8)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ â çàäà÷å (8) íàõîäÿòñÿ èç àñèìïòîòèêè (7). Äëÿ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì�ñòðåëüáû� íåîáõîäèìû òàêæå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè Π íà êîíöàõ èíòåðâàëàèíòåãðèðîâàíèÿ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (8) ïðè z → ±1.Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè (8) íåîïðåäåëåííîñòü òèïà

[0/0] ðàñêðûâàåòñÿ ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ. Â ðåçóëüòàòå èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ
dΠ

dz

∣

∣

∣

∣

∣

z=±1

=
β2 (1∓ ici)

2 ·
[

2m2
(±) ∓K(±) (1∓ ici)

]

− 4 β ·
√

1−m2
(±) (1∓ ici)2

2 (1∓ ici) ·
[

1 + β ·
√

1−m2
(±) (1∓ ici)2

] ,

K(±) =
γvib

γ(1− γvib)
· iβτvib(γ − 1)M2

[

1 + (γvib/(γ(1− γvib))± iβτvib (1∓ ici)
]2 . (9)Äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê íåóñòîé÷èâûõ ìîä èç óðàâíåíèÿ (7) âû-äåëÿëèñü óðàâíåíèÿ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé Πr è ìíèìîé Πi ÷àñòåé �óíêöèè Π. Ïîëó÷åí-íàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà ïðè �èêñèðîâàííûõ íàáîðàõ ïàðàìåòðîâ èíòåãðèðîâàëàñüñ äàííûìè Êîøè (8), (9) ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íàèíòåðâàëàõ z ∈ [−1, 0] è z ∈ [0, 1] ñ øàãîì ∆z = 10−3. Âîëíîâûå ÷èñëà èçìåíÿëèñü âïðåäåëàõ β ∈ [0, 1] ñ øàãîì ∆β = 0.1.Òî÷êîé �ïðèöåëèâàíèÿ� ñëóæèëî z = 0. Çíà÷åíèÿ ci ïîäáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì,÷òîáû âû÷èñëåííûå �ñëåâà� è �ñïðàâà� â òî÷êå z = 0 çíà÷åíèÿ �óíêöèé Πr, Πi ñîâïàäàëèñ òî÷íîñòüþ äî 10−8. Ñîîòâåòñòâóþùåå òàêîìó ñîâïàäåíèþ çíà÷åíèå ci ïðèíèìàëîñü âêà÷åñòâå ñîáñòâåííîãî ïðè çàäàííîì íàáîðå ïàðàìåòðîâ. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ïðèìåðûíàéäåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé �àçîâûõ ñêîðîñòåé ci, ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ÷èñåë β è èíêðåìåíòîâ ðîñòà βci íàèáîëåå íåóñòîé÷èâûõ íåâÿçêèõ ìîä äëÿ íåñóùåãîïîòîêà ñ ÷èñëàìè Ìàõà M = 0.2, M = 0.5, âðåìåíàìè êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè τvib =

0.1, τvib = 1 è çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà γvib = 0÷ 0.4.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ èíêðåìåíòîâ íàðàñòàíèÿ ðàññ÷èòûâàëèñü ñîîò-âåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6). Óðàâíåíèå (6) äëÿ



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè... 47Ò à á ë è ö à 1. Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè è èíêðåìåíòû ðîñòà íàèáîëåå ðàñòóùèõíåâÿçêèõ âîçìóùåíèé äëÿ τvib = 0.1 è τvib = 1

M = 0.2 M = 0.5
γvib β ci β ci β ci β ci

τvib = 0.1

0.0 0.4260 0.425523 0.181306 0.3970 0.355576 0.141332

0.1 0.4386 0.412995 0.181140 0.3950 0.353816 0.139757

0.2 0.4384 0.412453 0.180819 0.3930 0.351167 0.138009

0.4 0.4379 0.410737 0.179862 0.3849 0.345069 0.132817

τvib = 1

0.0 0.4260 0.425523 0.181306 0.3970 0.355576 0.141332

0.1 0.4387 0.412997 0.181182 0.3951 0.354300 0.139984

0.2 0.4385 0.412577 0.180915 0.3932 0.352276 0.138515

0.4 0.4377 0.411503 0.180115 0.3890 0.344847 0.134145

p̂ = p̂r + p̂i ðàçäåëÿëîñü íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè, êîòîðûå ïðèâîäèëèñü êíîðìàëüíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:f ′ = B f ,ãäå f = (p̂r, p̂i, p̂
′

r, p̂
′

i),
B =

















0 0 1 0
0 0 0 1

β2(1− Ar) β2Ai

2 thx2 se
h2x2

(th2 x2 + c2i )
− 2ci se
h2x2

(th2 x2 + c2i )

−β2Ai β2(1− Ar)
2ci se
h2x2

(th2 x2 + c2i )

2 thx2 se
h2x2

(th2 x2 + c2i )

















,

Ar = m2
r(th

2 x2 − c2i ) + 2cim
2
i th x2, Ai = m2

i (th
2 x2 − c2i )− 2cim

2
r th x2,

mr(x2) è mi(x2) � ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè �óíêöèè m(x2), îïðå-äåëåííîé â (6). Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èíòåãðèðîâàëàñü 
 èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû�óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëàõ x2 ∈
[

0,−20
] è x2 ∈

[

0, 20
] ñ øàãîì

∆x2 = 10−3.Äàííûå Êîøè ïðè x2 = 0 íàõîäèëèñü àíàëîãè÷íî [4℄. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå �óíê-öèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, òî íîðìèðîâêà �óíêöèé p̂áûëà âûáðàíà èç óñëîâèÿ, ÷òîáû ïðè γvib → 0 è M 6= 0 îíè ñîâïàäàëè ñ ñîáñòâåííûìè�óíêöèÿìè âîçìóùåíèé p̂ äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà [4℄. Â ðåçóëüòàòå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðè
x2 = 0 èìåþò âèä

p̂r(0) = β2, p̂i(0) = 0, p̂ ′

r(0) = 0, p̂ ′

i(0) = β2Πi(0).Äðóãèå àìïëèòóäíûå �óíêöèè îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç íàéäåííûå �óíêöèè p̂ è dp̂ ′ ñ ïî-ìîùüþ ñëåäóþùèõ èç (4), (5) ñîîòíîøåíèé:
u = − 1

D

(

iβp̂− sech2x2

D
p̂ ′

)

, v = − 1

D
p̂ ′, ρ̂ =

p̂M2
(

1 + γv + τvibD
)

1 + (γv/γ) + τvibD
,
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�èñ. 1. Êàðòèíà èçîëèíèé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ω â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿM = 0.5 è τvib = 1:à � γvib = 0; á � γvib = 0.4

θ =
p̂M2

(

γ − 1
) (

1 + τvibD
)

1 + (γv/γ) + τvibD
, θvib =

(

γ − 1
)

p̂M2

1 + (γv/γ) + τvibD
,

γv =
γvib

1− γvib
, D = iβ

(

thx2 − ici
)

.Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ â íà÷àëüíûõ óñëî-âèÿõ (3). Ââîäèìûå âîçìóùåíèÿ îïðåäåëÿëèñü êàê âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü ðàññ÷èòàííûõðåøåíèé (8): g ′(x1, x2, t) = Re [g0(x2) · exp
(

iβx1

)]

· exp
(

βcit
)

.Çäåñü g ′ =
(

u′

1, u
′

2, ̺
′, T ′, T ′

vib, p
′
) � âåêòîð âîçìóùåíèé, g0(x2) =

(

u, v, ˆ̺, θ, θvib, p̂
) �âåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû èçîëèíèé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ω = u2,x − u1,y â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äëÿ ÷èñëà Ìàõà M = 0.5, âðåìåíè êîëåáàòåëüíîé ðåëàê-ñàöèè τvib = 1 è äâóõ çíà÷åíèé ñòåïåíè íåðàâíîâåñíîñòè êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè γvib = 0,

γvib = 0.4.Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 1, à, á ñëåäóåò, ÷òî âîçðàñòàíèå ñòåïåíè íåðàâíîâåñíîñòè êî-ëåáàòåëüíîé ýíåðãèè ìîëåêóë ãàçà γvib ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóä íà÷àëüíûõâîçìóùåíèé. �àñ÷åòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî âàðüèðîâàíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà τvib îòíóëÿ äî åäèíèöû íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà òîïîëîãèþ èçîëèíèé è âåëè÷èíû àìïëèòóäíà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé.2. Ýâîëþöèÿ âîçìóùåíèé â êîëåáàòåëüíî íåðàâíîâåñíîìäâóõàòîìíîì ãàçå2.1. �àçíîñòíàÿ ñõåìà�àñ÷åòû ýâîëþöèè âîçìóùåíèé âåëèñü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì h ïî îáåèì ïðî-ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ñèñòåìà (1) àïïðîêñèìèðîâàëàñü âåñîâîé êîíå÷íî-ðàçíîñò-íîé ñõåìîé ñ ðàñùåïëåíèåì ïî �èçè÷åñêèì ïðîöåññàì è ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì,ñòðóêòóðà êîòîðîé áûëà çàèìñòâîâàíà èç [6℄ è óæå èñïîëüçîâàëàñü â ðàáîòàõ [1, 7℄.Â îïåðàòîðíîé �îðìå ñõåìà èìååò âèä [6, 7℄
(qn+1 − qn)

τ
+ Lh

[

δ qn+1 + (1− δ)qn
]

= Gn
h, (10)ãäå qn = (ρn

ij , u
n
1, ij , u

n
2, ij , T

n
ij , T

n
vib, ij) � ñåòî÷íàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ðåøåíèÿ íà n-ì âðå-ìåííîì ñëîå â óçëå (i, j), τ � øàã ïî âðåìåíè, δ � âåñîâîé ïàðàìåòð. Îïåðàòîð Lh



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè... 49âêëþ÷àåò ñèììåòðè÷íûå àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ïåðâûõ è âòîðûõ ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîéêîîðäèíàòå. Îïåðàòîð Gn
h ñîñòàâëåí èç ñèììåòðè÷íûõ ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé êî-îðäèíàòå àïïðîêñèìàöèé ñî âòîðûì ïîðÿäêîì ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ èç óðàâíåíèéèìïóëüñîâ, ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â äèññèïàòèâíóþ �óíêöèþ èç óðàâíåíèÿýíåðãèè, è èñòî÷íèêîâûõ ñëàãàåìûõ èç ðåëàêñàöèîííîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ýíåð-ãèè. Â êâàçèðàâíîâåñíîì ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåëàêñàöèîííîé ãèäðîäèíà-ìèêè (1) ïåðåõîäèò â ñèñòåìó ïîëíûõ óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ñõåìà (10) ñîâïàäàåòñî ñõåìîé, ïðåäëîæåííîé â [6℄. Ïðîâåäåííûé àíàëèç (10) ïîêàçàë, ÷òî ïîÿâëåíèå ðå-ëàêñàöèîííîãî óðàâíåíèÿ è èñòî÷íèêîâîãî ñëàãàåìîãî â óðàâíåíèè ýíåðãèè íå ìåíÿåòâû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ ñõåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñõåìîé [6℄ äëÿ ñèñòåìû Íàâüå�Ñòîêñà.Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (10) íà ðåãóëÿðíîé ñåòêå ñ øàãîì h àïïðîêñèìèðóåòèñõîäíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó (1) ñ ïîðÿäêîì O(τ +h2) è àáñîëþòíî óñòîé÷èâàïðè δ ≥ 0.5.Â ñîîòâåòñòâèè ñ [6℄ ñõåìà (10) ïîñëå ïðèáëèæåííîé �àêòîðèçàöèè ðåàëèçîâûâàëàñüìåòîäîì äðîáíûõ øàãîâ. Ïî ïåðèîäè÷åñêîé êîîðäèíàòå x1 âûïîëíÿëàñü öèêëè÷åñêàÿïðîãîíêà, àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êîòîðîé áûë âçÿò èç [8℄. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñüøàãè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó h = 0.1 è τ = 0.01.2.2. Âëèÿíèå êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè íà êèíåìàòèêó çàâèõðåííîñòè�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè ÷èñëàõ �åéíîëüäñà Re = 100, Ìàõà M = 0.2, M = 0.5 èÏðàíäòëÿ Pr = 0.74. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû áûë âçÿò γ = 1.4. Çíà÷åíèÿ ñòåïåíè íåðàâíî-âåñíîñòè êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè γvib, âðåìåíè êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè τvib è ïàðàìåò-ðà α1 = η/ηb ïðèíèìàëèñü ðàâíûìè γvib = 0, 0.1, 0.2, 0.4, τvib = 0, 0.1, 1 è α1 = 0, 1, 2.Ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ, äèññè-ïàòèâíûé ý��åêò, îáóñëîâëåííûé êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèåé, ðàññìàòðèâàëñÿ ðàíååíà ìîäåëüíîé çàäà÷å â [9℄.Ýâîëþöèÿ âèõðåâîãî âîçìóùåíèÿ ïðîñëåæèâàëàñü ïî ïîâåäåíèþ ïîëÿ èçîëèíèé ïîë-íîé çàâèõðåííîñòè. Ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ ïîëíîé çàâèõðåííîñòè ðàññ÷èòûâàëàñü ñ ïîìî-ùüþ àïïðîêñèìàöèè ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òðàíñâåðñàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà âèõðÿöåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè

ωn
ij =

un
2, i+1 j − un

2, i−1 j

2h
−

un
1, i j+1 − un

1, i j−1

2h
,ãäå un

1, i j , un
1, i j � ñåòî÷íûå �óíêöèè êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ïîòîêà íà n-ì âðåìåí-íîì ñëîå.�àñ÷åòû ïîçâîëèëè äåòàëüíî âîñïðîèçâåñòè èçâåñòíóþ êàðòèíó íåëèíåéíîé äèíà-ìèêè êðóïíîé âèõðåâîé ñòðóêòóðû �
at's�eye� â ïðîöåññå âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿíåóñòîé÷èâîñòè Êåëüâèíà��åëüìãîëüöà [1, 10℄. Ñòðóêòóðà äîñòàòî÷íî áûñòðî ïðè

t ≈ 2.1 äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà, çàòåì âîçìóùåíèå çàòóõàåò äî ìîìåíòà âðå-ìåíè t ≈ 3.5, ïîñëå ÷åãî ñòðóêòóðà ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ïðèìåð èçîëèíèé çàâèõðåííîñòè âñòðóêòóðå âáëèçè ê ìàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó ïðè t = 2.5 ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Ìîæíî çà-ìåòèòü, ÷òî â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ðàäèóñ ÿäðà â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå, à øèðèíà ñëîÿíà ãðàíèöå â ïîëòîðà ðàçà ìåíüøå ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà íà÷àëüíîé çîíû âîçìóùåíèÿíà ðèñ. 1.Ñòåïåíü âëèÿíèÿ íåðàâíîâåñíîñòè êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè íà êèíåìàòèêó çàâèõðåí-íîñòè îöåíèâàëàñü ïî çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè íåêîòîðîé óñëîâíîé ïëîùàäè âèõðåâîé
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�èñ. 2. Êàðòèíà èçîëèíèé ïîëÿ çàâèõðåííîñòè ω â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 äëÿ Re = 100,
M = 0.5, τvib = 1, α1 = 0, γvib = 0.4ñòðóêòóðû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γvib. Çà âíåøíþþ ãðàíèöó ñòðóêòóðûïðèíèìàëàñü ïåðâàÿ íåçàìêíóòàÿ èçîëèíèÿ çàâèõðåííîñòè, âõîäÿùàÿ â ãðàíè÷íóþ òî÷-êó � �ñåäëî�, êîòîðîé ñîîòâåòñòâîâàëî ω = −0.15 (ñì. ðèñ. 2).Äëÿ íàõîæäåíèÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè óñëîâíîé ïëîùàäè ñòðóêòóðû S(t, γvib)â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ââîäèëàñü äîïîëíèòåëüíàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñåòêà ñ øàãàìè ∆x1, i =
∆x2, j = h = 0.05 òàê, ÷òî öåíòðû åå ÿ÷ååê ñîâïàäàëè ñ óçëàìè èñõîäíîé ñåòêè, íàêîòîðîé ðàññ÷èòûâàëèñü ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Çíà÷åíèÿ çàâèõðåííîñòè âäîïîëíèòåëüíûõ óçëàõ íàõîäèëèñü ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé. Èñêîìàÿ ïëîùàäü îïðå-äåëÿëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S(t, γvib) =







N1
∑

i=1

N2
∑

j=1

(

∆x1, i ·∆x2, j

)

, ωij ≤ −0.15,

0, ωij > −0.15.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðà�è÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé âåëè÷èíû η(t, γvib) =
S(t, γvib)/S(t, 0) äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ. Âèäíî, ÷òî íà ó÷àñòêå èíåðöèîííîãî íàðàñ-òàíèÿ ñòðóêòóðû âïëîòü äî t ≈ 2 ðàññëîåíèå êðèâûõ ïî ïàðàìåòðó γvib ïðàêòè÷åñêèîòñóòñòâóåò. Â ïðîöåññå äèññèïàòèâíîãî çàòóõàíèÿ ðàññëîåíèå òàêæå íåâåëèêî. Äëÿêîëè÷åñòâåííîé îöåíêè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðà γvib íà ðàñïëûâàíèå âèõðåâîé ñòðóêòóðûâû÷èñëÿëèñü ñðåäíèå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ

εS(γvib) =
1

Θ

Θ
∫

0

| 1− η(t, γvib)| · 100 % dt,ãäå èíòåðâàë óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè Θ = 6 ïðèáëèæåííî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè �æèç-íè� ñòðóêòóðû. Äàííûå ðàñ÷åòîâ îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé εS(γvib) äëÿ ðÿäà ðåæèìîâïðèâåäåíû â òàáë. 2. Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî âîçðàñòàíèå ïàðàìåòðà γvib ïðè �èêñè-ðîâàííûõ α1, τvib è ÷èñëàõ Ìàõà M ïðèâîäèò ê áîëåå èíòåíñèâíîìó ðàñïëûâàíèþ âèõ-ðåâîé ñòðóêòóðû â ïðîñòðàíñòâå, õîòÿ êîëè÷åñòâåííîå ïðîÿâëåíèå ý��åêòà íåçíà÷è-òåëüíî. �àñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðà τvib ñëàáî âëèÿåò íà ïîâåäåíèåçàâèñèìîñòåé óñëîâíûõ ïëîùàäåé S(t, τvib). Èç ãðà�èêîâ íà ðèñ. 3 è äàííûõ òàáë. 2
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè îòíîñèòåëüíûõ ïëîùàäåé η(t, γvib) äëÿ Re = 100, M = 0.5,
τvib = 1 (øðèõîâàÿ ëèíèÿ � α1 = 0, ñïëîøíàÿ � α1 = 2; 1 � γvib = 0, 2 � γvib = 0.2, 3 �
γvib = 0.4Ò à á ë è ö à 2. Îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ εS(γvib), % äëÿ Re = 100, τvib = 1

α1 = 0 α1 = 2
M γvib = 0.1 γvib = 0.2 γvib = 0.4 γvib = 0.1 γvib = 0.2 γvib = 0.4

0.2 0.046 0.144 0.788 0.056 0.2190 0.841

0.5 0.158 0.326 1.136 0.195 0.372 1.186ñëåäóåò, ÷òî â ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ α1 è γvib îáúåìíàÿ âÿç-êîñòü îêàçûâàåò áîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå íà ðàñïëûâàíèå çàâèõðåííîñòè, ÷åì ðåëàêñàöèÿâîçáóæäåííûõ êîëåáàòåëüíûõ óðîâíåé, õîòÿ ïðè áîëåå ãëóáîêîì âîçáóæäåíèè, êîòîðîååùå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íà îñíîâå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), âëèÿíèå ðåëàêñàöèè ìîæåòâîçðàñòè.2.3. Äèññèïàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèéÍàèáîëüøèé èíòåðåñ ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿêîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè íà äèññèïàöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé. Â äàííîéïîñòàíîâêå çàäà÷è ýòîò ïðîöåññ âîñïðîèçâîäèòñÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íî, ÷åì â ìîäåëüíîéçàäà÷å [9℄. Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [1, 9℄ ðàññìàòðèâàëàñü ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ
E(t) =

1

2

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2 ρ ·
(

u ′2
x1

+ u ′2
x2

) (11)è àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé
σx1x2

(t) =

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2

∣

∣ρ · u ′

x1
u ′

x2

∣

∣ . (12)



52 Þ.Í. �ðèãîðüåâ, È.Â. Åðøîâ, Ê.È. ÇûðÿíîâÏðîèçâîäñòâî ýíåðãèè âîçìóùåíèé D(t) ðàññ÷èòûâàëîñü íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî â[1, 9℄ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà
D(t) =

dE

dt
= J1 + J2 −

1Re · (J3 + α1J4), (13)ãäå
J1 = −

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2 ρ u
′

x1
u ′

x2

dUs

dx2
; J2 =

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2 p
′

(

∂u ′

x1

∂x1
+

∂u ′

x2

∂x2

)

,

J3 =

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2

[

(

∂u ′

x1

∂x1

)2

+

(

∂u ′

x1

∂x2

)2

+

(

∂u ′

x2

∂x1

)2

+

+

(

∂u ′

x2

∂x2

)2

+
1

3

(

∂u ′

x1

∂x1

+
∂u ′

x2

∂x2

)2
]

,

J4 =

x1, 0
∫

−x1, 0

dx1

x2, 0
∫

−x2, 0

dx2

(

∂u ′

x1

∂x1
+

∂u ′

x2

∂x2

)2

.Çäåñü âåëè÷èíû u ′

x1
, u ′

x2
, p ′ � ïóëüñàöèè êîìïîíåíò ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ, x1, 0 = π/β,

x2, 0 = 20. Âîëíîâûå ÷èñëà β äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðåæèìíûõ ïàðàìåòðîâ γvib, M è
τvib áðàëèñü èç òàáë. 1. Èíòåãðàëû Ji (i = 1, 2, 3, 4) â óðàâíåíèè (13) îïèñûâàþò ñî-îòâåòñòâåííî îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó âîçìóùåíèåì è îñíîâíûì ïîòîêîì, ðàáîòó ïðèïóëüñàöèîííîì ðàñøèðåíèè èëè ñæàòèè ãàçà è âêëàäû äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, îïðå-äåëÿåìûõ ñäâèãîâîé è îáúåìíîé âÿçêîñòÿìè. Òàê êàê êîý��èöèåíòû ïåðåíîñà â ñèñòåìå(1) ïðèíèìàëèñü ïîñòîÿííûìè, òî ïðè âûáðàííîé �îðìå óðàâíåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áà-ëàíñà âêëàä â íåãî ðåëàêñàöèè êîëåáàòåëüíîé ìîäû îñóùåñòâëÿåòñÿ êîñâåííûì îáðàçîì÷åðåç ïëîòíîñòü è äàâëåíèå ãàçà, ñâÿçàííûå óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé.Ïóëüñàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ îïðåäåëÿëèñü êàê ðàçíîñòè

Ψ ′(t, x1, x2) = Ψ(t, x1, x2)−Ψs(t, x1, x2),ãäå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèÿ Ψ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ õàðàê-òåðèñòèê âîçìóùåííîãî òå÷åíèÿ, à Ψs � ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè íåñóùåãîïîòîêà. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå â îòëè÷èå îò ìîäåëüíîé çàäà÷è [9℄ íåâîçìóùåííîåòå÷åíèå íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), åãî ìãíîâåííûå õà-ðàêòåðèñòèêè ðàññ÷èòûâàëèñü ïàðàëëåëüíî ñ ðàñ÷åòîì âîçìóùåííîãî ïîòîêà.Èíòåãðàëû âû÷èñëÿëèñü ïî êâàäðàòóðíûì �îðìóëàì òðàïåöèé ñ øàãîì h = 0.1 íàñåòêå, èñïîëüçîâàííîé â ðàñ÷åòàõ ïî ñõåìå (10). Äëÿ êîíòðîëÿ âû÷èñëåíèé çíà÷åíèéïðîèçâîäñòâà ýíåðãèè èç ýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (13) âåëè÷èíû D(t) ðàññ÷èòûâà-ëèñü òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì (11) è ñèììåòðè÷íîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéàïïðîêñèìàöèè âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé:
D(t) =

E(t+ τ)−E(t− τ)

2τ
.Êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, çíà÷åíèÿ D(t), âû÷èñëåííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè, ðàçëè÷àëèñü íåáîëåå ÷åì íà 1.5%.



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè... 53Ïðèìåðû âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé E(t, γvib) äëÿíåêîòîðûõ ðåæèìîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Âèäíî, ÷òî ýâîëþöèÿ E(t, α1, γvib) ñîîòâåò-ñòâóåò êèíåìàòèêå ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðû, îòìå÷åííîé â êîììåíòàðèè ê ðèñ. 2. Èç ãðà-�èêîâ ñëåäóåò: ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γvib, òåì ìåíüøå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿñòðóêòóðû íà âñåì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Âîçðàñòàíèå ãëóáèíû âîçáóæäåíèÿ êîëåáà-òåëüíîé ìîäû, êàê è óâåëè÷åíèå îáúåìíîé âÿçêîñòè, ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîé äèñ-ñèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ðåéíîëüä-ñîâûõ íàïðÿæåíèé |σx1x2
|(t, γvib, α1), îïðåäåëåííûõ â (12), ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿþò ïðè-âåäåííûå ãðà�èêè E(t, γvib, α1). �àñ÷åòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî âàðüèðîâàíèå çíà÷åíèÿïàðàìåòðà τvib îò íóëÿ äî åäèíèöû ñëàáî âëèÿåò íà ïîâåäåíèå âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé

E(t, γvib, α1) è |σx1x2
|(t, γvib, α1).�àñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïðîèçâîäñòâà ïóëüñàöèîííîé ýíåðãèè D(t), ïîëó÷åííûå èçýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (13), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. Ñîïîñòàâëåíèå ãðà�èêîâ íàðèñ. 4, 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî íà âðåìåííîì èíòåðâàëå, ãäå ïðîèñõîäèò ðîñò ñòðóêòóðû èêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ, åå ïðîèçâîäñòâî ñíà÷àëà ïîëîæèòåëüíî è âîçðàñ-òàåò, äîñòèãàÿ íåêîòîðîãî ìàêñèìóìà, à çàòåì íà÷èíàåò óáûâàòü è â èòîãå ñòàíîâèòñÿîòðèöàòåëüíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óáûâàíèþ ýíåðãèè ñòðóêòóðû. Òî÷êè ïåðåõîäà êðè-âûõ D(t) ÷åðåç íóëü ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì íà êðèâûõ E(t), à òî÷êè ìàêñèìóìà èìèíèìóìà ãðà�èêîâ D(t) îòâå÷àþò òî÷êàì ïåðåãèáà íà ãðà�èêàõ E(t).Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ âêëàäà êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè â äèññèïàöèþêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèé íàõîäèëèñü ñðåäíèå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíûå îò-êëîíåíèÿ

εE(α1, γvib) = Θ−1

Θ
∫

0

∣

∣

∣

∣

E(t, α1, γvib)− E(t, α1, 0)

E(t, α1, 0)

∣

∣

∣

∣

· 100% dt, γvib = 0.1, 0.2, 0.4.

�èñ. 4. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ýíåðãèè âîç-ìóùåíèé E(t, γvib) äëÿ Re = 100, M = 0.5 è
τvib = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � α1 = 0, øòðèõî-âàÿ � α1 = 2; 1 � γvib = 0, 2 � γvib = 0.2, 3 �
γvib = 0.4) �èñ. 5. Âðåìåííûå çàâèñèìîñòè ïðîèçâîäñòâàïóëüñàöèîííîé ýíåðãèè D(t, γvib) äëÿ Re =

100, M = 0.5 è τvib = 1 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �
α1 = 0, øòðèõîâàÿ � α1 = 2; 1 � γvib = 0, 2 �
γvib = 0.2, 3 � γvib = 0.4)
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α1 = 0 α1 = 2Ì
γvib = 0.1 γvib = 0.2 γvib = 0.4 γvib = 0.1 γvib = 0.2 γvib = 0.4

0.2 0.031 0.183 0.853 0.033 0.187 0.860

0.5 1.980 4.055 11.790 2.024 4.153 12.109Îñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñü ïî óñëîâíîìó âðåìåíè �æèçíè� ñòðóêòóðû Θ = 6. �åçóëüòàòûðàñ÷åòîâ îòíîñèòåëüíûõ îòêëîíåíèé εE(γvib) äëÿ íåêîòîðûõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ ïðåä-ñòàâëåíû â òàáë. 3. Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ðîñò ïàðàìåòðà γvib ïðè �èêñèðîâàííûõçíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ìàõà M, ïàðàìåòðà îáúåìíîé âÿçêîñòè α1 è âðåìåíè êîëåáàòåëüíîéðåëàêñàöèè τvib ïðèâîäèò ê áîëüøåé äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ. Â÷àñòíîñòè, â îòñóòñòâèå îáúåìíîé âÿçêîñòè ïðè α1 = 0 ñðåäíåå ïî âðåìåíè îòíîñèòåëü-íîå óìåíüøåíèå ýíåðãèè E(t, γvib) äëÿ γvib = 0.4 è M = 0.5 äîñòèãàåò εE = 11.79%.Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ðàáîòû [9℄ äëÿ äèññèïàöèè ýíåð-ãèè âîçìóùåíèé E(t, γvib) çà ñ÷åò òîëüêî ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà êîëåáàòåëüíîé ìîäûïðè îòñóòñòâèè â òå÷åíèè äðóãèõ äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ, õîòÿ â [9℄ ðàññìàòðèâàëàñüìîäåëüíàÿ çàäà÷à, â êîòîðîé âîñïðîèçâîäèëîñü ëèøü çàòóõàíèå ñòðóêòóðû, ÷òî â äàí-íîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò óáûâàþùèì âåòâÿì êðèâûõ íà ðèñ. 4. Ýòî ïîäòâåðæäàåò ñäå-ëàííûé â [9℄ âûâîä î òîì, ÷òî äîñòèæèìûé âêëàä â äèññèïàöèþ âîçìóùåíèé ðåëàêñàöèèêîëåáàòåëüíîé ìîäû ñîèçìåðèì ñ âêëàäîì îáúåìíîé âÿçêîñòè, ïî êðàéíåé ìåðå, â îò-íîñèòåëüíûõ âåëè÷èíàõ. Îòìåòèì òàêæå (ñì. òàáë. 3) îäíîíàïðàâëåííîñòü âîçäåéñòâèÿâñåõ òðåõ �àêòîðîâ � ñæèìàåìîñòè (÷èñëà ÌàõàM), îáúåìíîé âÿçêîñòè (ïàðàìåòðà α1)è âîçáóæäåíèÿ êîëåáàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû (ïàðàìåòðà γvib), âîçðàñòàíèå êîòîðûõâûçûâàåò óâåëè÷åíèå äèññèïàöèè ýíåðãèè âîçìóùåíèé.Àíàëèç ýâîëþöèè îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ(10) ïîêàçàë, ÷òî èõ âåëè÷èíû è èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ñîîòâåò-ñòâóþùèì äàííûì ðàáîòû [1℄. Òàê, ïîâåäåíèå ïðîèçâîäñòâà ýíåðãèè âîçìóùåíèé D(t)ïî÷òè öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäîì èíòåãðàëà J1(t), õàðàêòåðèçóþùèì ïðîöåññ îáìå-íà ýíåðãèåé ìåæäó âîçìóùåíèÿìè è íåñóùèì ïîòîêîì â óðàâíåíèè (10). Ïðè ýòîì, êàê èâ [1℄, çàòóõàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ ñâÿçàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü ñî ñìåíîéçíàêà ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè J1(t), à íå ñ îòðè-öàòåëüíûìè âêëàäàìè J3(t), J4(t) íà âñåì âðåìåíè �æèçíè� ñòðóêòóðû. Ñëåäîâàòåëüíî,è â äàííîì ñëó÷àå ðàñ÷åòíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Re = 100 çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò åãîêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷èýíåðãåòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, âûòåêàþùåé èç óðàâíåíèÿ (10) ïðè D(t) = 0. Ïî-äîáíûé âûâîä, ñäåëàííûé â ðàáîòå [1℄, íàøåë êîëè÷åñòâåííîå ïîäòâåðæäåíèå â ðàñ÷åòàõâàðèàöèîííîé çàäà÷è â ðàáîòå [10℄, ãäå áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ Recr < 10.Èç ãðà�èêîâ íà ðèñ. 4, 5 è òàáë. 3 ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàññëîåíèÿäàííûõ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà γvib â ïðåäåëàõ 0÷ 0.4 ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïðèïåðåõîäå îò α1 = 0 ê α1 = 2. Âìåñòå ñ òåì, êàê èçâåñòíî èç êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãà-çîâ [2℄, îáúåìíàÿ âÿçêîñòü (êîý��èöèåíò α1 = 0) åñòü ïðîÿâëåíèå ñëàáî íåðàâíîâåñíîãîïðîöåññà ðåëàêñàöèè âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ãàçîâûõ ìîëåêóë. Â òî æå âðåìÿçíà÷åíèå ïàðàìåòðà γvib = 0.4 ñîîòâåòñòâóåò ãëóáîêîìó âîçáóæäåíèþ êîëåáàòåëüíûõñòåïåíåé ñâîáîäû [9℄, ðåëàêñàöèÿ êîòîðûõ, êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ, äîëæíà áû ïðèâåñòè êáîëåå çíà÷èòåëüíîìó äèññèïàòèâíîìó ý��åêòó, ÷åì îáúåìíàÿ âÿçêîñòü. Ìîæíî ïðåä-ïîëîæèòü, ÷òî âûÿâëåííîå íåñîîòâåòñòâèå îáúÿñíÿåòñÿ ïðèíÿòûì â ðàñ÷åòàõ äîïóùå-



×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå èíåðöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè... 55íèåì, ÷òî äèññèïàòèâíûå êîý��èöèåíòû â ñèñòåìå (1), ïðåæäå âñåãî âÿçêîñòíûå, íåçàâèñÿò îò ñòàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîòîêà. Â ðåçóëüòàòå ñáðîñ áîëüøèõ êâàíòîâ êî-ëåáàòåëüíîé ýíåðãèè íà ïîñòóïàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ìîëåêóë, êîòîðûé âûçûâàåòïîâûøåíèå òåìïåðàòóðû ïîòîêà, ëèøü êîñâåííî, ÷åðåç ñâÿçàííûå ñ òåìïåðàòóðîé òåð-ìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè (10). Ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèåáóäåò ïðîâåðåíî â äàëüíåéøåì â âû÷èñëåíèÿõ ñ ó÷åòîì òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòèäèññèïàòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå âûïîëíåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåëèíåéíîãî ðàçâèòèÿ äîçâóêîâûõ âèõðå-âûõ âîçìóùåíèé â ýâîëþöèîíèðóþùåì âî âðåìåíè ñäâèãîâîì ñëîå êîëåáàòåëüíî íåðàâ-íîâåñíîãî ãàçà. Äèàïàçîíû ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îòíîøåíèÿ êîý��èöèåí-òîâ îáúåìíîé è ñäâèãîâîé âÿçêîñòåé α1 è ñòåïåíè íåðàâíîâåñíîñòè êîëåáàòåëüíîé ìîäû
γvib ñîîòâåòñòâîâàëè ðåàëüíûì çíà÷åíèÿì äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-òàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Âëèÿíèå êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè íà êèíåìàòèêó âèõðåâîé ñòðóêòóðû ñ ïðåèìó-ùåñòâåííî íåâÿçêèì ìåõàíèçìîì ýâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ìàëî, íî åå äîïîëíèòåëüíûéäèññèïàòèâíûé ý��åêò ïðîÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðåäåëåííî.2. Ïðè âîçðàñòàíèè ñòåïåíè íåðàâíîâåñíîñòè êîëåáàòåëüíîé ýíåðãèè ìîëåêóë ãàçà âðåàëüíûõ äëÿ äâóõàòîìíûõ ãàçîâ ïðåäåëàõ â îòñóòñòâèå îáúåìíîé âÿçêîñòè îòíîñèòåëü-íîå óâåëè÷åíèå äèññèïàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñòðóêòóðû, îñðåäíåííîå ïî âðåìåíèåå �æèçíè�, äîñòèãàåò ïðèìåðíî 12%, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëü-òàòàìè èññëåäîâàíèé íà ìîäåëüíîé çàäà÷å [2℄.3. Ñëàáûé ïî ñðàâíåíèþ ñ âëèÿíèåì îáúåìíîé âÿçêîñòè äîïîëíèòåëüíûé äèññèïà-òèâíûé ý��åêò ðåëàêñàöèè äàæå ïðè ãëóáîêîì âîçáóæäåíèè êîëåáàòåëüíîé ìîäû ìîæ-íî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî â èñïîëüçîâàííîé ìîäåëè äâóõòåìïåðàòóðíîé ãèäðîäèíàìèêè íåó÷èòûâàëàñü çàâèñèìîñòü äèññèïàòèâíûõ êîý��èöèåíòîâ, ïðåæäå âñåãî âÿçêîñòíûõ, îòñòàòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû ïîòîêà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �ðèãîðüåâ Þ.Í., Åðøîâ È.Â., Çûðÿíîâ Ê.Â. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå âîëí Êåëü-âèíà��åëüìãîëüöà â ñëàáî íåðàâíîâåñíîì ìîëåêóëÿðíîì ãàçå // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè2008. Ò. 43, � 5. Ñ. 25�40.[2℄ Æäàíîâ Â.Ì., Àëèåâñêèé Ì.Å. Ïðîöåññû ïåðåíîñà è ðåëàêñàöèè â ìîëåêóëÿðíûõãàçàõ. Ì.: Íàóêà, 1989.[3℄ Îñèïîâ À.È., Óâàðîâ À.Â.Íåðàâíîâåñíûé ãàç: Ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè // Óñïåõè �èç.íàóê. 1996. Ò. 166, � 6. Ñ. 639�650.[4℄ Blumen W. Shear layer instability of an invis
id 
ompressible �uid // J. Fluid Me
h. 1970.Vol. 40, pt 4. P. 215�239.[5℄ Mi
halke A. On the invis
id instability of the hyperboli
-tangent velo
ity pro�le // Ibid.1964. Vol. 19. P. 543�556.[6℄ Êîâåíÿ Â.Ì., ßíåíêî Í.Í. Ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ â çàäà÷àõ ãàçîâîé äèíàìèêè. Íîâîñè-áèðñê: Íàóêà, Ñèá. îòä-íèå, 1981.
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