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.ruÏîñòðîåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î äâèæåíèè â êàíàëå îäíîðîäíîéâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè çàäàíèè äàâëåíèÿ íà âõîäå è âûõîäå êàíàëàïðè íàëè÷èè âíóòðè ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ. �åøåíà ïðîáëåìà îòñóòñòâèÿ êðàåâûõóñëîâèé íà êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íà âõîäå è âûõîäå êàíàëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âíóòðåííèå èñòî÷íèêè, ìíîãîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ïåðåïàä äàâëå-íèÿ, âÿçêàÿ æèäêîñòü, óðàâíåíèÿ Íàâüå�Ñòîêñà.Â çàäà÷àõ î ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè â êàíàëàõ îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-êîñòè (ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà) îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè çà-äà÷è. Îäíà èç íèõ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìîé è çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íà òâåðäûõñòåíêàõ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ, à íà ó÷àñòêàõ âòåêàíèÿ è âûòåêàíèÿ æèäêîñòè � âåêòîðîâñêîðîñòè. Îäíàêî ïîñêîëüêó â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå íà ãðàíèöå çíà÷åíèÿ �óíêöèè äàâ-ëåíèÿ íå �èêñèðóþòñÿ, òî ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè èõ ïðèõîäèòñÿ çàäàâàòü ñ ïîìîùüþêàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Ýòîìó ïîñâÿùåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëîðàáîò (ñì., íàïðèìåð, îáçîð â [1℄). Ê ñîæàëåíèþ, âñå ïðåäëàãàåìûå ñïîñîáû îïðåäåëå-íèÿ äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Äàííóþïðîáëåìó, êàê ïðàâèëî, ïðåîäîëåâàþò, èñêëþ÷àÿ äàâëåíèå ïóòåì ïåðåõîäà ê ñèñòåìåóðàâíåíèé, çàïèñàííîé îòíîñèòåëüíî �óíêöèé òîêà è çàâèõðåííîñòè (â äâóìåðíîì ñëó-÷àå) èëè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå).Âòîðàÿ ïîñòàíîâêà çàêëþ÷àåòñÿ â çàäàíèè íà ó÷àñòêàõ âòåêàíèÿ�âûòåêàíèÿ íå ñêî-ðîñòåé, à äàâëåíèÿ (ò. å. äâèæåíèå æèäêîñòè â îáëàñòè ïðîòåêàíèÿ â òàêîé ïîñòàíîâ-êå îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ðàçíîñòè äàâëåíèé). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷óñëåäóåò ðåøàòü íå â �îðìóëèðîâêå �âèõðü��óíêöèÿ òîêà�, à òîëüêî â �îðìóëèðîâêå�ñêîðîñòü�äàâëåíèå�. Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-ñòè ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è, êðîìå çàäàíèÿ äàâëåíèÿ íà ó÷àñòêàõ âòåêàíèÿ�âûòåêàíèÿ, íåîáõîäèìî çàäàòü ëèøü îäíó èç êîìïîíåíò ñêîðîñòè òàê, ÷òîáû âåêòîðñêîðîñòè íà ãðàíèöå âòåêàíèÿ�âûòåêàíèÿ áûë åé ïåðïåíäèêóëÿðåí. Îäíàêî îòñóòñòâèåçíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè íå ïîçâîëÿåò áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-âèé íà íåå ïîñòðîèòü ïðîöåññ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷. Îáû÷íî ÷èñëåííî ðå-øàþòñÿ çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ â êàíàëàõ ñ ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò ïðÿìûìè ãðà-íèöàìè è ïðÿìûìè óãëàìè (ñì. [3, 4℄). Â ýòîì ñëó÷àå íà âõîäå è âûõîäå çàäàþòñÿ14



�åøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â êàíàëå... 15�åñòåñòâåííûå� êðàåâûå óñëîâèÿ íà ñêîðîñòè âèäà v = 0, ∂u/∂x = 0 (u = 0, ∂v/∂y = 0),êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü àëãîðèòìè÷åñêè çàìêíóòûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ.Çäåñü óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ äëÿ îäíîé èç êîìïîíåíò âåêòîðà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-ìûì ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ v = 0 (u = 0). Îäíàêî òàêîå �ïðîñòîå� îïðåäåëåíèå ñêîðîñòåéíà ãðàíèöå íå âñåãäà âîçìîæíî. Äåëî â òîì, ÷òî ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ íà âòîðóþ êîìïî-íåíòó ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, �ëèøíèìè�, è äëÿ òîãî, ÷òîáû êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ýòèìèóñëîâèÿìè èìåëà ðåøåíèå, íåîáõîäèìî èõ ñîãëàñîâàíèå ñ ðåøåíèåì çàäà÷è, ñ�îðìóëè-ðîâàííîé áåç òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ïðè ðåøåíèèçàäà÷ â äàííîé ïîñòàíîâêå, óñóãóáëÿþòñÿ, åñëè âíóòðè îáëàñòè òå÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ èñ-òî÷íèêè èëè ñòîêè. Â ýòîì ñëó÷àå âñëåäñòâèå âîçìîæíîãî ñëîæíîãî õàðàêòåðà òå÷åíèÿâáëèçè ãðàíèöû ïîñòàíîâêà äîïîëíèòåëüíûõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ óñëîâèé íà ñêîðîñòüíà ãðàíèöàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîöåññà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîéòðóäíóþ çàäà÷ó.Ê ðåøåíèþ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà ñóùåñòâóåòíåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñòàöèîíèðîâàíèÿ, ò. å. ðåøå-íèå èñõîäíîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ êàê ïðåäåë ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è. Âòîðîéïîäõîä ñîñòîèò â ðåøåíèè êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì íåïîñðåäñòâåííî ñèñòå-ìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé èñõîäíóþ ñòàöèîíàð-íóþ çàäà÷ó. Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò íåÿâíûå ñõåìû ðåøåíèÿ, òðåáó-þùèå çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ âñåõ êîìïîíåíò âåêòîðà íåèçâåñòíûõ. Åùå îäíàîñîáåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà � òðåáîâàíèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé íà êàæäîìâðåìåííîì ñëîå, óäîâëåòâîðåíèå êîòîðîãî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé òåõíè÷åñêè íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Âî âòîðîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò òðóäíîñòåé êàê ñâûïîëíåíèåì óñëîâèÿ ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé (ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèåÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ðåøàåìîé ñèñòåìû), òàê è ñ óñòîé÷èâîñòüþ ïðèìåíÿåìîãî èòåðàöèîí-íîãî ìåòîäà.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîñòðîåíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î äâè-æåíèè â êàíàëå îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðè çàäàíèè äàâëåíèÿ íàâõîäå è âûõîäå êàíàëà ïðè íàëè÷èè âíóòðè ñòîêîâ è èñòî÷íèêîâ.1. �àññìîòðèì äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé äâóìåðíóþ çàäà÷ó î ïðîòåêàíèè âÿçêîéîäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëå ñ çàäàííûì ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ íà âõîäåè âûõîäå ïðè íàëè÷èè ïðÿìîóãîëüíîãî èñòî÷íèêà/ñòîêà:
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= 0, (x, y) ∈ Ω, (3)

p |AB = p1(y), p |CD = p2(y), (4)
ū |BC = 0, ūAD = 0, (5)

|(ū,n)| = |ū| íà ãðàíèöå AB, (6)
|(ū,n)| = |ū| íà ãðàíèöå CD, (7)
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ū |Γ1

= ū1(y), ū|Γ2
= ū2(x), ū |Γ3

= ū3(y), ū|Γ4
= ū4(x), (8)

ūds
∫

s∈∂(A′B′C′D′)

= 0, (9)ãäå ū = (u, v) � âåêòîð ñêîðîñòè, u = u(x, y), v = v(x, y); p = p(x, y) � äàâëå-íèå; ν > 0 � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè; Ω � îáëàñòü ðåøåíèÿ (ðèñ. 1);
Γs = Γ1∪Γ2∪Γ3∪Γ4 � ãðàíèöà èñòî÷íèêà Ωs. Ïðèìåì, ÷òî îáëàñòè Ω è Ωs èìåþò �îðìóïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñòåíêè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî îñÿì êîîðäèíàò, êàê ïî-êàçàíî íà ðèñ. 1 (â èíîì ñëó÷àå çàäà÷à óñëîæíèòñÿ ëèøü òåõíè÷åñêè, íî íå èçìåíèòñÿñîäåðæàòåëüíî).�àâåíñòâà (6), (7) îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè ū ïåðïåíäèêóëÿðåí ãðàíèöàì ABè CD, à óñëîâèå (9) îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé ïîòîê ñêîðîñòè ÷åðåç ãðàíèöó âíóòðåííåãîèñòî÷íèêà ðàâåí íóëþ. Ïîäîáíîå óñëîâèå èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå [7℄ êàê äîñòàòî÷íîåóñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîéæèäêîñòè â êàíàëå ñ çàäàííûì âåêòîðîì ñêîðîñòè íà ãðàíèöå.Îòìåòèì, ÷òî íà âõîäíîé è âûõîäíîé ãðàíèöàõ êàíàëà íå ïîñòàâëåíû óñëîâèÿ íàãîðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ òðóä-íîñòåé ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à (1)�(9) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.2. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)�(9) ïîñòðîèìâ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ïðÿìîóãîëüíóþ è â îáùåì ñëó÷àå íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó Ωh,ñîãëàñîâàííóþ ñ ãðàíèöåé Γ = AB ∪ BC ∪ CD ∪ AD ∪ Γs.Íà óçëàõ (xi, yj) ∈ Ω ââåäåì ñåòî÷íûå �óíêöèè uij, vij, pij è àïïðîêñèìèðóåì ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ðàçíîñòíîé ñõåìîé

ν∆huij −
u2
i+1j − u2

i−1j

hxi+1 + hxi

−
uij+1vij+1 − uij−1vij−1

hyj+1 + hyj

=
pi+1j − pi−1j

hxi+1 + hxi

,

ν∆hvij −
vi+1jui+1j − vi−1jui−1j

hxi+1 + hxi
−

v2ij+1 − v2ij−1

hyj+1 + hyj
=

pij+1 − pij−1

hyj+1 + hyj
,

ui+1j − ui−1j

hxi+1 + hxi
+

vij+1 − vij−1

hyj+1 + hyj
= 0, (i, j) ∈ J1, (10)

�èñ. 1. Îáëàñòü òå÷åíèÿ. Êàíàë ABCD ñ âíóòðåííèì èñòî÷íèêîì Ωs



�åøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â êàíàëå... 17ãäå J1 � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ (i, j), îòâå÷àþùèõ âíóòðåííèì òî÷êàì. �àçíîñòíûé îïå-ðàòîð ∆h àïïðîêñèìèðóåò îïåðàòîð Ëàïëàñà:
∆huij =

ui+1j − uij

hxi+1
−

uij − ui−1j

hxi

hxi + hxi+1

2

+

uij+1 − uij

hyj+1
−

uij − uij−1

hyj

hyj + hyj+1

2

.Âìåñòå ñ àïïðîêñèìàöèåé êðàåâûõ óñëîâèé (4)�(9) ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó îò-íîñèòåëüíî âåêòîðà u = (uij, vij, pij), (i, j) ∈ J1. Ââåäåì òàêæå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ J2,êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò òåì ãðàíè÷íûì óçëàì, ãäå íåò êðàåâûõ óñëîâèé íà êîìïîíåíòû
uij âåêòîðà ðåøåíèÿ.×èñëî óðàâíåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ â ñèëó òîãî, ÷òî,âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâóþò óñëîâèÿ íà ãîðèçîíòàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà ñêîðîñòè íàãðàíèöàõ ïðîòåêàíèÿ (íà âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó ñêîðîñòè ïîñòàâëåíî óñëîâèå (6), (7),îçíà÷àþùåå v = 0 íà ãðàíèöàõ AB è CD), âî-âòîðûõ, íåò óñëîâèé íà äàâëåíèå íà ÷àñòèãðàíèö îáëàñòè.Äëÿ ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ðàçíîñò-íîé çàäà÷è íåîáõîäèìî êàêèì-ëèáî îáðàçîì íà âõîäå è âûõîäå îïðåäåëèòü çíà÷åíèåãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè, à òàêæå âåëè÷èíó äàâëåíèÿ íà òâåð-äûõ ñòåíêàõ, íî òàê, ÷òîáû ýòè óñëîâèÿ áûëè ñëåäñòâèÿìè óñëîâèé (1)�(9). Â ïðîòèâíîìñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ uij íà ìíîæåñòâå óçëîâ J2 ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå. Òàê êàê íà ABè CD ýòè ïåðåìåííûå íå çàäàíû, òî èõ ìîæíî îïðåäåëèòü èç óðàâíåíèÿ (1) ïóòåì àï-ïðîêñèìàöèè åãî âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå îäíîñòîðîííèìè ðàç-íîñòÿìè ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Íà òâåðäûõ ñòåíêàõ BC è AD, àòàêæå íà ãðàíèöå èñòî÷íèêà Γs êðàåâûå óñëîâèÿ íà äàâëåíèå îòñóòñòâóþò. Ñ÷èòàÿ, ÷òîóðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (3) âûïîëíåíî è íà äàííûõ ãðàíèöàõ îáëàñòè, òàêæå àïïðîê-ñèìèðóåì åãî âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ. Â èòîãå àïïðîêñèìàöèè çàìûêàþò ðàçíîñòíóþñõåìó (10), è â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî óðàâíåíèé ñèñòåìû áóäåò ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííóþ ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìûáèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàçìåðíîñòè m

A(ū)ū = f, (11)ãäå A(ū)v̄ = A1(ū)v̄ + A2v̄. Çäåñü A1(ū) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñè-ìàöèè íåëèíåéíîé ÷àñòè èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è, A1 � ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà,àïïðîêñèìèðóþùàÿ ëèíåéíóþ ÷àñòü ýòîé ñèñòåìû, f � èçâåñòíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, ïî-ëó÷àåìàÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé. Ýëåìåíòû ìàòðèöû A1 ëèíåéíî çàâèñÿò îò êîìïîíåíòâåêòîðà ū = (u1, . . . , um)
T .Ïîñêîëüêó óêàçàííàÿ çàäà÷à (11) âêëþ÷àåò â ñåáÿ àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ íåðàç-ðûâíîñòè (3), òî ïðè ñõîäèìîñòè êàêîãî-ëèáî ïðèìåíÿåìîãî äëÿ åå ðåøåíèÿ èòåðàöè-îííîãî ìåòîäà ïîëó÷àåìûé âåêòîð ðåøåíèÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ðàçíîñòíîé ñõåìå, àï-ïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèå div ū = 0.3. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà (11) ðåøàëàñü ìåòîäîì íåïîëíîé àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàëü-íûõ íåâÿçîê [5℄

un+1/2 = un − τn+1[A(u
n)un − f ], (12)
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un+1 = un+1/2 + αn+1z

n, n = 0, 1, 2, ..., (13)ãäå zn = (z1, ..., zm)
T � íåêîòîðûé íåíóëåâîé âåêòîð; u0 � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A; τn+1 � ëèáî ÷èñëîâîé èòåðàöèîí-íûé ïàðàìåòð, ëèáî êâàäðàòíàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; αn+1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöàèòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ. Â ðàáîòå [8℄ ïîêàçàíî: åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû αn+1 âû-áèðàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåâÿçîê, òî íîðìà íåâÿçêè ‖rn‖ =

‖A(un)un − f‖ ìîíîòîííî óáûâàåò è ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îïåðàòîð A(u)ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü õîòÿ áû îäíî èç ðåøåíèéðàçíîñòíîé çàäà÷è (ïîäðîáíåå î ìåòîäå è ñïîñîáàõ âûáîðà αn+1 ñì. â [8℄).�àññìîòðèì ïåðâûé øàã ñõåìû (12), (13) â ñëó÷àå, åñëè τn+1 ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîéìàòðèöåé. Äëÿ ýòîãî âûïèøåì ñèñòåìó (11) â âèäå
a11(ū)u1 + a12(ū)u2 + . . .+ a1m(ū)um = f1,
a21(ū)u1 + a22(ū)u2 + . . .+ a2m(ū)um = f2,
. . .

am1(ū)u1 + am2(ū)u2 + . . .+ amm(ū)um = fm.Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî aii(ū) 6= 0 äëÿ âñåõ ū. Ïóñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû ýòîé ñè-ñòåìû çàâèñÿò îò ū ëèíåéíî, ò. å. ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîìïîíåíòâåêòîðà ū

aij(ū) =
∑

p

apijukpij
+ a0ij ,ïðè÷åì

A1(ū) = (ãij(ū)), ãij(ū) =
∑

p

apijukpij
,

A2 = (a0ij),
A(ū) = A1(ū) + A2,ãäå ukpij

� îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ū = (u1, . . . , um)
T , 1 ≤ kp

ij ≤ m, 1 ≤ i, j, p ≤ m,
apij , a0ij � íåêîòîðûå ÷èñëà.Çàïèøåì ìàòðèöó A(ū) ñèñòåìû (11) êàê ñóììó äâóõ ìàòðèö A(ū) = S(ū) + T (ū),ãäå

S(ū) = (sij(ū)) , sij(ū) =

alijukl
ij

∑

l

, kl
ij ≥ j,

T (ū) = (tij(ū)) , tij(ū) =

arijukr
ij

∑

r

, kr
ij < j,

aij(ū) = sij(ū) + tij(ū).Âûïèøåì ðàçëîæåíèå ìàòðèö S(ū) è T (ū) íà íèæíåòðåóãîëüíóþ, äèàãîíàëüíóþ èâåðõíåòðåóãîëüíóþ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî:
S(ū) = SL(ū) + SΛ(ū) + SU(ū),
T (ū) = TL(ū) + TΛ(ū) + TU(ū).Ââåäåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû:

L(ū) = SL(ū) + TL(ū),
Λ(ū) = SΛ(ū) + TΛ(ū),
U(ū) = SU(ū) + TU(ū).
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A(ū) = L(ū) + Λ(ū) + U(ū) =

= SL(ū) + TL(ū) + SΛ(ū) + TΛ(ū) + SU(ū) + TU(ū).Òîãäà ïåðâûé øàã ñõåìû (12), (13), ãäå τn+1 = diag(τ 1n+1, . . . , τ
m
n+1), ìîæíî çàïèñàòü ââèäå

[

SΛ(u
n) + TΛ(u

n+1/2)
]

un+1/2 =
[

SΛ(u
n) + TΛ(u

n+1/2)
]

un+k/(2m)−

−τk+1
n+1r

n+(k+1)/(2m)
k+1 ek+1 − . . .− τmn+1r

n+1/2
m em,

k = 1, . . . , m, n = 0, 1, 2, . . . ,
[

SΛ(u
n) + TΛ(u

n+1/2)
]

un+k/(2m) =
[

SΛ(u
n) + TΛ(u

n+1/2)
]

un−

−τ 1n+1r
n+1/(2m)
1 e1 − τ 2n+1r

n+2/(2m)
2 e2 − . . .− τkn+1r

n+k/(2m)
k ek,ãäå u0 � çàäàííûé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ek = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T � âåêòîð ñ åäèíè-öåé íà ìåñòå ñ íîìåðîì k, rn+k/(2m)

k � k-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà íåâÿçêè
rn+k/(2m) = [SL(u

n) + TL(u
n+1/2) + SΛ(u

n)+

+TΛ(u
n+1/2) + SU(u

n) + TU (u
n+1/2)]un+k/(2m) − f.Îáîçíà÷èì

L(un, un+1/2) = SL(u
n) + TL(u

n+1/2),

Λ(un, un+1/2) = SΛ(u
n) + TΛ(u

n+1/2),

U(un, un+1/2) = SU(u
n) + TU(u

n+1/2),

A(un, un+1/2) = L(un, un+1/2) + Λ(un, un+1/2) + U(un, un+1/2).Çàâèñèìîñòü ìàòðèö îò äâóõ ïàðàìåòðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî íåêîòîðûå êîìïîíåíòûäàííûõ ìàòðèö ñîäåðæàò un, à äðóãèå un+1/2. Êàê ñëåäóåò èç îáîçíà÷åíèé, L(un, un) =
L(un), Λ(un, un) = Λ(un), U(un, un) = U(un), A(un, un) = A(un). Òîãäà

Λ(un, un+1/2)un+1/2 = Λ(un, un+1/2)un − τn+1(L(u
n, un+1/2)un+1/2+

+(Λ(un, un+1/2) + U(un, un+1/2))un − f).Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé âèä (12) â ñëó÷àå, êîãäà τn+1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé äèà-ãîíàëüíîé ìàòðèöåé èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ:
τ−1
n+1

(

Λ(un, un+1/2) + τ L(un, un+1/2)
)

(un+1/2 − un)+

+(A(un, un+1/2)un − f) = 0.
(14)Èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð τ 1n+1 ìîæíî âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà íîðìû

∥

∥rn+1/(2m)
∥

∥, τ 2n+1 � èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà íîðìû ∥

∥rn+2/(2m)
∥

∥, τkn+1 � èç óñëîâèÿ ìè-íèìóìà íîðìû ∥

∥rn+k/(2m)
∥

∥. Êàê ïîêàçàíî â [8℄, ýòè ïàðàìåòðû âû÷èñëÿþòñÿ êàê êîðíèêóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì Êàðäàíî.Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà (12), çàïèñàííàÿ â âèäå (14), ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâà-òåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè ðåøåíèÿ ñèñòåì áèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîêîìïîíåíòíîéâàðèàöèîííîé îïòèìèçàöèåé ïàðàìåòðîâ. Ïîäðîáíåå î ìåòîäå ñì. [9℄.



20 Í.À. �åéäàðîâ, Þ.Í. Çàõàðîâ, Þ.È. Øîêèí4. Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, âûçâàííîãî ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ, â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå ïðè íàëè÷èè ïðÿ-ìîóãîëüíîãî èñòî÷íèêà/ñòîêà êàê ñ óñëîâèåì íà ñêîðîñòü (7), òàê è áåç íåãî.Îòìåòèì, ÷òî êðîìå ñõåìû (10), ïîñòðîåííîé äëÿ �ñîâìåùåííîé� ñåòêè (â îäíîì èòîì æå óçëå ñåòêè ðàññ÷èòûâàþòñÿ âñå ñåòî÷íûå �óíêöèè), èñïîëüçîâàëàñü è ñõåìà íà�ðàçíåñåííîé� ñåòêå (ñì. [10℄), êîãäà êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ u, v, p ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàñâîåì íàáîðå óçëîâ.Íà ðèñ. 2�5 ïðèâîäÿòñÿ ëèíèè òîêà (îòòåíêàìè ñåðîãî öâåòà ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå�óíêöèè äàâëåíèÿ).Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òå÷å-íèè âÿçêîé îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîì êàíàëå ïîä äåéñòâèåìçàäàííîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ. �àñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïå-ðåïàäà äàâëåíèÿ è êîý��èöèåíòà âÿçêîñòè. Íîðìà ðàçíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ èòî÷íîãî ðåøåíèÿ Ïóàçåéëÿ íå ïðåâûøàëà 10−8. Öåëü ðàñ÷åòîâ � ïîëó÷èòü îòâåòû íàñëåäóþùèå âîïðîñû:1) âîçìîæíî ëè ý��åêòèâíî ïðèìåíèòü ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå èòåðàöèîííûé ìåòîä(12) äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è;2) ïðàâîìåðíî ëè ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå êðàåâîãî óñëîâèÿ (6), (7) íà âõîäå èâûõîäå êàíàëà;3) íàñêîëüêî îïðàâäàí ñïîñîá çàìûêàíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è íà âõîäå è âûõîäå êà-íàëà ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ñàìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé âÿçêîñòè ν, øàãà ñåòêè h, ïåðå-ïàäà äàâëåíèÿ. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îñòàíàâëèâàëñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
‖rn‖

‖r0‖
≤ 10−4, ãäå r0 � íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà, rn � íåâÿçêà íà èòåðàöèîííîì øàãå n. Íà-÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå u0 ≡ 0, íà ëåâîé ãðàíèöå âûïîëíåíî óñëîâèå (6) (ò. å. v = 0).

�èñ. 2. Òå÷åíèå ñ óñëîâèåì íà êàñàòåëüíóþñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ñêîðîñòè v |CD = 0| íàïðàâîé ãðàíèöå êàíàëà; p1 = 0.1, p2 = 0; óñëî-âèÿ íà ãðàíèöàõ èñòî÷íèêà: u |Γ1
= −0.05,

u |Γ2
= −0.05, v |Γ3

= 0.1, v |Γ4
= 0.1, v |Γ1

=

v |Γ2
= u |Γ3

= u |Γ4
= 0

�èñ. 3. Òå÷åíèå áåç óñëîâèÿ íà êàñàòåëüíóþñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ñêîðîñòè íà ïðàâîéãðàíèöå; p1 = 0.1, p2 = 0; óñëîâèÿ íà ãðàíè-öàõ èñòî÷íèêà: u |Γ1
= −0.05, u |Γ2

= −0.05,
v |Γ3

= 0.1, v |Γ4
= 0.1, v |Γ1

= v |Γ2
= u |Γ3

=

u |Γ4
= 0



�åøåíèå ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè â êàíàëå... 21�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (12), (13) ñõîäèòñÿ äëÿâñåõ èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèé h, ν è äëÿ âñåõ ðåøàåìûõ çàäà÷. Îòìåòèì, ÷òî çàêîí ñî-õðàíåíèÿ ìàññû â êàæäîì ðàñ÷åòå âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 0.01%. Ïðè ýòîììàêñèìóì ìîäóëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà íåâÿçêè íàõîäèëñÿ â äèàïàçîíå 10−4�10−3, à ìàê-ñèìóì ìîäóëÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà äèâåðãåíöèè íå ïðåâûøàë 10−5.Ïðè ðåøåíèè (1)�(9) (ò. å. âìåñòå ñ óñëîâèåì (7) î ðàâåíñòâå íóëþ êàñàòåëüíîé ñî-ñòàâëÿþùåé âåêòîðà ñêîðîñòè) æèäêîñòü âûòåêàåò èç êàíàëà ïîä ïðÿìûì óãëîì, áåçó÷åòà âëèÿíèÿ èñòî÷íèêà íà òå÷åíèå âáëèçè ãðàíèöû, äàæå åñëè îí íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷-íî áëèçêî îò íåå. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíèè òîêà ìîãóò ðåçêî ìåíÿòü íàïðàâëåíèå (ðèñ. 2).Åñëè æå íå çàäàâàòü óñëîâèå (7), òî äëÿ çàìûêàíèÿ ðàçíîñòíîé çàäà÷è (1)�(6), (8), (9)àïïðîêñèìèðóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó íà ïðàâîé ãðàíèöå âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ òàê æå,êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò uij è pij âåêòîðà ðåøåíèÿ íà ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ãðàíèöàõ (ñì. ðàçäåë 2). Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ òå÷åíèå (ðèñ. 3), â êîòîðîìëèíèè òîêà ïîäõîäÿò ê ïðàâîé ãðàíèöå êàíàëà ïîä ðàçíûìè óãëàìè.Òàêèì îáðàçîì, åñëè íå çàäàâàòü íà ïðàâîé ãðàíèöå óñëîâèå v = 0, òî æèäêîñòüâûòåêàåò èç êàíàëà, ïî íàøåìó ìíåíèþ, áîëåå åñòåñòâåííî.Ïîñêîëüêó æèäêîñòü ìîæåò âûòåêàòü èç èñòî÷íèêà ñ ïðîèçâîëüíîé çàäàííîé ñêîðî-ñòüþ íåçàâèñèìî îò çàäàííîãî íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ðåøåíèÿ äàâëåíèÿ, òî òå÷åíèå íàëåâîé ãðàíèöå ìîæåò áûòü íàïðàâëåíî êàê âíóòðü, òàê è âíå êàíàëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîæèäêîñòü áóäåò âûòåêàòü ÷åðåç ãðàíèöó AB. Ïðèìåð òàêîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàí íà ðèñ. 4(æèäêîñòü âûòåêàåò ÷åðåç ÷àñòü ëåâîé ãðàíèöû). Ïðè ýòîì çàðàíåå ïðåäïîëîæèòü, êóäàáóäåò íàïðàâëåí âåêòîð ñêîðîñòè íà ãðàíèöå, äîâîëüíî òðóäíî. ×òîáû â ýòîì óáåäèòü-ñÿ, äîñòàòî÷íî íåìíîãî óâåëè÷èòü äëèíó êàíàëà � â äàííîì ñëó÷àå æèäêîñòü íà÷íåòâòåêàòü â îáëàñòü ðåøåíèÿ ÷åðåç ëåâóþ ãðàíèöó (ðèñ. 5, à).Åñëè äëÿ êàíàëà, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 5, à, ïåðåïàä äàâëåíèÿ óìåíüøèòü äî çíà÷åíèÿ0.04, òî æèäêîñòü ñíîâà áóäåò âûòåêàòü ÷åðåç ëåâóþ ãðàíèöó êàíàëà (ðèñ. 5, á ). Òàêèìîáðàçîì, ñïîñîá çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèé

à á�èñ. 4. Æèäêîñòü âûòåêàåò ÷åðåç ÷àñòü ëåâîé ãðàíèöû ABCD; p1 = 0.1, p2 = 0; óñëîâèÿ íàãðàíèöàõ èñòî÷íèêà: u |Γ1
= −0.12, u |Γ2

= −0.12, v |Γ3
= 0.01, v |Γ4

= 0.01, v |Γ1
= v |Γ2

=

u |Γ3
= u |Γ4

= 0
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à á�èñ. 5. Òå÷åíèå â óäëèíåííîì êàíàëå; p2 = 0; óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ èñòî÷íèêà: u |Γ1
= −0.12,

u |Γ2
= −0.12, v |Γ3

= 0.01, v |Γ4
= 0.01, v |Γ1

= v |Γ2
= u |Γ3

= u |Γ4
= 0; à � p1 = 0.1, á �

p1 = 0.04âíóòðü îáëàñòè ðåøåíèÿ ïîçâîëÿåò ðåøàòü òàêîãî ðîäà çàäà÷è áåç äîïîëíèòåëüíûõïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè íà ãðàíèöàõ êàíàëà.Èç ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóþò âûâîäû:1) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì (12), (13) ìîæíî äîñòàòî÷íî óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷ó î ñòà-öèîíàðíîì òå÷åíèè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëàõ, êîãäà èñòî÷íèêîì äâè-æåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåïàä äàâëåíèé íà êîíöàõ îòðåçêà, è ïðè íàëè÷èè èñòî÷íèêîâ/ñòîêîââíóòðè êàíàëà;2) èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàöèè ñàìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íà âõîäå è âûõîäå êàíàëàïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(9), (11)�(13), íå çàäàâàÿ çíà÷åíèé îäíîé èçêîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ �îó÷. Ï. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà. Ì.: Ìèð, 1980. 612 ñ.[2℄ �àãóëèí Â.Â. Ê çàäà÷å î ïðîòåêàíèè âÿçêîé æèäêîñòè ñêâîçü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòüïðè çàäàííîì ïåðåïàäå äàâëåíèÿ èëè íàïîðà // Äèíàìèêà ñïëîøíîé ñðåäû: Ñá. íàó÷. òð.Èí-òà ãèäðîäèíàìèêè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ�. Íîâîñèáèðñê, 1976. Âûï. 27. Ñ. 78�92.[3℄ Êóçíåöîâ Á.�., Ìîøêèí Í.Ï., Ñìàãóëîâ Ø. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå òå÷åíèÿ âÿç-êîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â êàíàëàõ ïðè çàäàííûõ ïåðåïàäàõ äàâëåíèé // ×èñëåííûåìåòîäû äèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè: Ñá. íàó÷. òð. ÈÒÏÌ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑ�. Íîâîñèáèðñê,1983. Ñ. 203�207.[4℄ Moshkin N., Yambangwi D. Steady vis
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